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Apatit, 

In  der  zweiten  Auflage  seines  Systems  der  Mineralogie  bemerkt 
Jameson*),  dass  die  Krystalle-  des  Apatits  thermoelektrisch  werden. 
Hauy**)  gedenkt  dieses  Ausspruchs  in  einer  Anmerkung  und  setzt  hin- 
zu, dass  er  beim  Apatit  trotz  aller  seiner  Bemühungen  nicht  die  geringste 
Spur  von  Elektricittit  zu  entwickeln  vermocht  habe.  Brewster***) 
fidirt  in  seinem  1824  aufgestellten  Verzeichnisse  der  thermoelektrischen 
Mineralien  den  Apatit  nicht  auf;  wohl  ein  Beweis,  dass  es  auch  ihm 
nicht  gelungen  war,  elektrische  Spannungen  auf  der  Oberfläche  der 
erkaltenden  Apatite  wahrzunehmen. 

Meine  im  Folgenden  mitgetheillen  Beobachtungen  werden  nun  dar- 
thun,  dass  die  Krystalle  des  Apatits  in  der  Thal  thermoelektrisch  sind, 
dass  aber  ebenso  wie  bei  den  übrigen  thermoelektrischen  Mineralien 
die  Intensität  der  auftretenden  elektrischen  Spannungen  jo  nach  dem 
Fundorte  und  der  Beschaffenheit  der  Krystalle  sehr  verschieden  ist. 
Wahrend  viele  Apatite  nur  eine  sehr  geringe  elektrische  Krregung  zei- 
gen, giebt  es  andere,  hei  welchen  dieselbe  eine  ziemliche  Starke  erreicht, 
und  endlich  noch  andere,  welche  in  ihren  elektrischen  Spannungen  den 
Turmalinen  und  Topasen  gleichkommen.  Hs  würe  daher  allerdings  nicht 
absolut  unmöglich,  dass  Jumeson  eine  wirklich  thermoelektrische 
Erregung  auf  einem  Apatite  beobachtet  hatte;  indess  ist  bei  dem  dama- 
ligen Zustande  der  zur  Wahrnehmung  der  EleklriciUJl  üblichen  Vorrich- 
tungen eine  solche  Beobachtung  höchst  unwahrscheinlich. 

Der  Apatit  liesleht  aus  drillclphosphorsaurem  Kalk  mit  Fluorcal- 
cium, wobei  aber  ein  Theil  des  Fluors  durch  Chlor  vertreten  sein  kann. 


')  Bd.  *,  S.  tu. 

*•)  Tratte  de  mineral.;  2.  Aud.  1822,  Bd.  S.  505. 

***)  The  Edinb.  Jowrn.  of  Science,  ronriuclod  by  David  Brewsler.  tS2i. 
Heft  2 : übersetzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  u.  Phys.  von  Schweigger,  I82.r».  Bd.  13, 
S.  87. 
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Die  Kryslalle  desscllton  gehören  zum  hexagonalen  Systeme,  und 
scheinen  je  nach  der  in  ihnen  vorhandenen  Menge  Chlor  etwas  ver- 
schiedene Winkel  zu  besitzen,  dergestalt  dass  mit  der  Zunahme  dos 
Chlorgehaltes  der  Polkantenwinkel  stumpfer  und  also  die  Hauptaxe  klei- 
ner wird.  Die  Winkel  zwischen  einer  Flüche  von  P und  OP  betrügt  nach 
G.  Hose  bei  den  Krystallen  von  Ehrenfriedersdorf  139"  42'. 

Die  an  den  Apatiten  beobachteten  Gestalten  sind:  J P.  P,  5 P,  2P, 
3 P : P 2,  2 P 2,  4 P 2 ; 3P|,2Pj,  4 Pf;  ooP,  ooP2;  ooP »,  ooPf  ; und 
OP.  Jedoch  kommen,  wiezuerst  Haidinger  1824  an  den  Krystallen  vom 
St.  Gotthardt  nachgewiesen,  die  dihexagonalen  Pyramiden  und  Prismen 
3 Pf,  2P  J,  4P  j,  ool’J  und  ooPj  gewöhnlich  nur  mit  der  Hüllte  ihrer 
Flüchen  vor,  so  dass  die  dihexagonalen  Pyramiden  als  hexagonale  Py- 
ramiden dritter  Art  und  die  dihexagonalen  Prismen  als  hexagonale  Pris- 
men der  dritten  Art  erscheinen  * . 

Am  Wildkreuzjoche  linden  sich  übrigens  die  dihexagonalen  Pyra- 
miden nicht  hemiedrisch , sondern  vollzühlig,  und  ebenso  sind  diesel- 
ben, sowie  auch  die  Prismen  ooPj  an  Krystallen  von  Pfitsch  aus 
dem  Sulzbaclithale  und  von  Schlaggcnvvald  vollzühlig  beobachtet. 

Nach  Baumhauer**)  entstehen  auf  den  Flüchen  des  Prismas  ooP 
beimAnützen  in  Bezug  auf  rechts  und  links  unsymmetrische  Aelzliguren, 
weshalb  man  dieselben  als  die  eine  Hälfte  der  Flüchen  eines  zvvölfseili- 
gen  Prismas  ooP«,  bei  welchen  h=  I geworden  ist,  auffassen  kann. 

Die  Krystalle  des  Apatites  sind,  wenn  auch  nicht  sehr  vollkom- 
men, spaltbar  nach  den  Flüchen  OP  und  ooP. 

Werden  Bruchstücke  von  Apatit  erhitzt,  so  phosphoresciren  sie  mit 
grüner  Farbe;  bei  stärkerem  Erhitzen  verschwindet  dieser  Lichtschein, 
und  lässt  sich  dann  nicht  wieder  hervorrufen.  Hauy  bemerkt  darüber, 
dass  das  Pulver  von  Krystallen,  welche  die  Flüchen  0 P tragen  (uiil  Aus- 
nahme einer  dunkelgrünen  Varietät  aus  Grönland;  leuchtet,  dass  dage- 

*)  Quenstedl  bemerkt  in  seinem  llandburUe  der  Mineralogie,  dass  die  Flüchen 
der  Prismen  dritter  Art  die  von  den  Flüchen  oo I*  und  oo P 2 gebildeten  verboten 
Kanten  nur  auf  der  Seite  abstunipfen , auf  welcher  die  Flächen  der  Pyramiden  der 
dritten  Art  nicht  auflrclen  ; dagegen  bildet  v.  Kölsch arow  in  seinen  Materialien 
zur  Mineralogie  Russlands  Taf.  19,  Fig.  9 und  19.  sowie  Taf.  20,  Fig.  17  an  den  aus 
der  Kupfergrube  Kiriibinsk  stammenden  Krystallen  die  Flächen  der  Prismen  und  Pyra- 
miden auf  einer  und  derselben  Seite  der  zuxor  genannten  verticalen  Kante  ab. 

*•)  Sitzungsberichte  der  niath.  - phvail.  ('.lasse  der  h.  b.  Akad.  der  Wiss.  zu 
München.  4 875.  S.  4 59. 
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gen  die  in  einer  Spitze  endigenden  Krystalle  die  Erscheinung  nicht 
zeigen  *). 

Die  derben  mul  fasrigen  Massen  von  Logrosan  unweit  Truxillo  in 
Spanien welche  Werner  mit  dem  Namen  Phosphorit  bezeiehnete, 
phosphoresciren  heim  Erhitzen  sehr  stark.  Nach  Hnuy  linden  sich  in 
dum  Innern  derselben  kurze  sechsseitige  Prismen,  welche  durch  eine 
auf  die  Axe  senkrechte  Fläche  begrenzt  sind;  und  Quensledt  bemerkt 
in  seinem  llamlbuchc  der  Mini'riilnijie : „Es  herrscht  darin  (im  Phos- 
phorit) deutlich  ein  blätteriger  Bruch  und  auf  der  Oberfläche  krystalli- 
siren  (scheinbar)  sechsseitige  Tafeln  aus,  welche  wie  beim  schaligen 
Schwerspat!)  auf  der  schmalen  Kante  stehen.“ 

Thrratoelektrwthes  Verhalten  der  ApatitkrvsUllr. 

Bei  meinen  früheren  Untersuchungen  der  optisch  einaxigen.  also 
der  zum  letragonalen  und  zum  hexagonalen  Systeme  gehörigen  Ki  ystalle 
in  Bezug  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhallen  habe  ich  wiederholt  die 
Beobachtung  gemacht,  dass  die  Krystalle  der  einzelnen  Mineralien  sich 
in  zwei  Abtheilungen  scheiden , welche  dadurch  charakterisirl  sind, 
dass  sie  an  den  Enden  der  gleichnamigen  Axen  die  entgegengesetzten 
Polaritäten  zeigen. 

Zuerst  trat  mir  diese  Erscheinung  entgegen  am  Kalkspathc.  Bei 
den  Schneeberger  Krv  stallen  von  der  Form  co  R und  — } K ##)  sind  beim 
Erkalten  ***)  die  Flächen  des  Rhomboeders  — } R,  also  die  Enden  der 
Hauplaxe  positiv,  die  prismatischen  Seitenflächen  co  R aber  negativ. 
Dagegen  zeigen  die  skalenoedrischen  Krystalle  aus  Oerbyshire,  welche 
vorzugsweise  von  den  Flächen  des  Skalenoeders  R3  begrenzt  werden, 
zu  welchen  an  den  von  mir  untersuchten  Krystallen  bisweilen  noch  die 

•)  llauy  stellt  ( Tratte  de  miner.  II  edit.  T.  I.  S.  488)  noch  einen  weiteren  Un- 
terschied auf:  Les  crislaux  termines  en  poinle  otfrent  quelquefois  une  casstire  con- 
choidale  ; inais  eite  n'a  fieu  que  dans  ccrtaines  parties  et  Ic  niveau  parfait  accompagne 
d’un  v if  eclal  reparait  dans  d’autres  parties,  oii  il  indiqtic  trrs  seiiKiblcinent  les  Posi- 
tion* des  joints  naturels.  I.es  crislaux  termines  par  un  plan  per|icndiculairc  a l axe 
out  teur  tissu  plus  uniforme : inais  leurs  joints  naturels,  quoique  bien  ap|>areiis,  out 
inoins  dcclal  et  s'obtiennent  moins  facilement. 

**)  Diese  Abliandluiigcn  Bd.  18,  S.  *03. 

***)  Ebenso  wie  in  den  früheren  Abhandlungen  gebe  ich,  der  einfacheren  Darstel- 
lung wegen,  im  Texte  und  in  den  Abbildungen  stets  nur  die  beim  Erkalten  auftrelen- 
den  ElektriciUiteu  au ; bei  steigender  Temperatur  sind  sic  die  entgegengesetzten. 
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Flüchen  des  verlicalen  Prismas  ooR,  sowie  in  einzelnen  Fallen  Hie  Fla- 
chen des  Rhomboeders  R und  — 2R  hinzutreten,  eine  gerade  entgegen- 
gesetzte Vertheilung  der  elektrischen  Polaritäten : auf  den  Theilen  der 
Skalenoederfl Stehen,  welche  die  Finden  der  Hauptaxc  umgeben,  findet 
sich  negative  Glektricitat,  wahrend  auf  den  um  die  skalenoedrisch  ver- 
laufenden Seitenkanten  liegenden  Theilen,  sowie  auf  den  Flüchen  ooR 
die  positive  erscheint. 

Ich  habe  damals  hervorgehoben,  dass  diese  Unterschiede  zwischen 
den  Schneeberger  und  Derbvshirer  Krystallcn  mit  Verschiedenheiten  in 
ihrer  Form  verbunden  seien:  bei  den  Schneeberger  Krystallen  ist  die 
Hauplaxe  kürzer,  bei  den  Derbvshirer  verhältnissmüssig  langer;  l>ei  den 
Schneeberger  Kalkspülhen  bilden  stumpfe  Rhomboeder  ( — j R),  bei  den 
Derbvshirer  spitze  Skalenoeder  (R3)  die  Begrenzung  an  den  Finden  der 
Hauptaxc;  bei  den  ersteren  haben  die  Rhomboeder  ( — J R)  eine  um  60“ 
gegen  die  Grundgestalt  R gedrehte  Stellung,  wahrend  die  bei  den  Derbv- 
shircr  Krystallcn  auftretenden  Skalenoeder  in  ihrer  Stellung  dem  Grund- 
rhomboeder entsprechen. 

liine  ebensolche  Umkehrung  in  der  elektrischen  Polarität  habe  ich 
sodann  bei  den  Beryllen  von  Flllm  beobachtet.  Bei  den  russischen  Be- 
ryllen sind  die  Flndllüchen  positiv,  die  Seitenflächen  im  Allgemeinen 
negativ,  lihen  dieses  Verhallen  zeigen  die  meisten  Kryslalle  von  Fllba. 
doch  kommen  auf  dieser  Insel  auch  einzelne,  den  soeben  genannten  an 
Gestalt  und  Obcrflüchcnhildung  gleichende  Individuen  vor,  bei  welchen 
die  Findflüchen  negative  und  die  Seitenflächen  positive  Polarität  be- 
sitzen*;. 

Auch  unter  den  Idokruscn  von  Ala  giebl  es  Kryslalle  mit  umge- 
kehrten Polaritäten.  Während  bei  einem  Theile  derselben  die  Findflüche, 
wie  bei  den  Wiluiten,  positiv  ist,  erscheint  sie  bei  anderen  negativ 

Wahrscheinlich  lindcl  sich  Ihm  den  Apophylliten  dersellto  Gegen- 
satz ; wenigstens  deuten  die  Beobachtungen  an  einem  aus  dem  Kassa- 
lliale  stammenden  Bruchstücke  auf  einen  solchen  hin“"'. 

Zuletzt  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  auch  beim  Turmalin  die- 
selbe Erscheinung  und  hier  sogar  als  eine  Umkehrung  in  der  Polarität 


•'  Miese  Ahli.  tüt.  18,  S.  i3B. 

*•)  Diese  Abh.  Bit.  18,  S.  2.r.7. 

***)  Diese  Abh.  B.I,  18,  S.  S78  und  Tat.  III,  Kip.  ii. 
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der  an  ihren  Enden  mit  entgegengesetzten  Polen  versehenen  Hauptaxc, 
auflrilt. 

Nach  G.  Rose* **))  ist  beim  Turmalin  gewöhnlich  das  Ende,  an  wel- 
chem die  Flachen  des  Hauptrhomboeders  auf  die  Kanten  des  gewöhn- 
lichen dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  erscheinen,  das  positive;  das 
andere,  wo  jene  Flächen  auf  die  Flächen  dieses  Prismas  aufgesetzt  sind, 
das  negative.  Jedoch  kommen  auch  Krystallc  vor,  bei  welchen  diese 
Regel  nicht  zutrilft,  sondern  die  Polarität  gerade  die  entgegengesetzte 
ist.  G.  Rose  glaubte  anfangs,  das  an  diesen  letzten  Krystallen  auflre- 
tende  Rhomboeder  nicht  als  das  Grundrhomboeder,  sondern  als  sein 
Gegenrhomboeder  betrachten  zu  dürfen,  um  ihre  elektrische  Vertheilung 
wieder  mit  der  obigen  Regel  in  Einklang  zu  bringen.  Später,  in  seiner 
mit  Riess  veröffentlichten  Abhandlung'*)  neigt  er  sich  mehr  zu  der 
Ansicht,  an  diesen  von  der  obigen  Regel  abweichenden  Krystallen  sei 
das  dreiseitige  Prisma  nicht  als  das  gewöhnliche,  sondern  als  das  unge- 
wöhnliche (jenes  erste  zu  einem  sechsseitigen  Prisma  ergänzende)  auf- 
zufassen. 

Ob  an  dem  weiterhin  in  dieser  Abhandlung  angeführten  Brucil, 
welcher  dem  hexagonalen  Systeme  angehürt,  auch  solche  Umkehrungen 
Vorkommen,  habe  ich  aus  Mangel  an  Krystallen  nicht  feststellen  können. 

In  gleicherweise,  wie  bei  den  vorher  genannten  Mineralien,  exisli- 
ren  nun  auch  beim  Apatit  zwei  einander  gerade  entgegengesetzte  elek- 
trische Verlheilungen.  Bei  den  meisten  Krystallen  sind  die  Endflächen 
0 P positiv,  und  die  Seitenflächen  im  Allgemeinen  negativ ; bei  anderen 
dagegen  liegen  die  Polaritäten  umgekehrt  vertheilt,  die  Endflächen  sind 
negativ,  die  Prismenflächen  positiv. 

, Soweit  also  bis  jetzt  die  Beobachtungen  reichen,  tritt  die  Umkeh- 
rung der  Polaritäten  fast  an  allen  von  mir  untersuchten  Mineralien  des 
lelragonaleu  und  hexagonalen  Systems  ein.  Ich  unterlasse  aber  gegen- 
wärtig ein  weiteres  Eingehen  auf  den  Grund  dieser  Umkehrungen,  da 
in  einer  späteren  Abhandlung  die  Beobachtungen  der  elektrischen  Vor- 
gänge auf  den  ebenfalls  zum  hexagonalen  Systeme  gehörenden  Krystallen 
des  unlerschwefelsauren  Kalis  Veranlassung  geben  werden,  auf  diese 
eigenthiimlichen  Erscheinungen  zurückzukommen. 


*)  Abh.  der  Berl.  Akad.  der  Wiss.  1 836,  S.  *(S. 

**)  Abh.  der  Bert.  Akad.  der  Wis».  1843,  S.  IO. 
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W.  G.  Hamsel. 


A.  Krystalle  mit  poBitiven  Endflächen  und  im  Allgemeinen  negativen 
Seitenflächen. 

I.  krvstall  iuü  den  Smaragdgruhrii  am  Ural. 

lieber  diese«  Vorkommen  bemerkt  von  Kokscharow'  : „Hier 
(in  den  Smaragdgruhcn  am  Flusse  Tokowaia,  8.'»  Werst  nordöstlich  Min 
Katharinenburg)  findet  man  den  schon  kryslallisirten  Apatit  im  Glimmer- 
schiefer eingewachsen , in  Begleitung  \on  Smaragd,  Phenakit,  Chryso- 
beryll und  anderen  hier  vorkommcndon  Mineralien.  Die  Krystalle  dieses 
Apatites  sind  ziemlich  gross  und  fast  immer  lang.  Ihre  Farbe  ist  golblich- 
weiss,  grilnlichgclh  und  auch  ganz  weiss.  Grösstentheils  sind  sie  sehr 
rissig,  durchscheinend  und  nur  an  einigen  Stellen  durchsichtig.  Farblose 
und  ganz  durchsichtige  Krystalle  sind  ttusserst  selten.  Gewöhnlich  bieten 
sie  das  Ansehen  des  hexagonalen  PrismasooP  dar,  an  dessen  einem  oder 
an  dessen  beiden  Enden  sich  die  Flachen  P.  2P,  P2  und  2P2  und  OP 
von  verschiedener  Ausbildung  finden.  Nicht  seilen  begegnet  man  den 
Flachen  ooP2  und  der  Hälfte  von  ooPj.“ 

Krvstall  No.  I.  Taf.  J,  Fig  I. 

Der  einzige,  durch  meinen  Collcgen  Herrn  Prof.  Zirkel  mir  zur 
Verfügung  gestellte,  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige 
und  Taf.  I,  Fig.  I in  seinem  Netze  abgchildete  Krvstall  des  oben  bezeich- 
nten Fundortes  stellt  eine  Combination  von  oo  P.  ooP2,  OP.  P und  2P 
dar.  Die  Flachen  oo  P sind  vorhanden  bis  auf  die  Flache  6,  jedoch  die 
Flachen  4 und  5 nur  unvollkommen , wahrend  die  Flache  C in  dem 
mangelhaft  ausgebildeten  Theile  dieses  Krystalle«  nicht  wahrzunehmen 
ist.  Die  Flüchen  I und  namentlich  2 sind  viel  schmaler  als  die  Flüche  :i. 
ln  der  Fig.  I , Taf.  I sind  die  einzelnen  Flüchen  getrennt  neben  einander 
gezeichnet  und  mit  ihren  krystallographischen  Symlmlen  versehen.  Von 
den  Flachen  des  Prismas  oo  P 2 sind  die  Flachen  VI,  I und  II  **)  vollkom- 
men ausgehildet,  wahrend  die  Flüchen  III,  IV  und  V fehlen.  Die  Flüchen 
des  Prismas  oo  P zeigen  stärkeren  Glanz  als  die  Flachen  des  Prismas 

*)  Materialien  zur  Mineralogie  Husxlant/s  Bd.  t,  S.  17. 

**)  Behufs  leichterer  Unterscheidung  in  der  Zeichnung  sind  die  Flächen  des  Pris- 
mas ooP  mit  I,  4,  3,  4,  5,  die  Flächen  des  Prismas  ooPi  mit  deii  Zeichen  I,  II  und 
VI  bezeichnet.  Eben  diese  Bezeichnung  ist  auch  bei  den  folgenden  Key  stallen  beibe- 
halten. 
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oo  P 2.  Von  den  Pyramiden  P und  P2  sind  nur  die  oberhalb  der  Prismen- 
lläche  i liegenden  deullieli  vorhanden.  Am  oberen  Ende  wird  der  Kry- 
stall  durch  eine  sehr  glatte  Fläche  OP  begrenzt;  auch  das  untere  Ende 
trägt  eben  diese  Fläche  0 P,  nur  in  inangclhallcr  Ausbildung. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  in  dem  vollkommen  ausgchildelen 
Theile  ziemlich  durchsichtig;  dagegen  in  dem  mangelhalt  ausgebildeten, 
wo  die  Flächen  4 und  5 liegen,  undurchsichtig.  Seine  Farbe  ist  theils 
graulich,  theils  graugrilnlich. 

I>ie  elektrische  Vcrlheilung  auf  der  Oberfläche  dieses  Krystalles 
ist  im  Allgemeinen  sehr  einfach : die  beiden  Endflächen  0 P sind  beim 
Erkalten  positiv,  die  prismatischen  Seitenflächen  negativ.  Der  Apatit 
gleicht  darin  also  den  früher  behandelten  einaxigen  Kryslallen  des  Bo- 
rvlles,  des  Kalkspalhes,  des  Idokrascs  (Vesuvians)  und  dus  Apophyl- 
liles*).  Die  negative  Spannung  auf  den  gut  ausgebildclcn  und  eine 
reinere  Masse  einschlicssendcn  Prismenflächen  ist.  grosser  als  auf  den 
mangelhaft  ausgebildetcn  und  eine  unreinere  Masse  bedeckenden.  Im 
Ganzen  nimmt  die  Durchsichtigkeit  und  Kciuheit  der  Masse  von  oben 
nach  unten  ab,  und  dem  entsprechend  werden  auch  die  elektrischen 
Spannungen  in  derselben  Richtung  geringer. 

Auf  dem  nächstfolgenden  Krystalle  No.  2 tritt  in  der  Vcrlheilung 
der  negativen  Elektricität  auf  den  Flächen  der  beiden  Prismen  oo  P und 
ooP2  eine  Eigenthiimlichkcit  stark  hervor:  auf  den  Prismenflächen  oo P 
wächst  die  negative  Spannung  in  der  Richtung  vom  linken  Rande  zum 
rechten  in  beträchtlichem  Grade  und  nimmt  dann  auf  der  anliegenden 
Fläche  ooP2  in  derselben  Richtung,  also  auch  vom  linken  Rande  nach 
dein  rechten  hin  ab.  Auch  auf  dem  vorliegenden  Krystalle  No.  I tindet 
sich  auf  der  Fläche  I des  Prismas  oo  P und  den  Flächen  I und  II  des 
Prismas  ooP2,  wenn  auch  in  geringerem  Grade,  ein  solches  Ver- 
hallen. Die  Flüche  2 des  Prismas  ooP  ist  zu  schmal,  um  einen  Unter- 
schied in  der  elektrischen  Spannung  auf  den  beiden  Rändern  nachwei- 
sen  zu  können.  Auf  der  Fläche  3 erscheint  am  linken  Rande  in  der 
Mitte  und  unten  die  elektrische  Spannung  grösser  als  auf  den  übrigen 
Theiien  der  Fläche;  da  dieselbe  aber  in  den  oberen  Theilen  nicht  auf- 
Iritt,  wo  sie  auf  den  übrigen  Flächen  um  stärksten  ist,  so  dürfte  die 
schwache  Intensität  am  rechten  Rande  durch  den  besonderen  Umstand. 

*1  Diene  Ahb.  Bit.  I«.  S.  iOI. 
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dass  die  Masse  des  Kry  Stalles  «egen  die  Fläche  4 hin  undurchsichtig  zu 
werden  beginnt,  veranlasst  worden  sein ; was  auch  dadurch  wahrschein- 
lich gemacht  wird,  dass  die  Fläche  4 und  ebenso  5 nur  sehr  geringe 
Spannungen  zeigen. 

II.  Kristalle  von  Kbrrnfrirdrrsdorf  in  Sachsen. 

Krystall  No.  2.  Taf.  I,  Fig.  2. 

Der  sehr  durchsichtige,  aber  von  mehrfachen  Kissen  durchsetzte 
und  einzelne  sehr  kleine  grauliche  Massen  enthaltende  Krystall  No.  2, 
dessen  Benutzung  ich  der  Gute  des  Herrn  Professor  We  i s b a c h ver- 
danke, gehört  der  Freiberger  Sammlung  und  stellt  eine  Gombinalion  der 
Gestalten  OP.  ooP,  ooP2,  } P,  P2,  und  2P2  dar.  Ausserdem  sind  noch 
die  Flächen  eines  sechsseitigen  Prisma  dritter  Art  vorhanden , welche 
bei  der  in  Fig.  2.  Taf.  I gewählten  Stellung  am  linken  Kande  der  Flä- 
chen des  Prismas  oo  P liegen ; die  streifige*  Beschaffenheit  dieser  Pris- 
inentlächen  lässt  eine  genauere  Bestimmung  nicht  wohl  zu. 

Fig.  2,  Taf.  I stellt  das  Netz  dieses  Kry  stalles  in  natürlicher  Grosse 
dar;  jedoch  sind,  um  die  auf  den  nur  niedrigen  Seitenflächen  ausge- 
fü lu  ten  Messungen  in  dasselbe  bequemer  eintragen  zu  können,  die  ein- 
zelnen Flächen  getrennt  von  einander  gezeichnet  worden.  Auf  der 
unteren  Seite  ist  der  Krystall  von  einer  ziemlich  ebenen,  mit  0 P parallelen 
Durcbgangslläche  begrenzt. 

Vollständig  ausgebildet  sind  von  den  Prismenffächen  oo  P nur  die 
Flächen  I,  2,  5 und  6.  An  die  Stelle  der  Fläche  3 und  ebenso  der 
Fläche  4 ist  ein  Bruch  getreten ; jedoch  haben  die  Krystallfläehen  sehr 
nahe  über  den  beiden  Bruchllächen  gelegen,  weil  am  oberen  Kande 
beider  Bruchllächen  sich  noch  Reste  der  Pyramidenflächen  J P linden; 
auch  scheint  am  rechten  Kande  des  Bruches  4 bei  « bereits  ein  Theil 
der  Krystalllläcbe  4 wieder  sichtbar  zu  werden.  V’oti  den  F’läehen  des 
Prismas  oo  P 2 sind  nur  die  Flächen  I,  V und  VI  vorhanden. 

Der  Krystall  stimmt  in  Betreff  seiner  elektrischen  Vertheilung  i in 
Allgemeinen  mit  dem  vorhergehenden  überein  : die  beiden  gegen  die 
Axe  senkrechten  Flächen  die  obere  Fläche  OP  und  die  auf  der  unteren 
Seile  vorhandene  mit  OP  parallele  Durchgangsfläche)  sind  positiv,  die 
seitlichen  Prismenllächen  negativ.  Auf  die  untere  Durcbgangslläche 
greift  an  einer  Stelle  die  negative  der  Seitenflächen  etwas  hinüber. 
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Eigcnthumlieh  gestaltet  sich,  wie  schon  bei  dem  vorhergehenden  Kry- 
slalle  hervorgehoben  wurde,  die  Verkeilung  der  negativen  Eleklrioititl 
auf  den  prismatischen  Seitenflitchen.  Auf  allen  ausgebildeten  Flüchen 
des  Prismas  ooP,  also  auf  I,  2,  5 und  6,  nimmt  die  Intensität  sehr  ent- 
schieden in  der  Richtung  von  links  nach  rechts  hin  zu:  dagegen  auf  den 
ausgebildelcn  Flächen  des  Prismas  ooP2,  also  auf  I.  V und  VI,  in  eben 
dieser  Richtung  ab,  so  dass  das  Maximum  der  elektrischen  Spannung 
auf  die  in  Bezug  auf  die" Flächen  ooP  rechts  liegenden  Durchschnilts- 
kanlen  von  ooP  und  oo P 2,  das  Minimum  aber  auf  die  in  Bezug  auf  ooP 
links  liegenden  Durchschniltskantcn  von  ooP  und  ooP2  fällt.  Jedenfalls 
hängt  diese  eigenthtlmliche  Lage  des  Maximums  und  Minimums  mit  den 
Prismen  dritter  Art  zusammen;  das  Minimum  liegt  nämlich  an  denje- 
nigen Durchschnitlskanlen  von  ooP  und  oo  P 2.  welche  durch  das  Prisma 
dritter  Art  abgestumpft  werden. 

Auffallend  ist  das  Auftreten  von  positiver  Klektricitül  auf  dem  rech- 
ten Rande  der  Bruchllüche  4-  (bei  «),  obwohl  daselbst  ein  Rest  der  Kry- 
stallflüehe  4 zu  liegen  scheint;  dieselbe  ist  wahrscheinlich  durch  den 
benachbarten  Bruch  oder  die  daselbst  vorhanden  gewesene  Anwachsung 
hervorgerufen. 

Die  Pyramidenflächen  {P  sind  entweder  ganz  negativ,  oder  nur 
in  ihren  unteren  an  oo  P grenzenden  Thcilcn  negativ , in  den  oberen  der 
Fläche  OP  benachbarten  Thcilen  aber  positiv , wobei  jedoch  bisweilen 
auf  dem  rechts  liegenden  Ende  die  negative  Polarität  bis  zur  Kante  von 
} P und  0 P geht. 

Die  elektrische  Erregung  dieses  Kryslallcs  zeigt  eine  ziemlich  starke 
Intensität. 

Kry stall  N o.  3.  Taf.  I,  Fig.  3. 

Der  Krystall  No.  3 gehört  gleichfalls  der  Freiberger  Sammlung. 
Seine  Masse  ist  ziemlich  durchsichtig,  aber  rissig;  ihre  Karbe  hat  einen 
violetten  Schein.  Der  Krystall  ist  nur  au  den  beiden  Enden  seiner 
llauptaxe  und  auf  einem  Theile  seiner  seitlichen  Begrenzung  mit  Kry- 
stallflächen  versehen.  Fig.  3 , Taf.  I stellt  das  Netz  desselben , soweit 
dies  möglich  , in  natürlicher  Grösse  dar.  Wie  tlie  Abbildung  der  oberen 
Endfläche  zeigt,  ist  der  Krystall  ein  Aggregat  von  mehreren  in  paralle- 
ler Steilung  verwachsenen  Individuen.  Von  Krystallgestalten  treten  auf 
OP,  { P,  2P2,  ooP,  ooP2  und  eine  matte  Fläche  eines  hexagonalen 
Prismas  dritter  Art  bei  «,  deren  Lage  eben  ihrer  matten  Beschaffenheit 
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wegen  sieh  nicht  wohl  bestimmen  lasst.  Dagegen  erscheinen  auf  dem 
links  liegenden  kleineren  Kry  stall  hei  <i  die  beiden  Hachen  eines  zwölf- 
seitigen  Prismas,  wenn  auch  die  eine  nur  sehr  schmal.  Die  Flachen 
So  1*2  /eigen  weniger  Glan/  als  die  Flachen  no  1’  und  die  hei  u auftrelende 
Flache  des  Prismas  dritter  Art  erscheint  sogar  mall  Die  Fläche  ,1y  ist 
eine  ziemlich  ebene  mit  den  Krystull lladicn  ■'(  und  0 parallele  Durchgangs- 
llaclie,  entspricht  also  der  Krvslallllüchc  8,  wahrend  das  unter  yd  ge- 
zeichnete Stück  der  seitlichen  Begrenzung  theils  von  Durchgangen  ent- 
sprechend den  KrystalllUichen  4 und  (>,  theils  (am  unteren  Ende)  von 
Kesten  von  KrystallllHchen  gebildet  wird.  Zwischen  a,  b,  c,  d liegen 
kleinere  Massen  von  Itraunspalh  und  Arsenikkies. 

Die  beiden  Endflächen  OP  sind  positiv  elektrisch,  die  seitlichen 
krystallllüchcn  negativ  mit  Ausnahme  des  oberen  Theiles  der  Flüche  I 
des  Prismas  ooP2,  welche  schwach  positiv  ist.  üb  letztere  dieser  Stelle 
überhaupt  angehört , oder  nicht  vielmehr  durch  den  Kinlluss  der  anlie- 
genden positiven  Ourehgangsflache  [iy  hervorgerufen  ist,  lasst  sich  an 
dem  vorliegenden  KruehstUckc  nicht  entscheiden;  ebensowenig  ist  es 
möglich,  ein  Wachsen  oder  Abnehmen  der  elektrischen  Spannung  in 
der  Richtung  von  links  nach  rechts  zu  erkennen.  Die  grosse,  ziemlich 
ebene,  den  F'lächcn  3 uud  (>  parallele  Durchgangsüäche  iy  ist  positiv, 
ebenso  auch  die  oberen  von  den  mit  den  Flüchen  ,4  und  5 parallelen 
Durchgangen  gebildeten  Flächenstückc  von  yd,  wahrend  die  unteren 
Theile  von  yd,  welche  theils  Bruch-,  theils  kleine  krystallllächcn  sind, 
negativ  erscheinen. 

Kr y stall  No.  4.  Taf.  I,  Fig.  4. 

Das  Herrn  Chemiker  Sachsse  in  Leipzig  gehörige  Krysfallbruch- 
stttck  gleicht  dem  vorhergehenden,  nur  ist  seine  Masse  etwas  weniger 
durchsichtig.  Fig.  4,  Taf.  I bildet  das  Netz  desselben  ab.  Am  oberen 
Ende  tragt  es  eine  gut  ausgebildete  F’lüche  OP,  am  unteren  scheint  die 
Begrenzung  kein  Bruch,  sondern  eine  sehr  mangelhaft  ausgebildete 
Endfläche  zii  sein.  Die  seitlichen  Begrenzungen  werden  von  den  Resten 
zweier  Krystallllächcn  oo  P und  von  einer  Flüche  ooP2,  ausserdem 
aber  von  den  mit  den  Flüchen  ooP  parallelen  Durchgangen  gebildet. 
Die  vorhandenen  Prismeullüchcn  I von  ooP  und  1 von  ooP2  sind  stark 
gestreift  und  es  rührt  diese  Streifung  von  einer  oscillatorischen  Combi- 
nation  der  beiden  genannten  Flächen  mit  den  Flächen  zweier  seehssei- 


Digitized  by  Google 


Elektrisch»  Untkrsichingrs. 


13 


tigen  Prismen  dritter  Art  her.  Pyramiden llitchen  sind  nicht  zu  erkennen; 
die  Flachen  oo  P und  oo  P 2 lassen  sich  aber  durch  ihren  Glanz  und  durch 
die  Gage  der  Durchgänge  unterscheiden. 

Das  olrere  und  untere  Ende  zeigen  positive,  die  seitlichen  Krystall- 
flüchcn  aber  negative  Spannung.  Auf  den  seitlichen  Kruchnuehcn  findet 
sich  theils  negative,  thcils  positive  Elektricitat.  Auf  den  Flüchen  1 und 
I nimmt  die  negative  Spannung  nach  der  von  ihnen  gebildeten  Kante 
hin  zu. 

Kry stall  No.  5,  Taf.  I,  Fig.  3. 

Der  dem  hiesigen  Museum  gehörige  Krystall  sass  zur  Hüllte  im 
Gestein  und  wurde  in  diesem  Zustande  untersucht.  Dicht  neben  ihm 
lagen  noch  andere  gleichgestaltele  Apatitkrystalle.  Fig.  5,  Taf.  I stellt 
die  Abbildung  der  freien  Flüchen  und  Flüchcnstückc  des  grosseren , am 
besten  ausgehildelen  Krystalles  dar.  Die  Masse  ist  grünlich  und  wenig 
durchsichtig.  Von  Krystallformen  linden  sich  an  ihm  nur  OP,  oo  P 
und  oo  P2. 

Die  Endflächen  0 P sind  positiv , die  freien  Seitenflächen  negativ 
elektrisch.  Ebenso  verhallen  sich  die  entsprechenden  freien  Flüchen 
der  übrigen  anliegenden  Krystalle.  Ein  Unterschied  in  der  Intensität 
der  negativen  Eleklrieilüt  auf  dem  rechten  und  linken  Kande  tritt  nicht 
hen  or. 

Krystall  No.  6.  Taf.  1,  Fig.  3. 

Das  kleine , Fig.  6,  Taf.  I in  natürlicher  Grösse  abgcbildcte  und  der 
Freiborger  Sammlung  gehörige  Stück  wird  wahrscheinlich  überall  von 
Durchgängen  begrenzt.  Es  bildet  ein  niedriges  sechsseitiges  Prisma. 
Die  grauweise  Masse  desselben  erscheint  etwas  unrein. 

Die  obere  Flüche  0 P entwickelt  positi\e,  die  untere  negative  Elek- 
Iricilüt ; eben  diese  letztere  findet  sich  auch  vorzugsweise  auf  den  Sei- 
tenflächen, unter  denen  nur  die  rechte  Seite  der  Durchgangsflüche  2 
positive  Spannung  zeigt ; die  Flüche  ö ist  nur  sehr  schwach  elektrisch. 

III,  krystalle  von  Sulzbach  in  Tvrol. 

Krystall  No.  7.  Taf.  I,  Fig.  7. 

Der  kleine  Apalitkrystall  No.  7 ist  vollständig  durchsichtig  und 
etwas  gelblich  von  Farbe.  Er  wird  seitlich  begrenzt  von  den  Flüchen 


Digitized  by  Google 


1t 


W.  G.  Manuel. 


des  Prismas  ooP  und  zwei  sehr  schmalen  Flachen  ooP2,  oben  von  den 
Flachen  der  Pyramide  P.  und  am  unteren  linde  von  einer  unregelmäs- 
sigen llrucliflaclie  h.  Von  dem  Prisma  ooP  sind  die  Flachen  2 und  <3 
vollständig , 1 und  ß zum  grössten  und  5 nur  zum  kleinsten  Theile  vor- 
handen, wahrend  an  Stelle  der  Flache  4 ein  Bruch  getreten  ist.  Die 
Flache  2 ist  sehr  schmal,  wie  aus  Fig.  7,  Tut'.  I hervorgehl,  welche  das 
Netz  in  doppelt  linearer  Vergrösserung ’)  darstelll.  Von  dem  Prisma 
ooP2  sind  allein  die  Flächen  I,  II  und  V in  geringer  Breite  sichtbar,  lin- 
ier den  Pyramidendächen  P zeichnen  sich  die  Flächen  2 und  3 durch 
ihre  Grösse  aus. 

Die  elektrische  Erregung  tritt  in  ziemlicher  Stärke  auf  und  gleicht 
der  bisher  beschriebenen.  An  den  linden  der  llauplave  liegen  die  posi- 
tiven Pole,  während  die  negative  Polarität  auf  den  prismatischen  Sei- 
tenflächen vertheill  ist.  Hin  Unterschied  in  der  Intensität  des  rechten 
und  linken  Randes  der  Prismenflächen  ooP  liess  sich  nicht  naclivveisen. 

IV.  Krystalle  vom  St.  Gotthardt. 

Krystall  No  8.  Taf.  I,  Fig.  8. 

Der  dem  Museum  der  hiesigen  Universität  gehörige  Krystall  No.  8 
ist  nur  auf  seiner  oberen  Fläche  0 P und  drei  Flächen  des  Prisma  oo  P 
frei.  Von  der  Fläche  3 des  Prisma  oo  P und  von  der  unteren  Endfläche 
sind  nur  kleine  Theile  sichtbar,  während  der  Rest  derselben,  sowie  die 
Prismenflächen  i und  ö von  einer  kleinen  Gesteinsmasse  bedeckt  wer- 
den. Fig.  8,  Taf.  I stellt  die  freien  Theile  der  Oberfläche  in  dop|>ell 
linearer  Vergrösserung  dar. 

Die  an  sich  farblose  und  klare  Masse  des  Kryslalles  enthält  un- 
durchsichtige Nadeln  oder  Fasern  eingesprengt.  Die  Seitenflächen  des- 
selben werden  nur  von  den  Flächen  des  Prismas  oo  P gebildet.  An  den 
von  OP  und  ooP  gebildeten  Kanten  linden  sich  die  Flächen  der  Pyra- 
miden J P und  P.  sowie  an  den  Enden  der  Prismenkanten  die  Flächen 
der  Pyramide  2P2  und  rechts  daneben  die  Flächen  der  beiden  Pyrami- 
den dritter  Art  und  4 

*)  Auf  den  Tafeln  wird  stets  durch  äas Zeichen  ^ nngeäcutcl,  dass  die  Abbildung 
in  natürlicher  Grosse  gezeichnet  ist ; dagegen  durch  das  Zeichen  if , dass  alle  linearen 
Dimensionen  doppelt  , und  durch  das  Zeichen  J , dass  sie  halb  so  gross  genommen 
sind. 
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Die  elektrische  Verkeilung  stimmt  mit  der  auf  den  vorhergehen- 
den Krystallen  beobachteten  uberein;  die  Endfläche  OP  ist  positiv,  die 
Seitenflächen  6,  1 und  2 negativ,  und  zwar  nimmt  bei  der  gewühlten 
Stellung  die  negative  Spannung  von  dem  linken  Rande  nach  dein  rech- 
ten hin  zu:  sie  ist  also  an  demjenigen  Rande,  an  welchem  oben  und 
unten  die  Pyramidenfltichen  dritter  Art  auflrelen,  am  geringsten;  ja  auf 
der  Flüche  I scheint  am  linken  Rande  (da  wo  in  der  Zeichnung  0 steht) 
sogar  eine  schwache  positive  Polarität  aufziitrelen. 

Die  elektrische  Erregung  dieses  Krystalles  ist  Übrigens  nur  schwach. 

Krystall  No.  9.  Tat'.  I,  Fig.  9. 

Das  ebenfalls  der  hiesigen  Universitütssaiumlung  gehörige,  sehr 
kleine,  Fig.  9,  Taf.  i in  doppelt  linearer  Vergrösserung  dargestellte 
Bruchstück  ist  vollkommen  klar  und  durchsichtig,  und  trügt  dieselben 
Kryslallgestallen  wie  No.  8.  Von  den  Prismenflüchen  oo  P sind  nur  vor- 
handen die  Flüchen  G,  I und  ein  Thcil  von  2;  die  übrigen  Flüchen  sind 
durch  einen  unregelmässigen  Bruch  ersetzt.  Bei  der  gezeichneten  Stel- 
lung liegen  die  Flüchen  der  Pyramide  3 J,  ' und  1 \ ' ebenfalls  am  linken 
Rande  der  Prismenfliichen  oo  P. 

Von  den  Seitenflächen  erscheint  nur  die  Flüche  G und  der  rechte 
Rand  der  Bruchflüche  sehr  schwach  negativ;  auf  den  Flüchen  I und  2, 
besonders  aber  auf  der  Bruchflüche,  und  zwar  auf  deren  linkem  Rande 
und  der  Mitte,  tritt  positive  Spannung  auf. 

V,  Krystall  aus  Norwegen. 

Krystall  No.  10.  Taf.  I,  Fig.  10. 

Das  kleine  Fragment , welches  Fig.  1 0,  Taf.  I in  doppelt  linearer 
Vergrösserung  in  seinem  Netze  dargestellt  ist,  hatte  ich  von  dem  Ge- 
stein, an  welchem  es  sich  als  einzelner  Krystall  befand,  abgebrochen.  Die 
Masse  ist  kaum  durchscheinend  und  schmutzig  griln.  Es  wird  seitlich 
von  den  Prismenllüchen  ooP  und  ooP2,  oben  und  unten  aber  von  zwei 
gut  ausgebildeten  Flüchen  OP  begrenzt.  Auf  jeder  der  beiden  End- 
flächen liegt  eine  ungefähr  0,5"m  dicke  Schicht  von  einer  inehr  grau- 
lichen Masse,  die  auf  den  Seitenflächen  sich  scharf  von  der  übrigen 
Masse  abhebt.  Von  den  Flüchen  des  Prismas  ooPsind  vollständig  vorhan- 
den die  Flüchen  1 und  2,  von  den  Flüchen  3 und  G erscheinen  nur  sehr 
geringe  Reste,  wahrend  an  die  Stelle  der  Flüche  4 eine  mit  ihr  parallele 
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ebene  DurehgangsflUclie , an  die  Stelle  der  Flache  8 aber  ein  sehr  unre- 
gelmässiger Bruch  getreten  ist,  auf  welchem  ein  Best  einer  quarzartigen 
Masse  liegt.  Von  den  Flachen  des  Prismas  ooP2  sind  nur  die  Flachen  I, 
II  und  VI  sichtbar. 

Die  elektrische  Vertheilung  bietet  ein  ganz  besonderes  Interesse 
durch  den  Umstand  dar,  dass  die  Verschiedenheiten  in  der  Intensität 
der  negativen  Polarität  auf  den  Seitenflächen,  wie  wir  sie  bei  den  Kry- 
stallen  No.  I und  2 beobachtet  haben,  bei  dem  vorliegenden  Krystallc 
sogar  so  weil  geht,  dass  sie  sich  in  dem  Auftreten  der  beiden  entgegen- 
gesetzten Eleklricitatcn  ausspricht. 

Die  obere  Endfläche  ist  positiv , die  untere  zum  grössten  Theile 
negativ ; nur  an  dem  der  Bruehllachc  zugewandten  Runde  erscheint 
positive  Spannung.  Auf  den  Flachen  I und  2 ist  der  linke  Rand  nega- 
tiv, der  rechte  Rand  positiv;  auf  den  Flachen  I,  II  und  VI  dagegen  um- 
gekehrt der  linke  Rand  positiv , der  rechte  negativ.  Es  fallen  also  die 
negativen  Pole  auf  die  von  den  Flachen  ooP  links  liegenden  Dtlrch- 
schniltskantcn  der  Flachen  ooP  und  ooP2,  und  die  positiven  auf  die 
von  denselben  Flächen  oo  P aus  rechts  liegenden  Durchschnittskanten 
der  Prismen  oo  P und  oo  P 2 *). 

Auf  einen)  vollständig  ausgebildeten  Krystalle  dieser  Art  wtlrden 
also  auf  den  prismatischen  Seitenflächen  zwölf  elektrische  Zonen  liegen 
und  zwar  sechs  positive  abwechselnd  mit  sechs  negativen.  Die  .Maxima 
derselben  würden  auf  die  von  den  Flächen  ooP  und  ooP2  gebildeten 
Kanten  lallen4*). 


VI.  Krystalle  von  Sadisdorf  bri  Dippoldiswalde. 

Der  Apatit  fand  sich  in  der  Kupfergrube  bei  Sadisdorf  in  lang- 
säuligen  bläulichweissen  oder  grünlichen  Krystallen  in  Begleitung  von 
Kupferkies  und  violblauem  Flussspat!). 

* Die  negative  Spannung  nimmt  also  bei  der  gewählten  Stellung  des  Krystallcs 
auf  der  Prismcnfläche  oo  P von  rechts  nach  links  ab : hätte  ich  den  Kryslall  umge- 
kehrt gestellt  'die  obere  Endfläche  zur  unteren  gewählt  , so  würde  dies  Ahnchmen 
in  der  Dichtung  von  links  nach  rechts  auf  der  Prismenllächc  oo  P erfolgen , wie  dies 
hei  den  Krystallen  No.  I und  2 beobachtet  wurde.  Die  im  Texte  und  in  der  Abbil- 
dung als  oliere  betrachlete  Fläche  wurde  ihrer  starken  positiven  Spannung  wegen  in 
diese  Stellung  gebracht. 

*•)  Aehnliehe  Vorgänge  w erden  wir  in  einer  späteren  Abhandlung  über  die  llter- 
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Kr  y stalle  No.  11.  Taf.  I , Fig.  11. 

Durch  die  Güte  des  Herrn  Chemiker  Saehsse  in  Leipzig  erhielt 
ich  eine  Druse  Apatitkrystalle  von  Sadisdorf.  Durch  einen  Kall  der- 
selben brachen  zwei  kleine  Nadeln , deren  Netz  in  Fig.  1 1 und  1 2 dar- 
gestellt ist,  ab.  Die  Oberflilchen  derselben  sind  zum  Thcil  sehr  stark 
gerieft , so  dass  sich  namentlich  bei  No.  I I die  einzelnen  Seitenflächen 
nicht  wohl  unterscheiden  lassen.  Nach  einer  ungefähren  Schätzung 
sind  dieselben  für  dieses  grossere  Stück  in  Fig.  I I,  Taf.  I in  natürlicher 
Grösse  abgebildel.  Am  oberen  Ende  findet  sich  eine  vollkommene 
Krystallflächc  OP,  während  das  untere  Ende  von  einer  Bruchfiüche 
begrenzt  ist. 

Die  obere  Endlläche  ist  sehr  stark  positiv , die  untere  Bruchfiüche 
sehr  schwach  negativ.  Dass  wir  auch  bei  diesen  Apatitkrvstallcn  von 
Sadisdorf  keinen  polaren  Gegensatz  in  der  Richtung  von  unten  nach 
oben  haben,  wie  beim  Turmalin,  beweist  die  Vertheilung  auf  den  Sei- 
tenflächen und  die  positive  Beschaffenheit  der  unteren  Bruchfiüche  beim 
folgenden  Krvslalle.  Auf  den  Seitenflächen  herrscht  im  Allgemeinen 
die  negative  Elektricitäl  vor;  jedoch  ist  die  eine  Fläche  5 positiv,  und 
ausserdem  zieht  sich  von  dem  unteren  Ende  der  Flüche  I eine  positive 
Zone  Uber  die  Mitte  der  Fläche  2 nach  der  Mitte  und  dem  unteren 
l'heile  der  Flüche  3.  Auffallend  ist  die  Abnahme  der  positiven  Span- 
nung auf  der  Flüche  ö gegen  das  untere  Ende  hin,  während  diese  Span- 
nung an  letzterem  selbst  wieder  steigt. 

Der  Apatit  gleicht,  wie  schon  oben  erwähnt,  in  seiner  elektrischen 
Vertheilung  dem  Beryll;  auch  bei  diesem  habe  ich  ebenfalls  die  Er- 
scheinung nachgewiesen , dass  die  positive  Elektricitäl  sich  nicht  blos 
auf  den  Endflächen  findet,  sondern  sehr  oft  auch  über  eine  oder  zwei 
der  Prismenflüchen  ausdehnt*). 

Ob  diese  Eigentümlichkeit  nur  in  dem  Umstande  begründet  ist, 
dass  beim  Beryll  ebenso  wie  beim  Apatit  die  beiden  positiven  End- 
flächen im  Verhältniss  zu  den  langen  Seitenflächen  eine  sehr  geringe 
Ausdehnung  haben,  oder  ob  etwa,  namentlich  heim  Apatit,  Flächen  des 
zweiten  Prismas  oo  P 2 dabei  eine  Rolle  spielen , vermag  ich  für  jetzt 


nioeleLlrisclien  Eigenschaften  der  gleichfalls  dem  hexagonalen  Systeme  angehürigen 
Kryslalle  des  unterscliwefclsatiren  Kalis  antrelten. 

*)  Diese  Abh.  Bd.  18,  S.  435. 

Abkaadl.  J.  K.  S.  O'MllKb.  d.  Winsen »ch.  XI.  4 
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nicht  zu  entscheiden.  Bei  dem  vorliegenden  Krystalle  konnten  zwei 
kleine.  Apatitnadeln . welche  in  der  unteren  Hüllte  des  rechten  Randes 
auf  den  Flüchen  2 und  5 aufgewachsen  sind,  von  einem  gewissen  Ein- 
flüsse gewesen  sein.  Auch  ist  die  obere  Hälfte  des  ganzen  Krvstalles 
hellgrün  und  durchsichtig,  die  untere  Hüllte  alter  dunkler  grün  gefürht. 

Kry stall  No.  12.  Taf.  I,  Fig.  12. 

Die  kleine  Fig.  12,  Taf.  I in  natürlicher  Grösse  abgebildete  Apatit- 
nadel gleicht  in  der  Beschaffenheit  ihrer  Masse  der  vorstehend  beschrie- 
benen. Ihre  Seitenflächen  sind  meistens  glatt,  so  dass  die  sechs  Flüchen 
des  Prismas  ooP  bestimmt  hervortreten.  Von  dem  Prisma  oo  P 2 zeigt 
sich  nirgends  eine  Spur,  dagegen  liegt  oben  links  auf  der  Prismenflüche  I 
eine  kleine  Flüche  einer  Pyramide  dritter  Ordnung.  Am  obern  Ende 
findet  sich  eine  Krystallflüche  0 P,  wühl  end  das  untere  Ende  durch  eine 
Bruch  flüche  gebildet  wird. 

Die  elektrische  Vertheilung  stimmt  im  Allgemeinen  mit  der  beim 
vorhergehenden  Krystalle  beschriebenen  überein;  nur  ist  auch  hier  die 
untere  Bruchflüche  positiv.  Ihre  elektrische  Beschaffenheit  hüngl,  w ie 
ich  dies  schon  beim  Topas  und  ebenso  bei  den  Spaltnngsstücken  des 
Gypses  nachgewiesen  habe,  von  ihrer  Lage  im  ganzen  Krystalle  ab. 
Auf  den  Prismenflüchen,  die  im  Allgemeinen  negativ  sind,  findet  sich 
ebenso  wie  beim  vorhergehenden  Krystalle  eine  positive  Region,  wel- 
che die  Flüche  i einnimmt  und  sich  von  da  über  die  Flüche  3 und  den 
unteren  Rand  der  Flüche  0 ausbreitet.  Die  elektrische  Erregung  dieses 
Krvstalles  ist  sehr  stark. 

B.  Krystalle  mit  negativen  Endflächen  und  positiven  Seitenflächen. 

Die  zu  dieser  Abtheilung  gehörenden  Apatilkrystalle  unterschei- 
den sich  von  den  im  Vorhergehenden  beschriebenen  durch  die  Beschaf- 
fenheit ihrer  Masse,  welche  vveisslich  und  kaum  durchscheinend  ist, 
und  zahlreiche  mit  der  Flüche  OP  parallel  gehende  Sprünge  zeigt.  Auch 
sind  die  Pyramidenflüchen  bei  ihnen  stärker  ausgebildet  als  bei  den 
früheren  (mit  Ausnahme  des  Krvstalles  von  Sulzbach,  der  jedoch 
einen  ganz  anderen  Gharakter  trügt).  Der  eine  der  beiden,  der  Frei- 
berger Sammlung  entliehenen  Krystalle  stammt  von  Ehrenfriedersdorf, 
der  andere  vom  St.  Gotthardt,  und  trotz  dieser  weitgetrennten  Fundorte 
stimmen  sie  doch  in  ihrer  Masse  und  ihrem  ganzen  Habitus  überein. 
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Kry stall  Nr.  13.  Taf.  1,  Fig.  13. 

Der  durch  seine  Grosse  ausgezeichnete  Kry  stall  No.  13  stammt  von 
Khrenfriedersdorf.  Fig.  13  Taf.  I stellt  sein  Netz,  so  gut  dies  eben  tlmn- 
lieh  ist , in  natürlicher  Grosse  dar.  Er  ist  fast  ringsum  von  mehr  oder 
weniger  ausgebildeten  KryslalldUchen  begrenzt,  welche  den  Gestalten 
OP,  1 P,  P,  2P,  P2,  2P2,  ooP,  ooP2  angeboren;  indess  treten 
die  Gestalten  P2,  und  ooP2  nur  mit  einer  Flüche  auf  und  zwar  an 
einer  Stelle,  wo  die  Ausbildung  des  liauptkrystalls  durch  das  Auftre- 
ten und  Hineinwachsen  eines  zweiten  Krystalls , der  nicht  vollkommen 
genau  mit  seinen  Axen  denen  des  liauptkrystalls  parallel  liegt,  gestört 
worden  ist.  Mil  den  Zahlen  I bis  ti  sind  die  Flüchen  des  Prismas  <x>  P 
bezeichnet,  wahrend  den  Pyramiden  flachen  und  der  Endllüche  ihre  kry- 
stallographischen  Symbole  beigefugt  sind. 

Am  oberen  Ende  sind  die  Endllüche  und  die  Pyramidenflachen  gut 
ausgebildet,  dagegen  ist  das  untere  in  AB  dargestellte  Ende  sehr  man- 
gelhaft krystailisirt.  Von  den)  Prisma  oo  P sind  die  Flüchen  I und  ü 
(letztere  jedoch  von  geringer  Breite)  vollständig  vorhanden ; links  an 
der  Flüche  6 erscheint,  freilich  zum  grössten  Thcile  bedeckt  durch  den 
eingeschobenen  Kryslall  «pf,  ein  Theil  der  Flüche  V des  Prismas  oo P 2. 
Einigermassen  ausgebildet  ist  auch  noch  die  Flüche  2 ; von  den  Flüchen 
3 und  4 existiren  nur  kleinere  Theile,  und  noch  geringer  sind  die  von 
der  Flüche  5 erscheinenden  Stücke. 

Wie  schon  in  den  vorangeschickten  allgemeinen  Bemerkungen  über 
diese  Abtheilung  der  Apatitkrystalle  hervorgehoben  . ist  die  elektrische 
Verlheilung  gerade  die  entgegengesetzte  als  bei  den  Krystallen  der  er- 
sten Ablheilung.  Die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  zeigen  negative  Pola- 
rität und  zwar  das  untere  mangelhaft  ausgebildete  eine  stärkere  als  das 
obere;  die  Seitenflächen  1,2,3  und  6 und  zum  Theil  auch  4 sind 
positiv,  wahrend  sich  über  die  sehr  mangelhaft  ausgebildete  Flüche  5 
und  den  rechten  Theil  der  Flüche  4 eine  negative  Kegion  vom  oberen 
nach  dem  unteren  Ende  herabzieht.  Die  Spannung  der  positiven  lilek- 
tricitüt  auf  den  Flüchen  2 und  3 ist  nicht  unbeträchtlich  ; auf  der  Flüche 
1 ist  sie  schwächer,  was  wohl  in  der  von  dem  oberen  Ende  (liier  die 
rechte  Seite  der  oberhalb  der  Flüche  1 liegenden  Pyramidenflüchen  her- 
ablaufenden und  auch  noch  in  den  oberen  Theilen  des  rechten  Randes 
der  Flüche  1 selbst  auftretemlen  negativen  Eleklricilüt  seinen  Grund  hat. 

a* 
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Kry.stall  No.  14.  Tat'.  I,  Fig.  14. 

Der  vom  St.  Gotthardt  stammende  Krystall  gehört  gleiehralls  der 
Freiberger  Sammlung.  Er  gleicht,  wie  schon  oben  bemerkt,  in  seiner 
Masse  dem  vorhergehenden.  Seine  Begrenzungen  werden  vorzugsweise 
von  den  Flüchen  OP,  ] P,  P und  ooP  gebildet,  zu  denen  noch  einzelne 
kleine  Flüchen  von  P2,  2 Pi,  und  ooPi  hinzulreten.  Das  obere  Ende 
ist  vollkommen,  das  untere  aber  mangelhaft  gebildet. 

Die  auf  seiner  Oberfläche  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
sind  nur  gering;  die  Enden  der  Hauplaxe  tragen  die  negativen,  die  Sei-» 
tenflüchen  die  positiven  Pole. 


Brucit. 

Der  Brucit  oder  das  natürliche  Magnesiahydrat  (Talkhydrat)  kommt 
meistens  in  schaaligen  Massen  vor,  welche  einen  sehr  deutlichen  Blüt- 
terdurchgang  besitzen.  Selten  finden  sich  Kryslallflüchen.  Nach  Hes- 
senberg ist  die  Krvstallform  rhomimedrisch  und  misst  der  Polkanlen- 
winkel  83°  22\ 5,  woraus  das  Verhültniss  der  Nebenaxen  zu  der  Ilaupl- 
axe  0,5208  : 1 folgt.  Der  zuvor  erwähnte  vollkommene  Durchgang  ist 
parallel  mit  OP. 

Die  vier  im  Nachfolgenden  beschriebenen  und  auf  Taf.  1 in  halber 
linearer  Grösse  abgebildeten,  blätterigen  Bruchstücke,  von  welchen 
zwei  mehr  oder  weniger  grosse  Theile  von  Krvstallflüchen  zeigten,  stam- 
men sümmtlich  von  Texas  in  Pennsylvanieu ; sie  sind  farblos  und  mehr 
oder  weniger  durchsichtig. 

Der  Brucit  besteht  aus  69  Theilen  Magnesia  und  31  Theilen 
Wasser ; ertrügt  aber  eine  Erhitzung  bis  zum  Siedepunkt  des  Wassers, 
ohne  sichtbar  zersetzt  zu  werden.  Trotz  seines  hohen  Wassergehaltes 
hat  er  ein  ausserordentlich  grosses  Isolat  ionsvermögen.  In  optischer 
Beziehung  gehört  er  zu  den  positiv  einaxigen  Krvstallen. 

Brucit  No.  1 . Taf.  I , Fig.  I . 

Die  Brueitmasse  No.  I , welche  Fig.  1 Taf.  I in  halber  linearer 
Grösse  in  A von  der  oberen , in  II  von  der  unteren  Seite  allgebildet  ist, 
gehört  dem  mineralogischen  Museum  der  hiesigen  Universität.  C ist 
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eine  ungefähre  Darstellung  des  in  A links  liegenden , 1)  des  in  .1  rechts 
liegenden,  und  E des  in  der  Zeichnung  A vorn  liegenden  Hundes  oder 
der  betreffenden  seitlichen  Begrenzung.  Auf  der  oberen  Seite  erhebt 
sich  zwischen  n[iy  eine  pyramidal  aufsteigende  Masse;  bei  ihrer  Bil- 
dung ist  sie  in  der  Richtung  von  der  unteren  Flüche  H nach  der  oberen 
A hin  gewachsen.  Auf  den  Seiten  der  pyramidal  sich  erhebenden  Masse 
sind  einzelne  Reste  von  Rhomboederflächcn  erkennbar. 

Beim  Erkalten  zeigt  die  obere  Fläche  A Überall  negative  Spannung, 
ebenso  die  untere,  nur  tritt  auf  letzterer  an  dem  einen  Rande  eine 
schwache  positive  Elekrieilät  hervor;  dagegen  sind  sämmtliche  seitliche 
Begrenzungen  positiv. 

Hiernach  würde  sich  also  die  normale  Vertheilung  der  Eleklricität 
auf  einem  vollkommenen  Brucitkryslalle  so  gestalten,  dass  beim  Erkal- 
ten die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  nebst  den  sic  umgel>endcn  Flächen- 
stucken  negativ , die  Kanten  an  der  Basis  nebst  den  ihnen  anliegenden 
Flächenstückcn  aber  positiv  elektrisch  werden.  Die  Vertheilung  ent- 
spricht der  auf  dem  Skalenoeder  der  Derbyshirer  Kalkspäthe  beobach- 
teten *) . 

Auf  dein  vorliegenden  Bruchstücke  ist  die  Stärke  der  erregten 
Eleklricität,  wie  die  in  die  Figuren  eingetragenen  Zahlen  nachweiscn, 
auf  der  oberen  Seite  nicht  unbeträchtlich;  auf  der  unteren  dagegen  er- 
scheint sie  wesentlich  schwächer  und  geht  an  dem  einen  Rande  bereits 
in  die  positive  Uber. 

Je  nach  der  Lage,  welche  ein  solches  Bruchstück  in  Bezug  auf  den 
ganzen  Krystall  einnimmt,  kann  aber  auch  die  untere  Seite  (Brucit  Nt».  2, 
3 und  4)  positiv  werden,  wie  ich  dies  beim  Topase**)  nachgewie- 
sen habe. 

Wenn  ein  Gypskryslall  parallel  seinem  vollkommensten  Durchgänge 
zerspalten  wird,  so  zeigen  die  beiden  Spaltungsflächcn , die  zuvor  an 
einander  gelegen  haben,  entgegengesetzte  Polaritäten,  wofern  nicht  die 
Spaltung  gerade  die  Mitte  des  Krystalles  trifft,  in  welchem  Falle  beide 
Flächen  gleichartig  erscheinen.  Auch  diesor  Vorgang  lässt  sich  an  den 
Brucitmassen  beobachten,  wie  die  in  Fig.  4,  Taf.  II  abgcbildctcn  Brueit- 
blätter  zeigen. 


*)  Diese  Abli.  Bet.  14.  S.  441. 
**)  Diese  Ab li.  Bd.  t8.  S.  494. 
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Bruch  No.  2.  Tal'.  I,  Fig.  2. 

Die  in  Fig.  2,  Taf.  I abgcbildcle  Brucitmasse  gleicht  .sehr  der  vor- 
hergehenden. A stellt  die  obere,  II  die  untere  Seite,  6' den  in  der 
Zeichnung  A links,  I)  den  rechts  und  K den  vorn  liegenden  Kand  (Sei- 
tenfläche) dar.  Auf  der  oberen  Seite  erhebt  sieh  die  Masse  ähnlich  wie 
bei  No.  I pyramidenartig,  wahrend  sie  auf  der  unteren  Seite  \on  einer 
ebenen  Durchgangsflilrhc  begrenzt  wird,  die  nur  an  einigen  Itandstcllcu 
Reste  von  Krystallllüchcn  tritgt.  Auf  der  oberen  Seite  finden  sich  bei 
ii , «,  a'  und  /,  und  auf  der  unteren  Seite  bei  ,i  und  (f  Theile  von  Kry- 
stallflachcn.  l)ic  hei  «,  u"  und  ß und  ß'  sichtbaren  gehören , wenn 
wir  den  Kiystull  rhomboedriseh  nehmen,  den  beiden  Rhomboedern 
+ i R und  — J R,  oder  einer  vollständigen  hexagonalen  Pyramide 
an,  wahrend  das  bei  y hervortretende  FlachonsUiek  von  dem  Rhomboe- 
der R selbst  herrührt. 

Auf  der  olleren  Seite  sind  die  pyramidal  sich  erhebenden  Theile 
stark  negativ  elektrisch;  auf  deu  niedrigen  Theilen  des  linken  und  des 
vorderen  Randes  (oder  der  seitlichen  Begrenzungen)  erscheint  aber 
positive  Spannung,  die  auch  auf  der  ganzen  unteren  Seile  und  den  Rän- 
dern sich  findet. 


Brueil  No.  3.  Taf.  I,  l'ig.  3. 

Die  ziemlich  durchsichtige,  blätterige  Masse,  No.  3,  hatte  ich  von 
einem  grösseren  Stücke  abgebrochen.  In  Fig.  3 Taf.  I habe  ich  die 
obere  und  untere  Seite  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet.  Die  eine 
Seite,  die  ich  im  Anschluss  an  die  vorhergehenden  Beobachtungen  als 
die  obere  bezeichnen  will,  ist  überall  negativ,  die  entgegengesetzte  un- 
tere aber  positiv. 

Brueil  No.  4.  Taf.  II,  Fig.  4. 

Von  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  hatte  ich  zwei  Brucil- 
platten  erhalten,  welche  oben  und  unten  von  ebenen  Durchgangsflttehen 
begrenzt  waren  und  früher  eine  einzige  Platte  gebildet  hatten.  Auch 
der  Durchgang,  in  welchem  sie  getrennt  waren,  bildete  eine  fast  voll- 
kommene Ebene,  so  dass  sich  nach  dem  Zusammenlegen  beide  genau 
aneinander  anschliessenden  Platten  wie  eine  einzige  behandeln  Messen. 
Die  Dicke  der  oberen  Platte  betrug  2,5  bis  4““ , die  Dicke  der  unteren 
2 bis  3”" . 
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In  Fig.  i Ta f.  II  halte  ich  die  oberen  und  unteren  Flüchen  beider 
Platten  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet  und  die  auf  ihnen  beobach- 
teten elektrischen  Spannungen  in  diese  Abbildungen  eingetragen.  Die 
oberen  Seiten  beider  Platten  A und  C sind  negativ;  die  unteren  II  und 
II  positiv.  Ebenso  verhielten  sich  die  obere  und  untere  Begrenzungs- 
fläche  A und  1 1,  als  beide  Platten  genau  zusmninengelegl  und  als  eine 
einzige  Platte  von  5,5  bis  7'"”  Dicke  untersucht  wurden. 

Vor  der  Spaltung  hatten  die  beiden  Flüchun  II  und  C zusammen 
gelegen;  nach  ihrer  Trennung  zeigte  II  positive  und  C negative  Polarität. 
Die  Maxima . sowohl  der  positiven  als  auch  der  negativen  S|>anuungen 
liegen  auf  allen  vier  Flüchen  nahe  an  derselben  Stelle. 


Cölestin. 

Die  Krvstalle  des  Cölestins  sind  mit  denen  des  Schvvcrspaths 
isomorph  und  (heilen  mit  ihnen  das  gleiche  Geschick,  bei  ihrer  Be- 
schreibung seitens  der  Krystallographen  auf  sehr  verschiedene  Weise 
gestellt  worden  zu  sein.  Aus  den  bereits  beim  Schwerspathe*  ausge- 
sprochenen Gründen  nehme  ich  im  Folgenden  den  Hauptdurchgang, 
ebenso  wie  beim  Schwerspathe,  senkrecht  gegen  die  verticale  Axe 
(Hauptaxe)  und  die  beiden  etwas  weniger  vollkommenen  Durchgänge 
parallel  mit  den  Flüchen  des  Prismas  ooP.  Nach  dieser  Stellung  linden 
sich  bei  den  weiterhin  beschriebenen  Individuen  Überhaupt  die  Gestal- 
ten: OP,  ooP,  Poo,  -JP oo  und  ein  sehr  stumpfes  Brachydoma , sehr 
wahrscheinlich 

Nimmt  man  den  Winkel,  unter  welchem  die  Flachen  des  Prismas 
] Poo  am  Ende  der  Brachydiagonale  zusammenstossen,  zu  78"  50'  und 
den  Winkel  des  Prismas  oo  P ebenfalls  an  dem  Endo  der  Brachydiago- 
nale zu  I0i"6\  so  ergeben  sich  daraus  die  Verhüllnisse  der  Brachydia- 
gonale zur  Makrodiagonale  und  zur  Hauptaxe  = 0,6083 : 0,7801  :!**). 

Wie  beim  Schwerspathe  zeigen  auch  die  von  verschiedenen  Fund- 
orten stammenden  Kryslalle  des  Cölestins  ein  verschiedenes  Wachs- 
thuni.  Die  Kryslalle  von  Stronlian  Island  im  lluronscc  sind  in  der 


*)  Diese  Abh.  Bd.  15,  S.  474. 

**  Beim  Seliwcrspalli  sind  diese  Vorbültnisse  0,6410  : 0,7644  : I. 
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Richtung  der  Makrodiagonale  gewachsen  und  haben  mit  einem  Kndr 
derselben  angesessen;  sie  bilden  gleich  den  Pr/ibramer  Schwerspäthen 
flache  Tafeln,  die  besonders  von  den  Flachen  OP,  ooP  und  { Poo  be- 
gren/.t  werden.  Andrerseits  gleichen  die  im  VVadielTih  in  Egypten  vor- 
kommenden Cölestinkrystalle  bezüglich  ihres  Anwachsens  den  Schwer- 
spathen  aus  der  Auvergne;  sie  sitzen  wie  diese  mit  dem  einen  Ende  der 
Rraehydiugonale  fest,  sind  also  in  der  Richtung  dieser  Diagonale  gewach- 
sen und  bilden  Säulen,  welche  von  den  Flachen  Poo  und  OP  begrenzt 
werden  und  am  freien  Ende  der  Hrachydiagonale  die  Flachen  oo  P 
und  j Poo  tragen.  Ebenso  sind  die  Cölestinkrystalle  von  Girgenti  in 
der  Richtung  der  Hrachydiagonale  gewachsen  und  bilden  oft  stangliche 
Aggregate,  aus  welchen  nur  das  eine  Ende  der  Brachydiagonale  frei 
hervorragt. 

Die  Beobachtungen  an  den  verschieden  gestalteten  Schwerspalh- 
krystallen  hatten  sehr  merkliche  Unterschiede  in  der  Stärke  der  durch 
Temperaturanderungen  erregten  elektrischen  Spannungen  ergeben ; na- 
mentlich traten  dieselben  im  Allgemeinen  stärker  auf  denjenigen  Kry- 
stallcn  hervor,  welche  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  gewachsen 
sind,  als  bei  den  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  verlängerten 
Säulen.  Ich  war  daher  gar  nicht  erstaunt,  als  ich  zur  Zeit  der  Unter- 
suchung der  Schwerspäthc  auf  kleinen  Bruchstücken  von  Cölestinkry- 
stallen  von  Girgenti  nur  sehr  schwache  elektrische  Erregungen  wahrzu- 
nehmen vermochte,  ln  der  letzten  Zeit  habe  ich  durch  llerrn  T h. 
Schuch ardl  in  Görlitz  ziemlich  grosse  Cölestinkrystalle  von  Strontian 
Island  erhalten ; auf  diesen  erlangen  die  elektrischen  Polaritäten  eine 
grössere  Stärke*).  Uebrigens  gleicht  die  elektrische  Vertheilung  auf  den 
Cölestinkrystallen  im  Allgemeinen  der  von  mir  auf  den  Schwerspäthen 
beobachteten. 

A.  Krystalle  von  Strontian  Island  im  Hnronaee. 

K-ry stall  No.  1.  Taf.  II,  Fig.  1. 

In  Fig.  1,  Taf.  II  ist  der  Krystall  No.  I in  einer  Ansicht  von  oben 
und  von  unten  in  natürlicher  Grösse  abgebildet ; neben  die  Ansicht  von 
oben  sind  die  zwei  am  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  vorhau- 

*)  Sehr  leicht  elektrisch  erregbar  waren  aucli  die  Üurchgangsflächcn  an  den 
unter  No.  i beschriebenen  Bruchstücken  von  Montcccbio  uiaggiore ; s.  weiter  unten. 
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denen  Flächen  ooP,  sowie  die  Bruchfläche  All  uud  eine  mangelhaft 
ausgebildete  Fläche  C 1)  gezeichnet. 

Der  Krystall  wird  von  den  Gestalten  OP,  oo  P,  } P und  Poo  *) 
begrenzt.  Die  Masse  desselben  ist  ziemlich  klar,  aber  \on  zahlrei- 
chen mit  oo  P parallelen  Sprüngen  durchsetzt.  Auf  der  oberen  Fläche 
liegen  an  zwei  Stellen  kleinere  thonige  Massen. 

Die  äusserste  Schicht  der  Substanz  auf  den  beiden  Flächen  oo  P ist 
in  einer  fast  1””  grossen  Dicke  undurchsichtig.  Durch  diese  Schicht  wird 
jedenfalls  das  Hervortreten  der  elektrischen  Spannung  auf  diesen  Flächen 
beeinträchtigt.  Auf  der  rechten  Seite  (bezogen  atifdie  linksstehende  Zeich- 
nung, welche  die  Ansicht  von  oben  darstellt)  ist  der  Krystall  durch  eine 
nicht  sehr  unebene  Bruchfläche  .4  II  begrenzt,  an  welche  sich  nach  vorn 
eine  wahrscheinlich  durch  Anliegen  fremder  Massen  in  ihrer  Ausbildung 
gehemmte  Fläche  I)  C anschliesst. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  COlestinkrystallc  gleicht 
der  beim  Schwerspathkrystalle  No.  5'**)  beobachteten;  es  sind  also  die 
Flächen  0 P sammt  den  beiden  Flächen  des  Prismas  oo  P,  sowie  die  Bruch- 
fläche am  rechten  Ende  positiv,  die  Flächen  J Poo,  sowie  die  an  ihre 
Stelle  getretene  Anlegefläche  dagegen  zeigen  negative  Polarität.  Bei  dem 
eben  erwähnten  Schwerspalhe  No.  5 tritt  ausserdem  noch  eine  negative 
Zone  an  dem  freien  Ende  der  Makrodiagonale  auf,  die  bei  dem  vorlie- 
genden C.ülestinkrystalle  nicht  wahrzunehmen  war,  vielleicht  gehindert 
durch  die  zuvor  beschriebene  Auflagerung  einer  undurchsichtigen  Masse 
auf  die  Flächen  ooP. 


Krystall  No.  2.  Taf.  II,  Fig.  ü. 

Der  Krystall  No.  2 trägt  dieselben  Kryslallgestalten  wie  der  vor- 
hergehende; auf  der  unteren  Seite  findet  sich  selbst  eine  matte  Fläche 
von  i^Poo.  Indess  ist  seine  Masse  weniger  rein  und  sind  die  Flächen 
der  oberen  und  unteren  Seite  minder  vollkommen  gebildet,  als  bei  dem 

*’  Da  die  Fläche  des  Brachydotnas  j1,  P oo  malt  war,  so  konnte  ihr  Winkel  mit 
der  anliegenden  Fläche  OP  nur  mit  dem  Anlegegoniometer  gemessen  werden.  Eine 
genauere  Bestimmung  desselben  liess  sich  aber  bei  der  Kegel mässigk eit  des  Krystalles 
durch  die  Abmessungen  der  Dicke  und  Länge  des  betreffenden  Stückes  erlangen : 
daraus  ergab  sich  der  Winkel  zwischen  jener  matten  Fläche  und  der  anliegenden 
Fläche  OP  zu  175°  6*,  woraus  dann  das  Zeichen  oo  folgt. 

••)  Diese  Abh.  Bd.  15.  Taf.  I.  Fig.  5. 
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vorhergehenden.  Die  Zeichnung  l,-ig.  2,  Taf.  II  Mellt  die  Ansicht  von 
oben  (links)  und  von  unten  (rechts)  dar;  neben  die  Ansicht  von  oben 
sind  die  vier  Flüchen  des  Prismas  oo  I’  gezeichnet ; die  mit  1 und  l be- 
zeichnten Flüchen  sind  eben,  aber  wie  hei  No.  I mit  einer  undurch- 
sichtigen, last  I'"“  dicken  Schicht  belegt.  Die  Flüche  3 ist  ziemlich  eben, 
die  Flüche  2 dagegen  unvollkommen  ausgcbildcl  und  zum  Theil  mit  fest 
ansitzenden  Thonmassen  bedeckt. 

Die  Flüchen  OP  sind  positiv;  ebenso,  wenn  auch  sehwürher,  die 
beiden  Flüchen  1 und  i des  Prismas  ooP ; die  Flüchen  | P oo  zeigen  sich 
negativ  und  ebenso  verhüll  sich  die  Flüche  3.  Die  Poluritüt  der  mangel- 
haft ausgebildeten  Prismcnflüchc  2 liess  sich  nicht  bestimmen. 

B.  Krystaile  von  Girgenti. 

Kry stall  No.  3.  Taf.  II,  Fig.  3. 

Wie  bereits  oben  bemerkt,  sind  die  Cblestinkrvstalle  von  Girgenti 
stets  mit  dem  einen  Ende  der  Braehy  diagonale  angevvachsen  und  haben 
sich  von  da  aus  zu  mehr  oder  weniger  freien  Süulen  entwickelt,  oder 
sind  mit  den  Itenachbai  len  Individuen  zu  einem  stünglichen,  etwas  strah- 
ligen  Aggregate  verwachsen,  aus  welchem  nur  die  Enden  der  Bracliy- 
diagonale  heraustreten.  Die  in  der  Richtung  der  Rrachydiagonale  ver- 
längerten Süulen  werden  von  den  Flüchen  Poo  gebildet,  zu  denen  ge- 
wöhnlich noch  schmale  Flüchen  von  OP  hinzutreten.  Am  Ende  der 
Rrachydiagonale  erscheinen  die  Flüchen  oo  P und  } Poo,  und  bilden  je 
nach  ihrer  Grosse  eine  vertikale  Kante  (Durchschnitt  vonooP)  odereine 
horizontale  (Durchschnitt  von  { Poo). 

Die  elektrische  Erregung  dieser  Kry  stalle  ist  meistens  sehr  gering 
und  erreicht  nur  auf  dem  vorderen  freien  Ende  der  Rrachydiagonale 
eine  etwas  grössere  Slürkc.  Dieses  vordere  Ende  (die  von  oo  P gebil- 
dete vertikale,  oder  die  von  $ Poo  gebildete  horizontale  Kante)  saninit 
den  anliegenden  FlüchcnstUcken  zeigt  negative  Spannung;  dieselbe  be- 
herrscht auch  bei  dein  Fig.  3 gezeichneten  Krvstall  die  Flüchen  0 P, 
sodass  nur  auf  den  makrodiagonalcn  Seitenkanten  desselben  und  den 
ihnen  anliegenden  Theilen  der  Flüchen  Poo  die  positive  Elektricilüt 
erscheint. 

Fig.  3 stellt  einen  Krvstall  von  Girgenti  in  zwei  Ansichten  von  der 
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oberen  und  unteren  Seile,  nebst  iler  Abbildung  der  lieiden  am  freien 
Kmle  der  Brachydiagonale  belindlielien  Flüchen  ool*  dar. 


C.  Krystalle  von  Montecchio  maggiore  bei  Vicenza. 

In  der  mineralogischen  Sammlung  der  hiesigen  Universität  linden 
sich  zwei  kristallinische  Bruchstücke  eines  bläulichen  ('.ölest ins  des 
eben  genannten  Fundortes,  welche  ehemals  ein  Ganzes  gebildet  haben 
und  parallel  dem  vollkommenen  Blätterdurehgange  auseinander  ge- 
sprengt worden  sind,  leb  baiie  dieselben  in  Fig.  in  und  1 b,  so  gut  es 
ging,  abgebildel.  A II  und  X US  sind  die  beiden  Durchgangsflitehen,  nach 
welchen  die  Stücke  gesprengt  wurden.  Wenn  das  Fig.  in  dargeslellle 
Stück  als  oberes  und  das  Fig.  4 b als  unteres  Stück  betrachtet  wird,  so 
stellt  die  Flüche  A II  die  untere  Flüche  des  oberen  Stückes  und  X H 
die  obere  Flüche  des  unteren  Stückes  dar.  Wird  das  obere  Stück  auf 
auf  das  untere  gelegt,  sodass  wieder  das  ursprüngliche  Ganze  sich  her- 
stellt, so  bilden  die  Flüchen  II,  C,  I),  //,  E,  ES,  E und  F die  seitlichen 
Begrenzungen,  die  aber  sehr  unregelmüssig  verlaufen ; es  liegt  dann  (.' 
oberhalb  II’,-  II  oberhalb  //,  ES  oberhalb  F und  I-  oberhalb  F.  Die. 
kleine  Durcligangsflüche  II  bildet  an  diesem  Ganzen  dann  die  obere, 
und  die  grössere  Durchgangsflüche  II'  die  untere  Seite.  Die  Flüchen  E, 
E7,  I)  und  C sind  Durchgangsflücbcn,  welche  mit  den  Prismenflüchcn 
oo  I*  parallel  gehen. 

Die  obere  und  die  untere  Flüche  (I  und  II’  sind  in  erheblichem 
Grade  positiv,  ein  Hinweis,  dass  dieselben  im  ursprünglichen  Gebilde 
nahe  an  den  Krystallflüchen  OB  gelegen  haben.  Die  unregelmässigen 
Seitenflächen  an  dem  mit  A bezeiehneten  Ende  der  Makrodiagonale 
zeigen  negative,  an  dem  anderen  mit  fl  bezeiehneten  linde  positive 
Spannung.  Die  beiden  aufeinander  gelegen  habenden  Durchgänge  A II 
und  X US  sind  negativ,  und  zwar  X //  stärker  als  A II.  Bei  den  in  den 
Zeichnungen  eingetragenen  Messungen  waren  die  Krystalle  bis  gegen 
97"C.  erhitzt;  es  genügen  aber  schon  Temperaturerhöhungen  bis  gegen 
:t0"  otler  40''*C.,  um  bei  der  Abkühlung  einen  Ausschlag  von  einigen 
Skalcnlhcilcn  zu  erhallen.  Ja  es  genügt,  z.  B.  die  Spaltungsflüche  X II' 
(Fig.  4 b)  einige  Minuten  in  die  Sonne  zu  stellen , um  sogleich  darauf 
einen  der  steigenden  Temperatur  entsprechenden  positiven  Ausschlag 
von  2 Skalentheilen  zu  erhalten. 
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Prehnit. 

Den  Prehnit  lernte  mmi  zuerst  in  einer  Varietät  kennen,  welche  der 
Physiker  Hoc  hon  1771  vom  Cap  der  faulen  Holfnung  inithrachte. 
Später  wurde  er  an  derselben  Oertlichkeit  vom  holländischen  überslen 
von  Prelin,  \on  welchem  er  den  Namen  tragt,  aufgefunden.  Man  hielt 
ihn  anfangs  für  einen  Smaragd,  wies  ihn  nachher  dem  l’rasem,  dann 
dem  Chrysolith  und  spater  den  Zeolithen  zu , Ins  er  schliesslich  nach 
den  Analysen  Hasscnfralz’s  und  Klaproth’s  von  Werner  alseine 
selbstständige  Gattung  unter  <lem  Namen  Prehnit  aufgestellt  wurde. 

Die  Kryslalle  des  Prehnils  gehören  dem  rhombischen  Systeme  an; 
der  stumpfe  Winkel  des  Prismas  ooP  beiragt  99"  58’  *).  Die  Kryslalle 
bilden  gewöhnlich  niedrige,  von  den  Flachen  ooP  begrenzte  Prismen, 
die  oben  und  unten  die  Flache  OP  und  an  den  Kodon  der  Makrodiago- 
nale kleine  Flachen  ooPoo  tragen.  Diese  Tafelu  erscheinen  meistens  an 
den  Enden  der  Brachydiagonale  etwas  aufgeblattert  und  verdickt,  so- 
dass  auf  den  Endflächen  0 P eine  mit  der  Makrodiagonale  parallel  lau- 
fende Vertiefung  entsteht;  bisweilen  ist  dieses  Aufblattern  so  stark, 
dass  die  brachydiagonalen  Seitenkanten  nicht  gerade,  sondern  bogen- 
förmig gekrümmte  Linien  bilden.  Ausserdem  kommt  der  Prehnit  auch 
kugelig  und  nierenförmig  vor,  wobei  diese  Kugeln  eine  schaalige  und 
radial  faserige  Zusammensetzung  zeigen. 

Der  Prehnit  ist  bisweilen  farblos,  gewöhnlich  aber  grünlich  (weiss- 
lichgrün  bis  laucligrün)  gefärbt;  seine  Harte  ist  sehr  beträchtlich,  Obis 7. 
Die  Bestandteile  desselben  sind  Kieselsäure,  Thonerde,  Kalk  und 
Wasser,  zum  Theil  auch  etwas  Eisenoxyd. 

Nach  einer  in  der  ersten  Ausgabe  seines  Trait<:  Je  mineralntjie  von 
Ha  uv  gemachten  Angabe,  die  aber  sonderbarerweise  in  der  zweiten 
Ausgabe  feldt,  ist  die  Eigenschaft  des  Prehnils,  durch  Tempcraturünde- 
rung  elektrisch  zu  werden,  von  U re  entdeckt  worden.  In  der  zweiten 
Ausgabe  des  Tratte  führt  H a u y nur  an  , dass  die  elektrische  Axe  die 
Richtung  der  kurzen  Diagonale  der  Kerngcstall  habe,  und  lügt  dann, 
befangen  in  der  Ansicht , dass  alle  thermoelektrischen  Kryslalle  noth- 


* Genauere  Bestimmungen  über  die  Krystallfonnen  des  Prehnils  gibt  Streng 
(Neues  Jahrb.  für  Min.  1870,  S.  316). 
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wendig  hemiraorph  gebildet  sein  müssen,  hinzu : l.’analogie  semble  exi- 
ger  que  les  parlies,  dans  lesquelles  resident  les  poles  electriques  dero- 
gent  ä la  Symmetrie  par  une  diff6ren.ce  de  configuration : j’ai  dejA  quel- 
ques apercus  ä cet  ögard  etc. 

Wegen  Mangels  an  geeigneten  Krystallen  konnte  ich  bei  meinen 
früheren  Untersuchungen  *)  nur  das  elektrische  Verhalten  des  einen, 
gewöhnlich  freien  lindes  der  Brachydiagonalc  bestimmen,  und  dasselbe 
als  beim  Erkalten  positiv  erkennen. 

Riess  und  G.  Rose**)  haben  1 2 verschiedene  Prehnile  (Prismen, 
Tafeln  und  kugelförmige  Stücke)  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft 
und  aus  den  auf  ihnen  gemachten  Beobachtungen  folgende  Schlüsse 
gezogen : „Alle  diese  Beobachtungen  stimmen  mit  einander  überein 

und  lehren  eine  eigenthUmliche,  bisher  unbekannte  Vertheilung  der 
elektrischen  Pole  an  Krystallen  kennen.  Bei  den  bisher  angeführten 
Krystallen  (den  terminalpolarischen)  mündete  nümlich  jede  einzelne 
elektrische  Axe  an  der  Oberfläche  des  Krystalles,  und  es  fand  sich  da- 
her stets  eine  gerade  Anzahl  von  Polen  vor.  Der  Prehnit  hingegen  hat 
zwei  gegen  einander  gekehrte  elektrische  Axen,  deren  analoge  Pole  zu- 
sammenfallen, und  erscheint  daher  dreipolig.  Die  kurze  Diagonale 
der  Basis  des  Prismas  giebt  die  Richtung  beider  Axen,  deron  gemein- 
schaftlicher analoger  Pol  in  der  Mitte  liegt,  während  die  zugehörigen 
beiden  antilogen  Pole  an  den  Enden  dieser  Linien  liegen.  Da  diese  Ver- 
thciluug  durch  die  Masse  des  ganzen  Krystalles  geht,  so  müssen  die 
scharfen  Seitenkanten  unelektrisch  sein  ; eine  Abstumpfung  der  schar- 
fen Seitenkante  trill't  immer  den  analogen  Pol,  eine  Abstumpfung  der 
stumpfen  Kante  nur  dann,  wenn  sie  durch  die  lange  Diagonale  der  Basis 
geht.  Wir  nennen  diese  Art  der  pyroelektrischen  Vertheilung  centrai- 
polarisch.“ 

Genau  dieselbe  centralpolarische  Vertheilung  glaubten  Riess  und 
G.  Rose  beim  Topas  annehmen  zu  müssen.  Ich  habe. aber  bereits  in 
meiner  Abhaudlung  „über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  To- 
pases“ ***)  nachgewiesen,  dass  eine  solche  centralpolarische  Vertheilung 
beim  Topase  nicht  existirt;  und  ebensowenig  ist  dieselbe  beim  Prehnit 


*)  De  Ihermoeleclrit-ilale  cryslallorum.  Hai.  1839,  S.  3i. 

**)  Abh.  der  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  1 843,  S.  88. 

***)  fliese  Abh.  Bd.  18.  S.  355. 
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vorhanden.  Ich  kann  nur  wiederholen , was  ich  bereits  in  der  zuvor 
genannten  Abhandlung  über  den  Topas  ausgesprochen,  dass  alle  von 
KiossundG.  Kose  specicll  angeführten  Beobachtungen  richtig  sind, 
dass  jedoch  ihre  Untersuchungsmethode  die  Wahrnehmung  schwächerer 
elektrischer  Zonen  nicht  gestaltete  und  hierdurch  die  vollsUindige  Er- 
kennung  der  elektrischen  Erscheinungen  unmöglich  machte. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  dem  Prehnile  gleicht  der  auf  dom 
Topase  von  mir  beobachteten.  Nehmen  wir  z.  B.  ein  Stück  eines  brasi- 
lianischen Topaskrystalles  (wie  solche  Figg.  00  und  02,  Taf.  IV  der  zuvor 
angezogenen  Abhandlung  abgebihlet  sind) , dessen  oberes  und  unteres 
Ende  von  den  mit  OP  parallelen  Durchgangen  begrenzt  werden,  so  sind 
diese  Endflächen  (DurchgangsflUchen)  nebst  den  makrodiagonalen  Sei- 
tenkanten beim  Erkalten  negativ,  die  brachydiagonalen  Seitenkanten 
aller  positiv.  Da  jedoch  die  negative  Elektricilttl  auf  tlen  Endthtchen  eine 
ausgedehnte  Entwickelung  hat,  so  tritt  sie  nur  auf  den  makrodiagonalen 
Seitenkanten  selbst  und  den  ihnen  zunttchst  gelegenen  Theilen  der  pris- 
matischen Seitenflächen  auf,  während  ilie  positive  sich  von  den  brachy- 
diagonalen  Seitenkanten  weit  hin  Uber  die  prismatischen  Flächen  aus- 
breitet. 

Gerade  ebenso  gestaltet  sich,  wie  die  im  Nachfolgenden  mitgelheil- 
ten  Beobachtungen  darthun,  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Prehnit- 
kryslallcn.  Die  beiden  Endflächen  sind  beim  Erkalten  negativ , und 
elienso  die  beiden  inakrodiagonalcn,  gewöhnlich  durch  kleine  Flächen 
oo  P oo  abgestumpften  Seitenkanten,  während  die  brachydiagonalen  Sei- 
tenkanten positive  Polarität  besitzen , und  diese  Polarität  weithin  Uber 
die  anliegenden  Flächenstucke  von  ooP  ausdehnen.  Auf  den  durch  Bruch 
entstandenen  oder  durch  Anwachsen  mangelhaft  ausgebildeten  seitlichen 
Begrenzungsflächen  zeigt  sich  negative  Spannung,  doch  ist  auch  meistens 
auf  ihnen  durch  die  Stärke  der  an  den  einzelnen  Punkten  beobachteten 
Elektricität  noch  die  dem  normalen  Zustande  zukommende  Vertheilung 
angedeutet,  indem  die  negative  Spannung  von  den  inakrodiagonalcn 
Seitenkanlcn  nach  den  brachydiagonalen  hin  abnimmt,  während  die 
positive  in  der  Bichlung  von  den  brachydiagonalen  Seilenkanten  nach 
den  inakrodiagonalcn  hin  geringer  wird. 

Die  auf  den  Prehnitkry  stallen  auftretenden  elektrischen  Spannun- 
gen sind  nicht  unbeträchtlich,  weshalb  sie  auch  mit  den  früheren  un- 
vollkommeneren Beobachtungsmitteln  aufgefunden  werden  konnten.  Um 


Digitized  by  Google 


Elektrische  Uxtkrmtiilngkn. 


31 


das  Anschlägen  des  Goldblättchens  meines  Elektrometers  an  die  zur 
Seite  stehenden,  mit  den  Polen  der  Volta’schen  Sttulc  verbundenen  Mes- 
singplattcn  zu  verhindern,  musste  die  Empfindlichkeit  desselben  auf  ein 
Drittel  von  der  sonst  gewöhnlich  gebrauchten  verringert  werden. 

Ich  werde  die  Beobachtungen  an  vier  Krystallen  oder  vielmehr 
Bruclistücken  solcher  mittheilen.  Trotz  der  Unvollkommenheit  derselben 
werden  die  an  ihnen  angestellten  Beobachtungen  doch  hinreichen,  um 
die  oben  von  mir  ausgesprochene  Vertheilung  der  Elektricittit  in  voller 
Bestimmtheit  nachzuweisen.  SUmmtliche  Kryslalle,  die  ich  der  Gute 
meines  Gollegen  Z i r kel  verdanke,  waren  \on  HandstUcken  aus  Rat- 
schinges  in  l'yrol  abgebrochen. 

Die  Zeichnungen  stellen  bei  allen  vier  Krystallen  die  einzelnen 
Flachen  und  Kanten  in  doppelt  linearer  Grtisse  dar.  Alle  von  Krystall- 
flUchcn  gebildeten  Kanten  sind  durch  ausgezogene  Linien,  dagegen  alle 
durch  Bruch  entstandenen  nur  durch  punktirle  Union  dargestellt. 

Kry stall  No.  \.  Taf.  II,  Fig. 

Am  vollständigsten  unter  den  vier  Krystallen  ist  die  in  Fig.  I ge- 
zeichnete dtlnne  Tafel.  Von  den  Flüchen  des  Prismas  oo  P sind  voll- 
ständig die  Flüchen  1 und  2 vorhanden;  von  der  Flüche  4 ist  nur  ein 
Theil  in  der  Nahe  des  vorderen*)  Endes  der  Brachydiagonale  sichtbar, 
wahrend  an  Stelle  der  Flüche  3 ein  Bruch  die  Begrenzung  bildet.  An 
diesem  Bruche  finden  sich  auf  der  oberen  Flüche  einige  kleinere  Kry- 
stallmassen  eiugewachsen. 

Die  Endflüchen  0 P sind  im  Allgemeinen  negativ ; nur  erscheint  in 
der  Nahe  des  vorderen  Endes  der  Brachydiagonale  positive  Spannung, 
die  6ich  auf  der  unteren  Flüche  eine  Strecke  weit  neben  dem  einen  Bande 
hinzieht.  Die  schwache  positive  Elektricittit  am  linken  Ende  der  Makro- 
diagonale  ist  durch  die  daselbst  aufgevvachsencn  kleinen  Krystallinassen 
bedingt.  Die  stärkste  negative  Spannung  erscheint,  namentlich  auf  der 
unteren  Flüche,  andern  ausgebildeten  rechten  Ende  der  Makrodiagonale. 
Die  vordere  Kante  am  Ende  der  Brachydiagonale,  welche  von  zwei  Krj- 
stailflüchen  gebildet  wird,  ist  stark  positiv  und  diese  positive  Elcklricitüt 
dehnt  sich  auch  über  die  Flüchen  I und  4,  sowie  ein  wenig  auf  die  Flü- 
chen OP  aus.  Diese  Ausbreitung  ist  eine  nolhwendige  Folge  der  gerin- 

*)  Diese  Benennung  isl  auf  die  Lage  der  oberen  Flüche  0 P bezogen. 
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gen  Grösse  der  Prismenfläehen  im  Vergleich  zu  den  Flachen  0 P,  auf  wel- 
chen negative  Polarität  sich  entwickelt.  An  dem  hinteren  Ende  der  Bra- 
chydiagonalc  ist  die  Kante  nicht  von  Krystallflachen  gebildet;  die  Kry- 
stallflache  2 ist  daselbst  durch  den  an  Stelle  der  Flache  3 vorhandenen 
Bruch  begrenzt.  Daher  erscheint  an  diesem  hinteren  Ende  der  Braehy- 
diagonale  nur  eine  schwache  positive  Spannung.  Das  ausgebildete  rechte 
Ende  der  Makrodiagonale  (schwach  abgestumpft  durch  eine  Flache 
ooPoo)  ist  stark  negativ.  Auf  der  Bruchflache  3 zeigt  sich  in  der  Nahe 
des  linken  Endes  der  .Makrodiagonale,  also  nach  der  Flache  4 hin,  eben- 
falls, wenn  auch  schwächere,  negative.  Elektricitat. 

Es  treten  an  diesem  Krystalle  also  sämmtiiehe  vier  Pole  auf  den 
Seitenkanlen  auf,  und  zwar  auf  den  von  Krystallflachen  gebildeten  Kan- 
ten starker,  als  auf  den  durch  Bruch  entstandenen. 

Krystall  No.  2.  Taf.  II,  Fig.  2. 

An  diesem  kleinen  Bruchstücke  ist  die  Flache  4 vollständig,  die 
Flachen  I und  3 aber  nur  theilweisc  vorbanden,  und  an  Stelle  der 
Flüche  2 ein  Bruch  getreten.  Das  linke  Ende  der  Makrodiagonale  trügt 
eine  Abstumpfung  durch  die  Flüche  ooPoo. 

Die  Yerlheilung  der  Elektricitat  stimmt  mit  der  auf  dem  Krystall 
No.  I beobachteten  tiberein,  bis  auf  die  Bruchflache  2,  welche  negativ 
erscheint. 

Krystall  No.  3.  Taf.  II,  Fig.  3. 

Der  etwas  grössere  Krystall  No.  3 ist  an  dem  vorderen  Ende  der 
ßrachvdiagonale  stark  aufgeblüttert  (verdickt),  wie  aus  der  Abbildung 
der  Prismenflachen  I und  4 ersichtlich  wird.  Die  Prismenflache  1 ist 
vollständig,  die  Fläche  4 zum  grössten  Theil  vorhanden;  an  die  Stelle 
der  Flächen  2 und  3 sind  Bruchflachen  getreten.  Jedoch  erscheint  am  rech- 
ten Ende  der  Makrodiagonalc  noch  eine  schmale  Krystallfläche  ooPoo. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Krystallflachen  ist  die  normale. 
Dagegen  tritt  auf  den  beiden  Bruehflächen  2 und  3,  wie  bei  dem  vorher- 
gehenden Krystalle  auf  der  Bruchfläche  2,  nur  negative  Spannung  auf, 
jedoch  in  abnehmender  Stärke  gegen  das  hintere  Ende  der  Brachy- 
diagonule  hin*). 

*)  Die  Zeichen  'i;:  und  = in  den  Abbildungen  bedeuten  eine  so  starke  positive 
und  resp.  negative  Klektriciliit.  dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  ganz  aus  dem 
Gesichtsfelde  des  Mikroskops  verschwand. 
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Krystall  No.  4.  Taf.  II,  Fig.  4. 

Das  kleine  KrystallbruchsUIck  No.  4 besitzt  nur  die  Krystallfläche  I 
und  ein  sehr  kleines  Stück  der  Fläche  4.  Ausserdem  zeigt  es  noch  am 
rechten  Ende  der  Makrodiagonale  eine  kleine  Fläche  coPoo.  Der 
(ihrige  Tlieil  seines  Umfanges  wird  von  Bruchflächen  begrenzt. 

In  seiner  elektrischen  Vertheilung  gleicht  dieser  Krystall  den  frü- 
heren; auf  den  Bruchflächen  waltet  die  negative  Elektricität  vor. 


Natrollth  und  Skolezit. 

Unter  der  von  Cronstcd  t eingeführlen  Bezeichnung  Zeolith  waren 
verschiedene  Mineralien  zusammengefasst  worden.  II  a u y schied  davon 
eine  Gattung  unter  dem  Namen  Mesotyp  aus.  Dieser  Name  sollte  an- 
deuten, dass  ihre  Kernform  ungefähr  zwischen  den  Korngcstalten  des 
Slilhits  und  des  Analcims  die  Mitte  hält.  Diese  von  Hauy  aufgestellte 
Gattung  Mesotyp  trennten  Gehlen  und  Fuchs  in  die  drei  Gattungen 
Natrolitli,  Mcsolilh  und  Skolezit,  für  deren  Zusammensetzung  sie  nach 
der  älteren  Schreibweise  die  Formeln 

Ni  Si  + Al  Si  -f-  2 H (Natrolitli) 

N“  l!'  j 4-  Al  Si  + II  (Mesolitb)  " 

SCu  Si  ( 'si  i 

Ca  Si  — Ail  Si  — 3 II  (Skulezit 

aufstellten  *). 

Während  nun  der  Natrolitli  und  der  Skolezit  als  selbstständige 
Gattungen  feststehen,  ist  zur  Zeit  noch  nicht  völlig  entschieden,  oh  der 
Mesolith  gleichfalls  als  eine  solche  zu  betrachten  ist,  oder  oh  die  zu  ihm 
gerechneten  Mineralien  nur  kalkhaltige  Nalrolithe  oder  nalronhaltigc 
Skolezite  sind. 

In  den  nachfolgenden  Untersuchungen  kommen  nur  die  beiden 
Gattungen  des  Nalrolitlis  und  Skolezils  in  Betracht. 

Die  Eigenschaft  des  Mesotyps,  durch  Temperaturänderungen  elek- 
trisch zu  werden,  wurde  von  U a u y entdeckt  * *) ; jedoch  fand  er  diese 
Eigenschaft  nicht  hei  allen,  sondern  nur  hei  einem  Theile  der  von  ihm 

*)  Jahrbuch  der  Chrmia  u.  Phi/s.  v.  Seil woigger,  Bit.  <8.  8.  8 IF.  1816. 

'*}  llaiiy,  Traile  ile  mineral.  2.  edil.  T.  3.  p.  (79. 

Abhaa.IL  d.  K 8.  U.Kll.rb.  drl  W i,-a.i..  h,  XX.  3 
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zum  Mesotyp  gerechneten  Kryslallen.  lieber  die  spcciellc  Vertheilung 
der  beiden  elektrischen  Polaritäten  aut'  den  Oberflächen  dieser  Kryslalle 
schweigt  er,  und  setzt  nur  hinzu,  dass  er  in  der  Beschreibung  der  Va- 
rietäten, welche  jene  Eigenschaft  besitzen,  die  Kryslalle  als  symme- 
I risch  annelunen  werde,  bis  es  gelungen  sein  würde,  in  bestimmter 
Weise  die  Unterschiede  in  der  Ausbildung  derjenigen  Tlieile,  in  welchen 
die  beiden  elektrischen  Pole  ihren  Sitz  haben,  anzugeben.  Ilauy  er- 
wartet also,  dass  ähnliche  Unsyininelrien  wie  beim  Turmalin  gefunden 
werden  würden. 

Fuchs  bemerkt  in  der  oben  cilirten  Abhandlung  vom  Jahre  ISIti, 
dass  der  Nalrolilh  durch  Erwärmen  nicht  elektrisch  werde ; Uber  den 
Skolezit  gibt  er  an,  dass  die  Kryslalle  desselben  sehr  dünn  und  nur  an 
dein  einen  Kode  auskrystallisirl  sind,  an  welchem  Ende  sie  durch  das 
Erwärmen  positiv  elektrisch  werden.  Fuchs  will  hiermit  ausdrücken, 
dass  diese  aiisgehildclen  Entlen  der  Skolezilkrystalle  bei  dem  auf  das 
Erwärmen  folgende  Erkalten  positive  KIcktrieitÜL  zeigen.  Der  Mesolith 
stimmt  nach  Fuchs  in  seinem  Verhallen  mit  dem  Skolezite  überein. 

Browsler*)  führt  in  dein  Verzeichnisse  der  von  ihm  elektrisch 
befundenen  Kryslalle  den  Skolezit  und  Mesolith  an,  ohne  jedoch  nähere 
Angaben  über  die  elektrische  Vertheilung  zu  machen. 

It  iess  und  G.  Bose")  fanden  den  Nalrolilh,  seihst  den  von  Brevig 
in  Norwegen  Wen  sog.  Hadiolith  Esmnrk’s)  uneleklrisch,  dagegen  den 
Mesolith  und  Skolezit  von  Island  sehr  stark  elektrisch,  und  zwar  waren, 
entsprechend  den  Angaben  von  Fuchs,  die  freien  oder  divergirenden 
Enden  beim  Erkalten  positiv,  die  verwachsenen  oder  convergirenden 
Enden  negativ  elektrisch.  Sie  schlicssen  ihre  Untersuchungen  über  den 
Skolezit  mit  folgenden  Sätzen : „Der  Skolezit  hat  demnach  eine  elektri- 
sche Axe,  die  mit  der  llauptaxe  seines  vertikalen  Prismas  zusammen- 
P.tllt,  und  das  Ende,  an  welchem  sich  die  vorderen  schiefen  Prismen 
linden,  oder  das  freie  divergirende  Ende  (denn  er  kommt  stets  nur  in 
cxcenlrisch  zusammengehäuflen  Kryslallen  vor  ist  antilog  d.  h.  beim 
Erkalten  positiv),  das  aufgewachsene  convergirende  Ende  analog  (d.  h. 
beim  Erkalten  negativ  . Die  Vertheilung  der  Elektricitüt  ist  demnach  ganz 
wie  beim  Turmalin  und  Kieselzinkerz.  Da  aber  die  Kryslalle,  wie  früher 

*)  Jahrbuch  der  Chemie  u.  1*hys.  von  Schwoig|{«r.  1825.  Bd.  43,  S.  94. 

Ahliandl.  der  Berliner  Akad.  1843. 
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gezeigt  ist,  stets  Zwillingskrystalle  sind  und  an  den  Enden  jedes  dieser 
Krystalle  sich  also  die  Flachen  der  entgegengesetzten  Enden  des  ein- 
fachen Krystalles  vereinigt  finden,  so  kann  man  fragen,  wie  die  Vcrlhei- 
lung  in  den  einfachen  Krvslallen  ist.  Erschiene  sic  auch  liier  wie  heim 
Turmalin,  so  kamen  hei  den  Zwillingskrystallen  an  beiden  Enden  positive 
und  negative  Elcklricitai  zusammen,  die  sich  aufhohOn  müssten.  Es 
scheint  daher  kein  anderer  Ausweg  müglich  zu  sein,  als  anzunehmen, 
dass  die  einfachen  Krystalle,  die  man  bis  jetzt  nicht  beobachtet  hat, 
uneleklrisrh  sind  und  die  Klektricil.it  hei  dem  Skolezite  erst  durch  die 
Zwillingshildiing  entsteht,  und  der  Zwillingski y stall  sich  nun  in  Itezug 
auf  Verlheiliing  der  Klektricilät  wie  ein  einfacher  Krystall  verhält.  Daraus 
folgt  nicht,  dass,  wenn  mau  liei  dem  Skolezil  durch  Ahschleifen  den  einen 
Krystall  ganz  forlschalft,  der  andere  nun  unclcklrisch  würde“  u.  s.  w. 

Dii1  vorstehend  über  den  Natrolilh  berichtete  Angabe,  wonach 
derselbe  durch  TcmpcralurUndcrung  nicht  elektrisch  werden  soll,  ent- 
spricht der  Wirklichkeit  nicht;  ich  werde  nachher  zeigen , dass  seine 
Krystalle  thermoelektrisch  sind,  wenn  auch  beträchtlich  schwächer,  als 
die  Krystalle  des  Skolezits. 

Die  oben  gemachten  Miltlieilimgeu  von  Fuchs,  Ricss  und  (i. 
Rose  über  die  elektrischen  Polaritäten  an  den  beiden  Enden  der  Säuleu- 
axe  des  Skolezits  (freies  Ende  beim  Erkalten verwachsenes  Ende — ) 
sind  allerdings  richtig,  genügen  aber  nicht  zu  einer  genaueren  Einsicht 
in  die  Lage  der  verschiedenen  elektrischen  Pole.  Alle  von  llauy, 
Riess  und  I».  Rose  ausgesprochenen  Ansichten  basiren  auf  der  allen 
Vorstellung  des  not h wendigen  Vorhandenseins  einer  einzigen  mit  der 
Säulenaxe  zusammcnfallemlen  elektrisch  polaren  Axe.  Eine  solche  e\i- 
stirt  aber,  wie  ich  mit  Bestimmtheit  nachvveisen  werde,  bei  den  Kry- 
stallen  des  Skolezits  nicht;  die  elektrische  Verlheiliing  auf  denselben 
gleicht  vielmehr  der  von  mir  beim  Topas,  Aragonit,  liyps,  üiopsid, 
Orthoklas  u.  s.  vv.  beobachteten,  und  die  Zwillingshildung  hat,  wie  ich 
durch  meine  Untersuchungen  über  die  Zwillinge  und  mehrfach  zusam- 
mengesetzten Krystalle  des  Aragonits , des  tlypses,  Orthoklases,  des  Al- 
bits  und  Periklins  nachgewiesen  habe,  auf  die  elektrische  Verlheiliing 
keinen  maassgebenden  Einfluss. 

Die  nahe  Verwandtschaft,  des  Nairobi hs  und  Skolezits  hat  mich 
bestimmt,  beide  Mineralien  hier  in  eine  Ahtheihing  zusammenzufassen. 

»• 
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A.  Natrolith. 

Der  Natrolith  kommt  zu  Brev  ig  in  Norwegen  in  isolirlen  Kry. stal- 
len von  ziemlielier  Grösse  vor  und  es  standen  mir  vier  solche  in  der 
hiesigen  Universitütssammlung  helindlielie  Krystalle,  für  deren  Dar- 
leihung ich  meinem Gollegen,  Herrn  Professor  Zirkel,  zu  Dank  verpflich- 
tet bin , zur  Verfügung. 

Die  Krystalle  des  Natroliths  gehören  zum  rhombischen  Systeme; 
die  Winkel  des  verticalen  Prismas  ooP  nähern  sich  sehr  dem  rechten, 
sie  betragen  IIP  und  89".  Die  Winkel  der  Grundpyramide  P sind  in 
den  Polkanten  143"  20' und  142*40'  und  in  den  Mitlelkantcn  53“  20', 
woraus  sich  das  Verhiiltniss  der  Brachv-,  der  .Makrodiagonale  der  Basis 
und  der  verticalen  Axe  = 0,9827  : 1 : 0,3321  ergieht.  Ausser  den 
genannten  Formen  oo  P und  P linden  sich  an  den  von  mir  untersuchten 
Krystallen  noch  die  Flüchen  von  oo  P oo  und  ooPoo,  jedoch  meistens 
nur  in  geringer  Breite. 

Die  Substanz  der  von  mir  untersuchten  Krystalle  ist  weisslich;  die- 
selben erscheinen  gewissermaussen  aus  Fasern,  welche  mit  der  verli- 
calcn  Axe  parallel  laufen,  zusammengesetzt. 

Auf  Taf.  II.  Fig.  1,  2 und  3 habe  ich  drei  der  untersuchten  Krvslallc 
in  natürlicher  Grösse  in  zwei  Projectionen  (von  der  vorderen  und  von 
der  hinteren  Seile  gesehen,  wobei  die  Brachv  diagonale  nach  dem  Beob- 
achter hin  gerichtet  ist)  abgebildet.  Von  den  mit  den  Zahlen  t,  2,  3 
und  4 bezeichneten  Flüchen  des  Prismas  ooP  schneiden  sich  also  4 und 
I,  ebenso  2 und  3 in  den  brachv  diagonalen  d,  h.  in  den  an  den  Enden 
der  Brachydiagunale  liegenden, , I und  2 und  ebenso  3 und  4 in  den 
makrodiagonalen  (d.  h.  in  den  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  lie- 
genden) Seitenkanten.  Die  unregelmüssig  verbrochenen  Flüchen,  wel- 
che das  untere  Ende  begrenzen,  sind  unter  jedem  Krvstalle  besonders 
abgebildet  worden.  In  die  Zeichnungen  sind  die  auf  den  Kanten,  den 
Pyramidenflächen  und  der  unteren  Bruchfläche  beobachteten  Ausschlüge 
des  Goldblättchens  im  Elektrometer  eingetragen  worden. 

Die  Krystalle  wurden  in  der  gewöhnlichen  Weise  bis  auf  die  zu 
prüfenden  Ecken  oder  Kanten  oder  Flüchen  in  kupferfeilicht  eingehüllt 
bis  97"  C.  erhitzt  und  dann  nach  dem  Bestreichen  mit  einer  Alkohol- 
flamme der  Abkühlung  überlassen.  Die  elektrischen  Spannungen  er- 
langen übrigens  nirgends  eine  beträchtliche  Stärke,  was  ihr  Uebersehen 
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bei  den  früher  angcstellten,  oben  mitgelheiltcn  Untersuchungen  hinrei- 
chend erklärt.  Die  grösste  Stärke  der  auf  den  Natrolithen  beobachteten 
elektrischen  Spannungen  erreicht  nicht  ein  Hundertstel  der  grössten  auf 
den  Skoleziten  gemessenen  Spannung*). 

Das  thermoelektrische  Verhalten  der  Natrolithkrystalle  ist  sehr  ein- 
fach. Die  an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonale  liegenden  (soge- 
nannten brachydiagonalen)  Seitenkanten  nebst  den  auf  ihnen  auftreten- 
den Flächen  ooPoo  sind  beim  Erkalten  negativ,  die  an  den  Enden  der 
Makrodiagonale  liegenden  (makrodiagonalen)  Seitenkanten  nebst  den 
auf  ihnen  auftretenden  Flächen  oo  f'oo  dagegen  positiv  elektrisch.  Auf 
den  Flächen  des  Prisma’s  ooP  geht  also  die  eine  Polarität  in  die  andere 
Uber.  Die  sämmtlichen  vier  von  mir  untersuchten  Krvslalle  waren  nur 
an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe  ausgebildet,  am  anderen  aber,  mit 
welchem  sie  angewachsen  gewesen,  verbrochen.  Das  ausgebildelc, 
die  Flächen  der  Pyramide  P tragende  Ende  ist  beim  Erkalten  positiv, 
die  am  unteren  Ende  vorhandene  unregelmässige  Bruchfläche  an  einem 
Krvslalle  positiv , an  den  drei  anderen  aber  negativ.  Ob  diese  Bruch- 
fläche positiv  oder  negativ  erscheint,  hängt  von  ihrer  Lage  im  ganzen 
Krystalle  ab,  wie  ich  dies  bereits  beim  Topas**)  gezeigt  habe,  wo  die 
parallel  mit  der  Hauptaxe  angeschlagenen  Durchgänge  je  nach  ihrer 
Lage  im  ganzen  Krvslalle  ebenfalls  positiv  oder  negativ  erscheinen  kön- 
nen. Liegen  die  angeschlagenen  Durchgänge  etwas  von  den  ausgebil- 
deten Enden  entfernt,  so  zeigen  sie  negative  Klektricität,  die  also  bei 
Topasbruchstücken  auf  den  Durchgangsflächen  am  häutigsten  sein  wird, 
ebenso  wie  sie  auch  beim  Natrolith  auf  den  Bruchflächen  dreier  Kry- 


*)  Cm  eine  ungefähre  Vorstellung  von  der  Stärke  der  auf  den  Natrolithen  beob- 
achteten und  mit  ihren  Zahtenw  erthen  in  die  Zeichnungen  Fig.  I . i unil  3 eingetrage- 
nen elektrischen  Spannungen  zu  gewinnen . wird  folgende  Angabe  dienen.  Wenn  die 
Spitze  des  l'latindrahtes  vergl.  diese  Abhandlungen  Bd.  14.  S.  380).  welche  den  ver- 
schiedenen Funkten  des  zu  untersuchenden  Krystalles  möglichst  genähert  wird . der 
Mitte  einer  isolirten  und  durch  Verbindung  mit  dem  Pole  einer  Volta'schen  Säule  elek- 
trisirten  Kupfcrplaltc  von  95"“*  Durchmesser  bis  auf  gleich  geringen  Abstand  wie  der 
Krystalllläche  Orter  Kante  nahe  gebracht  wurde,  so  entstand  ein  Ausschlag,  der  für 
I Element  Wasser , Kupfer  und  Zink , welches  mit  der  KupferplaUe  verbunden  war, 
nahe  I Skalen! heil  betrug;  der  grösste  bei  gleicher  Annäherung  der  Spitze  dos  Platin- 
drahtes  au  die  Seitenkanten  der  Natrolithkrystalle  beobachtete  Ausschlag  erreichte  nur 
4 Skalentlieile. 

**)  Diese  Abliandl.  Bd.  t 4 , S.  439. 
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stalle  Auftritt.  Dass  die  Bruchfläche  an  dom  einen  Kry  stall  Nu.  I,  Fig.  I) 
positiv  ist,  könnte  auch  vielleicht  durch  das  An-  und  Hineinwachsen 
mehrerer  kleiner  Nalrolithkry  stalle  in  den  unteren  Thcil  der  Fläche  1 
dieses  Krystalles  hervorgerufen  sein. 


B,  Skolezit. 

Die  Krystalle  des  Skolezils  gehören  zum  inonoklinoedrischen  Sy- 
steme; der  schiefe  Axenwinkel  beträgt  aber  noch  89° 6' , nähert  sich 
also  sehr  einem  rechten.  Auch  das  Prisma  oo  P nähert  sich , ebenso 
wie  beim  Natrolith,  sehr  einem  quadratischen,  indem  der  im  klinodiago- 
nalcn  llauptschnill  liegende  Kantenwinkel  9IU35‘  beträgt.  Die  Polkan- 
len  der  Grundpyramide  P.  welche  im  klinodiagonalen  llauptschnitte  lie- 
gen. messen  144"  20'  und  1 i i°  40'  und  die  beiden  anderen  gleichen 
I 43"  29’.  Das  Verhältnis»  der  Axen  ist  hiernach  0,9726  : I : 0,3389. 
weicht  also  nur  wenig  von  den  Axenverhitllnissen  des  Nalroliths  ab. 
Als  gewöhnliche  Conibinalion  wird  angeführt  ooP,  — und  — — ; sehr 
häulig  sind  Zwillinge,  bei  welchen  die  Verlicalaxe  die  Zw illingsaxe  und 
ooPoo  die  Zusamnumselzungsfläche  bildet,  und  beide  Individuen  schein- 
bar, ähnlich  wie  beim  Gyps,  einen  einfachen  Krystall  darstellen. 

Zu  den  folgenden  Untersuchungen  Uber  das  thermoelektrische  Ver- 
halten des  Skolczils  dienten  zunächst  drei  Krystalle,  die  ich  von  Herrn 
Th.  Schuchardt  in  Görlitz  mit  der  Angabe  des  Fundortes  Kandallah 
erhallen  halte.  Der  dickere  derselben  ist  an  beiden  Hmlen  verbrochen 
und  seitlich  von  den  Flächen  ooP  und  coi’oo  begrenzt.  Diebeiden 
anderen  sehr  dünnen  nadelförmigen  Krystalle  sind  nur  an  dem  einen 
Fäule  verbrochen  und  tragen  an  dem  anderen  gegen  die  Säuleuaxe  ge- 
neigte Flächen . von  denen  die  grösseren  einem  Orlhodoma . jedenfalls 
Poo,  angeboren.  Ausser  sehr  kleinen  Flächen  P sind  auch  noch  sehr 
kleine  Flächen  eines  Klinodonms,  wahrscheinlich  i’oo  wahr/.unehmen. 

Das  thermoelektrische  Verhallen  dieser  Skolezite  ist  nun  einfach 
folgendes : Die  klinodiagonalen  Seilenkanten  und  die  in  sehr  geringer 
Breite  auftretenden  Flächen  oo  Poo  nebst  den  anliegenden  Prismcn- 
llächcn  ooP  sind  beim  läkalleu  positiv,  dagegen  die  an  den  Fäulen  vier 
Orthodiagonale  liegenden  ziemlich  breiten  Flächen  ooi’oo  negativ.  Das 
ausgebi Idole  Fäule  der  Verlicalaxe  zeigt  beim  lä  kalten  sehr  starke  posi- 
tive lileklricität ; dieselbe  geht  aber  durch  Ucbergreilen  der  negativen 
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Polarität  von  den  Flächen  ooi’oo  bei  zwei  Krystallen  nach  längerer  Zeit 
nach  einer  halben  oder  auch  erst  nach  einer  Stunde)  zum  Theil  in  eine 
schwache  negative  über,  während  sic  bei  dem  dritten  bis  zuletzt  in 
|M>sitivein  Zustande  verbleibt.  Das  untere  verbrochene  linde  ist  beim 
Erkalten  negativ  und  behält  auch  diese  Polarität  bis  zum  Verschwinden 
aller  Polarität  bei. 

Die  elektrische  Erregung  der  untersuchten  Skolezite  ist  so  beträcht- 
lich, dass  sie  der  des  Turmalins  und  brasilianischen  Topases  gleich- 
kommt , dieselbe  öfters  sogar  ubertrilft.  Wiederholt  wurde  die  Unter- 
suchung durch  den  Umstand  gestört,  dass  während  des  Erhilzens  in- 
folge der  elektrischen  Auziehting  zahlreiche  Theilehen  des  Kupferfei- 
lichts, in  welches  die  Krystalle  eingebettet  waren,  auf  die  frei  liegenden 
Flächen  oder  Kauten  gesprungen  waren. 

Um  eine,  specielle  Untersuchung  der  einzelnen  Flächen  zu  ermög- 
lichen. musste  die  Emplindlichkeit  des  Elektrometers  beträchtlich  ver- 
ringert werden,  weil  sonst  bei  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes 
an  den  Krystall  das  Goldblättchen  gegen  die  seitlichen  Messingplalten 
getrieben  wurde.  Die  in  Fig.  I — 5 Taf.  II  und  III  eingetragenen  Zahlen 
sind  daher  nicht  mit  den  bei  den  anderen  Mineralien  vorzeichneten  Aus- 
schlägen zu  vergleichen.  Während  bei  der  Untersuchung  dieser  letzte- 
ren (mit  Ausnahme  des  Prchnits  und  eines  Axinites)  die  Emplindlichkeit 
des  Instrumentes  so  gross  war,  dass  ein  Element  Zinn-Kupfer- Wasser 
einen  Ausschlag  von  20  bis  23  Skalentheilen  gab,  wurde  die  Empfind- 
iichkeit  desselben  bei  den  Beobachtungen  auf  den  Skoleziten  durch  Ver- 
ringerung der  Anzahl  der  kleinen  Elemente  Zink -Kupfer- Wasser,  welche 
die  Messingplalten  zur  Seite  des  Goldblättchens  elektrisch  erhalten,  so- 
weit geschwächt,  dass  das  eben  genannte  Element  Zinn- Kupfer- Wasser 
nur  einen  Ausschlag  von  1,5  Skalentheilen  hervorrief;  die  Emplind- 
lichkeit war  jetzt  also  ungefähr  15  Mal  geringer  als  bei  den  übrigen 
Messungen. 


Krystall  No.  I.  Taf.  II,  Fig.  I. 

Der  Krystall  No.  I war  zwar  an  beiden  Enden  verbrochen  (die 
Hruehllärhe  am  oberen  Ende  erschien  etwas  convex,  die  am  unteren 
dagegen  etwas  eoncav) ; ich  stelle  ihn  aber  voran,  weil  seine  grösseren 
Dimensionen  eine  genauere  Untersuchung  seiner  Seitenflächen  ermög- 
lichten. In  Fig.  I Taf.  II  sind  die  einzelnen  Flächen  ooP  (I  bis  i und 
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die  beiden  Flächen  ooi’oo  in  geringem  Ahslande  neben  einander  in  na- 
türlicher Grösse  abgebildel.  Oberhalb  und  unterhalb  einer  Fläche 
ooi’oo  findet  sich  die  Projeclion  der  Bruchfläche  am  oberen  und  unte- 
ren Ende. 

Die  in  die  Zeichnungen  eingetragenen  Beobachtungen  weisen  die- 
selbe Verthcilung  der  Elektricität  nach,  wie  ich  sie  bei  den  Krystallcn 
des  Aragonits,  Gypses  u.  s.  w.  beobachtet  habe.  Sie  ist  vollständig  ent- 
scheidend dafür,  dass  wir  cs  beim  Skolezil  durchaus  nicht  mit  einem 
in  der  Richtung  der  verbeulen  Axo  hemimorph  gebildeten  Krystalle  und 
infolge  dessen  mit  einer  nur  an  den  Enden  der  verlicalen  Ave  mit  ent- 
gegengesetzten Polaritäten  auOretenden  elektrischen  Verthcilung,  wie 
beim  Turmalin,  dem  Kieselzinkerz,  dem  Zucker  u.  s.  w.  zu  thun  haben. 
Weder  beim  Turmalin  noch  beim  Zucker  lassen  sich  auch  nur  ange- 
nähert ähnliche  Verhältnisse  in  der  Verthcilung  der  Elektricität  auf  den 
Seitenflächen  wahrnehmen.  Ferner  hat  auch  die  Zwillingsbildung  nichts 
mit  der  Erzeugung  der  Elektricität  durch  Temperaluneränderungen  zu 
thun.  Es  gleichen  die  Zwillinge  des  Skolezits  in  ihrer  Bildungsweise 
den  analog  gebildeten  Zwillingen  des  Gypses;  ich  habe  aber  gezeigt, 
dass  die  Verthcilung  der  Elektricität  auf  diesen  Zwillingen  genau  die- 
selbe ist,  wie  auf  den  entsprechenden  Flächen  der  einfachen  Kry- 
slalle  *). 

Auch  lässt  sich  der  Umstand,  dass  an  Bruchstücken  die  beiden 
Enden  der  llauptaxe  entgegengesetzte  Elektricität  zeigen,  ja  dass  selbst 
beim  Zerbrechen  einer  Skolezitnadel  die  eine  der  zuvor  in  Berührung 
gewesenen  Flächen  positiv  und  die  andere  negativ  auflritt,  in  keiner 
Weise  als  Beweis  für  eine  nach  der  vertiealen  Axe  eines  vollständigen 
Kryslalles  auftretende  polar-elektrische  Verthcilung  aufstellen.  Denn  ganz 
analoge  Erscheinungen  habe  ich  bereits  ausführlich  beim  Topas**,  und 
beim  Gypsc  * * *)  beschrieben.  Wird  ein  sächsischer  Topas  nahe  der 
Mitte  oder  in  der  Nähe  des  unteren  angewachsen  gewesenen  Endes 
nach  seinem  llaupldurchgangc  zersprengt,  so  sind  beide  Durchgangs- 
flächen, die  zuvor  mit  einander  verbunden  gewesen,  heim  Erkalten 
negativ;  liegt  der  angeschlagene  Durchgang  dagegen  nahe  einem  aus- 
gebildeten Ende,  so  zeigt  die  Durchgaugsfläche  am  kleinen  Stücke  nega- 

* Diese  Abhaodl.  Bit.  18,  S.  187.  *•)  Diese  Abhandl.  Bit.  i i , S.  139. 

**'J  Diese  Alitiandl.  Bü.  18,  S.  190. 
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live,  am  grossen  alter,  ebenso  wie  die  ausgebildele  matte  Endfläche,  po- 
sitive  Spannung.  Heim  Gyps  treten  analoge  Vorgänge  beim  Spalten  paral- 
lel seinem  Hauptdurchgangc,  also  parallel  mit  den  Flächen  oof’oo  auf. 
Liegen  die  angeschlagenen  Durchgänge  nahe  der  Mitte,  so  sind,  weil 
die  äusseren,  ihnen  parallelen  Kr\ stallflächen  negative  Klcklriciläl  tra- 
gen, die  beiden  Durchgangsflächen  positiv;  liegt  die  Stelle,  an  welcher 
der  Krystall  zersprengt  wird , weiter  nach  aussen,  so  ist  der  Durchgang 
am  äusseren  dünneren  Stücke  positiv,  am  anderen  dickeren  Stücke  aber 
uegativ,  wenn  auch  schwächer,  als  die  äussere  mit  ihm  parallele  Fläche 
ooi’oo.  ln  gleicher  Weise  entsteht,  wenn  eine  Skolczitnadcl  zerbrochen 
wird  (wie  ich  mich  durch  einen  speciellen  Versuch  überzeugt  habe), 
auf  der  unteren  Bruchfläche  des  oberen  nach  dem  freien  Ende  hin  gele- 
genen Stückes  negative,  und  auf  der  mit  ihm  verbunden  gewesenen 
Bruchfläche,  also  am  oberen  Ende  des  linieren  Stückes  positive  Span- 
nung. Das  Anwachsen  des  unteren  Endes  wirkt  wie  eine  Verlängerung 
dieses  unteren  Endes  ins  Unbestimmte. 

Die  Umkehrung  der  positiven  Elektricität  auf  der  oberen  Bruch- 
fläche beim  Erkalten , welche  man  nach  Verlauf  einer  halben  Stunde 
beobachtet,  wird  durch  das  Hintibergreifen  der  sehr  starken  negativen 
Spannungen  auf  den  Flächen  oo-Pco  herbei  geführt;  die  in  die  Zeich- 
nung der  oberen  Fläche  eingetragenen  Zahlen  weisen  auf  dieser  Bruch- 
fläche in  der  Nähe  der  eben  genannten  Flächen  ooi'oo  die  geringste  posi- 
tive Spannung  nach.  Uebrigens  vermag  die  negative  Elektricität  zu  dieser 
Zeit  auch  nicht  die  ganze  Bruchfläche  einzunehmen ; der  Versuch  ergab, 
dass  bei  dem  vorliegenden  Krystalle  auf  der  -rechten  Seite  (also  in  der 
Nähe  der  rechts  gezeichneten  orthodiagonalen  Kante,  wo  in  der  Abbil- 
dung die  Zahl  -+-  16  steht),  die  positive  Elektricität  unausgesetzt  bis 
zum  Verschwinden  aller  elektrischen  Spannungen  forthestand. 

Krystall  No.  2 und  3.  Taf.  11,  Fig.  2 und  3. 

Die  sehr  dünnen  nadelffjrmigen  Krystalle  No.  2 und  3 tragen  am 
oberen  Ende  gegen  die  vertieale  Axe  geneigte  Flächen;  sind  daneben 
aber  auch  zum  Theil  etwas  verletzt.  Ich  habe  dieselben  in  Fig.  2 und 
3 in  einer  Ansicht  von  der  vorderen  und  hinteren  Seile  (den  klinodia- 
gonalen  Hauptschnitt  nach  dem  Beschauer  hin  gerichtet)  abgebildet  und 
nur  die  auf  den  Seitenkanten , sowie  die  auf  dem  oberen  und  unteren 
Ende  beobachteten  Polaritäten  durch  die  Farbe  (die  positive  durch  die 
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bräunliche , die  negative  durch  die  grünliche,  angedeutcl.  Auel)  diese 
beiden  Kryslalle  zeigen  trotz  ihrer  Kleinheit  ausserordentlich  starke 
elektrische  Spannungen.  Auf  dem  oberen  linde  des  Rrystallcs  No.  3 
bleibt  die  positisc  Spannung  dauernd  bestehen,  während  auf  dem  obe- 
ren linde  beim  Krystall  No.  2 nach  Verlauf  einer  Stunde  eine  schwache 
negative  Elektricitüt  erscheint. 

Kry  stall  gruppe  No.  4 und  5.  Taf.  III,  Fig.  4 und  5. 

Schliesslich  will  ich  noch  die  elektrische  Verlheilung  auf  zwei  dem 
hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen  radial  stünglichen  Skolez.it- 
massen  angeben , die  sich  ebenfalls  durch  starke  elektrische  Erregungen 
anszeiehnelen.  Ich  habe  versucht,  durch  die  Zeichnungen  in  Fig.  4 und 
5 Taf.  III  eine  ungefähre  Ansicht  derselben  zu  geben.  Die  Zeichnungen 
sind  übrigens  nur  in  halber  linearer  Grosse  ausgefülirl.  Die  abgebilde- 
ten, durch  Bruch  entstandenen  Flüchen  sind  selbst  verständlich  keine 
ebenen,  sondern  durch  die  auf  ihnen  hervortrelenden  Seitenflächen  der 
einzelnen  slüngellormigen  Kryslalle  gefurcht  und  überhaupt  yjieben. 
Die  einzelnen  KrystallsUIngcl  oder  Fasern  sind  öfter  auch  schon  in  der 
Mitte  der  Flächen  abgebrochen.  An  dem  oberen  Ende,  nach  welchem 
hin  die  Fasern  divergiren,  linden  sich  auch  Parlieen  ganz  anders  ge- 
richteter Fasern , die  ich  in  der  Zeichnung  enget', Ihr  angedeutet  habe. 

Das  Stück  No.  4 , FTg.  4 Taf.  III  bildet  fast  eine  dreiseitige  Pyra- 
mide, deren  Spitze  in  E liegt  und  deren  drei  Seitenflächen  die  Zeich- 
nungen EA , Elt  und  EC  darstellen.  In  n ist  eine  dunkelschwarzgrün 
geftirhte  amorphe  Masse  von  zersetztem  Basalt  eingewachsen ; kleinere 
Parlieen  dieser  Substanz  finden  sich  auch  noch  an  einigen  anderen  Stel- 
len. Die  auf  den  gezeichneten  Flüchen  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen sind  in  diese  Abbildungen  eingetragen.  Die  |>ositivc  Polarität 
tritt  auf  an  den  di\ eignenden  Enden  .1 , II  und  C,  und  zieht  sich  über 
die  Mitte  hinab  bis  gegen  die  Spitze  E,  an  welcher  negative  Eleklricilüt 
erscheint. 

Das  Vorwalten  der  positiven  Eleklricilüt  auf  diesen  Flächen  hängt 
jedenfalls  son  dem  Umstande  ab,  dass  die  einzelnen  Krystallstüugel  vur- 
zugsweise  mit  den  Flüchen  ocP  an  die  Oberfläche  treten. 

Bei  den  mannichfuchen  Verwachsungen  der  Arragonilkryslalle,  wel- 
che in  der  Verlheilung  der  Elcklricitül  auf  ihren  Seitenflächen  genau 
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deu  Krystallen  des  Skolezits  gleichen,  habe  ich  gezeigt*),  dass  Oberall 
da,  wo  die  positiven  Kittchen  oo  P die  Oberfläche  bilden , die  positive 
Elektriciläl,  dagegen  überall,  wo  Theile  der  Flächen  ooPoo  an  der 
Oberfläche  sichtbar  sind,  die  negative  Elektriciläl  erscheint.  Hiernach 
steht  zu  erwarten , dass  auch  die  durch  den  Bruch  in  den  radialstüng- 
lichen  .Massen  des  Skolezits  entstandenen  Flächen  negative  Spannung 
zeigen  können,  wenn  nämlich  die  in  dem  Bruche  liegenden  Flächen  der 
einzelnen  Kryslalle  den  negativen  Flächen  oo  i’oo  angehören. 

Dieses  Verhalten  zeigt  nun  in  der  Thal  das  aus  ähnlichen  stäng- 
lichen  Massen  gebildete  Handstück  No.  5.  Dasselbe  bildet  ungefähr  eine 
vierseitige  Pyramide,  von  deren  Seitenflächen  zwei,  A und  l ) breiter 
sind,  als  die  beiden  anderen,  ß und  C;  Fig.  5 Tal'.  III  stellt  dieselben  in 
halber  linearer  Grösse  dar.  Zwei  dieser  Flächen  AE  und  BE  sind  an 
den  divergirenden  Enden,  in  der  Mitte  bis  gegen  das  Gentium  der  Fasern 
hin  positiv,  und  nur  ganz  iu  der  Nähe  dieses  Gentrums  (der  Spitze  E)  fin- 
det sich  schwache  negative  Spannung,  die  namentlich  auf  der  Fläche 
UE  nur  dann  deutlich  hervortritt,  wenn  alle  übrigen  Flüchenslücke  mit 
Ausnahme  des  an  der  Spitze  E gelegenen  Theiles  mit  Kupferfeilicht  be- 
deckt werden.  Dagegen  erscheinen  diu  beiden  anderen  Flächen  C E 
und  l)E  in  ihrer  guuzen  Ausdehnung  negativ. 


Datolith. 

Dei  Datolith  wurde  1806  von  Esmark  (daher  auch  Esmarkit)  auf 
den  Magneteisensleinlagern  bei  Arendal  entdeckt  und  nach  seiner  kör- 
nigen Beschaffenheit  benannt.  Seine  krystalle  gehören  zum  mono- 
klinocdrischen  Systeme;  indess  ist  die  Abweichung  des  Winkels  zwi- 
schen der  Hauptaxe  und  der  Klinodiagouale  von  einem  rechten  ausser- 
ordentlich gering;  sie  beträgt  nur  9’,  sodass  von  manchen  Krystallo- 
graphen  der  Datolith  dem  rhombischen  Systeme  zugezähll  wird.  Aber 
auch  bei  dieser  letzteren  Annahme  muss  zugestanden  werden,  dass  das 
Auftreten  der  verschiedenen  Gestalten  nicht  dem  rhombischen,  sondern 
dem  monoklinoedrischen  Typus  entspricht. 


*)  Diese  Abhandl.  Bd.  15,  S.  38?, 
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Die  gewöhnlich  aullrctendcn  Kryslallgeslalten  sind:  OP,  ooP, 
ooP2,  ooPoo;  — 4 P-  P2;  l’oo  und  Ji’oo.  Dazu  konunen  nochooi’oo, 
i’oo,  und  mehrere  Pyramiden  5 P 2 , P2  u.  s.  w. 

Aus  den  gemessenen  Winkeln  ergeben  sich  die  Yerhiillnis.se  der 
Rlinodiugonalc  zur  Orthodiagonale  und  zur  verticalen  Axe  = 1,2090: 
I : 1,2050,  wtilirend  der  schiefe  Axenwinkel  89" 51’  beträgt.  Auf- 
fällig ist  die  angenäherte  Gleichheit  der  verticalen  Axe  und  der  Klino- 
diagonale, sodass,  wenn  man  die  beiden  obengenannten  Axcn  als  gleich 
und  den  Axenwinkel  als  rechten  nimmt,  und  die  Orthodiagonale  auf- 
recht stellt,  das  Axenkreuz  dem  tetragonalen  Systeme  entsprechen 
würde*). 

Der  Dalolith  besieht  aus  37,50  Kieselsäure,  21,88  Borsäure,  35,00 
Kalk  und  5,62  Wasser,  welches  letztere  erst  in  starker  Glühhitze  ent- 
weicht. 

Ich  habe  sieben  aus  Andreasberg  stammende  Krystalle  auf  ihr 
thermoelektrisches  Verhalten  untersucht.  Bei  der  Uebereinstimmung 
der  erhaltenen  Resultate  wird  es  genügen,  nur  drei  derselben  näher  zu 
beschreiben.  Von  diesen  letzteren  erhielt  ich  No.  I und  2 von  Herrn 
Professor  W e i s h a c h aus  den  Freiberger  Sammlungen,  und  No.  3 von 
Herrn  Professor  Karsten  aus  der  l nivcrsilülssammlung  in  Kiel. 

Die  Vertheilung  der  Klcktricitül  auf  einem  vollständig  ausgebilde- 
lun  Krystalle  gestaltet  sich  sehr  einfach  : die  Endflächen  sanunl  den 
kiinodiagonalen  Seitenkanten  und  den  diesen  anliegenden  Theilen  der 
PrismenflOchen  sind  negativ  , die  orthodiagonalen  Seitenkanten  nebst 
den  ihnen  benachbarten  Theilen  der  Prismenflächen  aber  positiv.  Ist 
das  eine  Ende  der  verticalen  Axe  verbrochen,  so  kann  es  je  nach  sei- 
ner Lage  zum  ganzen  Krystalle  noch  negativ  oder  auch  positiv,  oder 
theils  negativ,  iheils  positiv  sein. 

Es  ist  merkwürdig,  dass  diese  Vertheilung  auch  mit  der  oben  an- 
geführten Auffassung  der  Krystalle  als  dem  tetragonalen  Systeme  ange- 
hörig, nicht  im  Widerspruch  ist.  Bei  einer  solchen  Annahme  würde 
der  Datolith  den  Krvstallen  des  Apophyllites , des  Wiluiles  u.  s.  vv.  glei- 
chen; die  Hauptaxe  trüge  an  ihren  Enden  die  positive  Polarität,  wäh- 
rend die  negative  den  Nebenaxen  angehörte. 

' Dana  glaubt  auch , dir  im  Tunnel  voll  bergen  Hill  in  New  Jersey  verkom- 
menden sehr  flüchcnreielien  Krystalle  so  stellen  zu  müssen,  dass  die  oben  als  Ortlio- 
diagonalc  betrachtete  Ave  zur  verticalen  Ave  genommen  wird. 
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Krystall  No.  1.  Taf.  IN,  Fig.  1. 

Der  Fig.  I , Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  abgebildete  Krystall  ist 
an  seinem  oberen  Kmle  und  an  den  Seiten  von  Kryslallfliichen  begrenzt, 
die  ziemlich  gut  ausgehildet  sind;  nur  an  der  (in  der  Zeichnung  der  obe- 
ren Kndflüche)  durch  utiyä  hezeiclinele  Stelle  ist  ein  Mangel,  indem 
das  eben  angedentete  Stück  iingeftibi'  3“m  tiefer  liegt,  als  der  übrige 
Theil  der  Endfläche.  Es  sieht  aus,  als  obein  kürzerer  Krystall  in  den 
längeren  so  eingewachsen,  dass  er  am  oberen  Ende  um  die  angegebene 
Grösse  kürzer  ist,  dagegen  mit  seinen  Seitenflächen  genau  in  die  Ebe- 
nen der  Seitenflüchen  des  grösseren  Krystalles  füllt,  Am  unteren  Ende 
ist  der  Krystall  verbrochen.  Seine  Masse  ist  nur  durchscheinend. 

Die  llauplbegrcnzung  bilden  die  Flüchen  OP  und  ooP;  dazu  treten 
noch  kleine  Flüchen  \on  ooP2,  Poo , 00P00,  P2 , P2. 

Wahrend  die  eine  negative  Zone  auf  der  einen  klinodiagonalen 
Kante  ziemlich  ausgedehnt  ist , erscheint  sic  auf  der  gegenüberliegen- 
den nur  in  den  mittleren  und  unteren  Thcilcn.  Oie  untere  unebene 
Bruchflüche  ist  zum  grössten  Theile  positiv,  und  nur  in  der  Nähe  der 
schwächeren  negativen  Seitenkante,  gewissermassen  zur  Ergänzung, 
negativ;  die  negative  Zone  scheint  auf  dieser  Seile  abwärts  gedrückt. 

Krystall  No.  2.  Taf.  III,  Fig.  2. 

Der  in  Fig.  2,  Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  dargeslellle  Krystall 
gleicht  in  seiner  Masse  dem  vorhergehenden ; doch  finden  sich  darin 
auch  kleinere  durchsichtige  Partieen.  Kr  wird  hauptsächlich  begrenzt 
von  den  Flüchen  OP,  ooP  und  ooP2,  welche  letzteren  Flüchen  bei  ihm 
ausgedehnter  sind,  als  bei  dem  vorhergehenden.  Ausserdem  trügt  er 
noch  die  Flüchen  Poo,  ooPoo,  Poo  und  4P. 

Die  unregelmiissige  Bruchflüche  am  unteren  Ende  ist  in  ihrer  gan- 
zen Ausdehnung  positiv;  die  Intensität  dieser  positiven  Spannung  ist 
jedoch  geringer,  als  die  der  negativen  auf  der  oberen  Flüche  OP. 

Krystall  No.  3.  Taf  III,  Fig.  3. 

Das  Krystallhruchslilck  No.  3 ist  seitlich  nur  in  der  einen  in  Fig.  3 
Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  abgebildeten  Hüllte  von  Kryslallflüchen 
(00  P und  00  P 2}  begrenzt , während  die  andere  Hälfte  verbrochen  ist. 
wie  dies  auch  die  Abbildung  der  oberen  Endfläche  zeigt.  Das  untere 
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Endo  trügt  cino  sehr  unebene  Bruchflüche.  Die  Flüchen  ooP2  sind  an 
diesem  Krvstalle  grosser , als  hei  den  beiden  vorherboschriebenen  Kry- 
s lallen.  Sehr  schmal  sind  die  Flüchen  ooPoo. 

Auf  dem  ausgebildeten  Theile  findet  sich  die  Eleklricilüt  in  nor- 
mnler  Weis«*  vertheilt ; dagegen  ist  der  von  Hruchflüehon  gebildete,  in 
der  Zeichnung  nicht  dargestellte  Theil  der  seitlichen  Begrenzung  überall 
positiv,  wenn  auch  schwacher  gegen  diejenigen  Stellen  hin,  wo  die 
klinodiagonalen  Scilenkanlcn  liegen  würden.  Die  llruchflüchc  am  unte- 
ren Ende  ist  gleichfalls  positiv,  wührend  die  Flüche  OP  am  oberen  Ende 
eine  starke  negative  Spannung  besitzt. 


Axlnit. 

Der  Axinil  wurde  1 7K I von  Saussure  in  den  Düngen  der  llorn- 
hlendeschiefer  an  «1er  Halme  d Am  is  bei  llourg  d'Oisatis  {südöstlich 
von  fircnoble  im  Dop.  der  Isere)  entdeckt.  Seim*  Krystalh*  beschrieb 
zuerst  Roine  de  l’lsle  und  führt  sie  als  gehört  lenlieuluire  auf.  Werner 
nannte  ihn  nach  seinem  Funilorte  Thum  in  Sachsen  Thumerstein ; den 
Namen  Axinil  hat  Hau  y eingeführt. 

Die  Krvstalle  lies  Axinits  gehören  zum  triklinoedrischen  Systeme, 
und  in  Beireif  ihrer  Stellung  und  der  Auflassung  ihrer  Flüchen  sind  bis 
jetzt  sehr  verschiedene  Ansichten  ausgesprochen  worden , so  dass  man 
in  Bezug  hierauf  nur  die  Worte  Hauy’s  wiederholen  kann:  „Tout  con- 
court  si  olfrir  un  de  ces  problemes  compliqucs,  qui,  apres  avoir  re- 
lourncs  de  mille  manieres,  ne  laissent  pas  fesprit  pleineuient  salisfait 
iles  resultats." 

Da  die  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Therinnclcklriritül  der 
Krv  stalle  ausnahmslos  eine  enge  B«*ziehung  zwischen  der  l.age  der  elek- 
trischen Pole  und  der  kry  stenographischen  Axen  gezeigt  haben,  so  liess 
sich  erwarten,  dass  das  elektrische  Verhalten  des  Axinits  Uber  die  Lage 
der  krystallographischen  Axen  Aufschluss  geben  würde.  Diese  Erwar- 
tung scheint  sich  in  der  Thal  erfüllt  zu  haben,  indem  die  elektrische 
Vertliciliing  sich  nur  an  eine  der  bisherigen  Auffassungen  anschliesst, 
und  zwar  an  die  von  Dativ  angenommene*)-  Ich  werde  die  von  Hauy 

V 

Wenn  der  Umstand,  dass  die  Flächen  I*  und  u oft  parallel  mit  ihren  Combi- 
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gewühlte  Stellung  daher  auch  sogleich  den  Ahbildnngen  der  Kry  stalle 
zu  Grunde  legen , und  die  einzelnen  Flüchen  derselben  mil  den  ihnen 
von  II  a ii  y beigelegten  Kuchstaben  bezeichnen. 

F.in  unüberwindliches  Ilinderniss  für  die  richtige  Auffassung  der 
elektrischen  Verlheilung  auf  den  Axiniten  bildete  für  mich  lange  Zeit 
der  Mangel  an  ringsum  vollständig  ausgebildeten  Krj stallen,  und  erst 
nach  Erlangung  solcher  war  es  mir  möglich,  die  Lage  der  elektrischen 
Zonen  mit  Sicherheit  zu  bestimmen. 

Die  Eigenschaft  des  Axinits,  durch  Temperaturünderung  elektrisch 
zu  werden,  ist  von  Brard  entdeckt  und  in  dem  Mimucl  du  Miiirrulnyisli • 
et  du  Groloffur  voi/ageur  beschrieben  worden  “).  Nach  Hau y soll  nur 
ein  Theil  der  Axinitkryslalle  elektrisch  sein;  ein  Ausspruch,  der  Hin- 
durch die  damaligen  unvollkommenen  Hülfsmitlel  zur  Wahrnehmung 
schwacher  elektrischer  Spannungen  veranlasst  ist.  Befangen  in  der  An- 
sicht, dass  alle  elektrischen  Kry stalle  Verletzungen  der  Symmclriegesetzc 
zeigen  müssten,  fügt  llauy  dann  noch  hinzu“*):  „Avant  observe  de- 
puis  avec  attention  les  cristaux  d’axinite,  j’en  ai  Irouvc  plusieurs,  donl 
les  formes  derogeaienl  ii  la  Symmetrie,  et  ils  etaienl  preciscmcnl  de 
ceux,  i|ui  deviennenl  electriques  par  la  chaleur.“  Indess  ein  Hemimor- 
phismus,  wie  ihn  llauy  unter  der  Verletzung  der  Symmetrie  .versteht, 
und  wie  er  sich  beim  Turmalin,  Kieselzinkcrz  u.s.  w.  lindcl,  existirl  beim 
Axinit  nicht;  seine  Kryslallc  tragen  an  den  Enden  jeder  Axe  im  Allge- 
meinen dieselben  Flüchen,  wenn  auch  öfter  in  verschiedener  Ausdeh- 
nung; das  günzliche  Fenlen  einer  Flüche  ist  nur  ein  zufüllig  eingelrete- 
ner  Mangel,  wie  er  fast  bei  allen  Mineralien  vorkommt. 

Lieber  die  Art  der  elektrischen  Verlheilung  macht  llauy  keine 
Andeutung;  die  erste  bestimmte  Angabe  hierüber  lindet  sich  in  der 
Abhandlung  von  Riess  und  G.  Hose  Uber  die  l’yroelektricilüt  der  Mi- 
neralien Es  heisst  daselbst:  „Stets  fand  sich  ein  antilogcr  (d.  h. 

beim  Erkalten  positiver)  Pol  auf  der  kleinen  gewöhnlich  dreieckigen 


nationskanten  gestreift  sind,  eine  verlirnle  Stellung  dieser  Flachen  zu  fordern  scheint, 
so  würde  doch  eine  solche  Stellung  den  auf  den  Axiuitkryslallen  beobachteten  elektri- 
schen Yertheilungcn  nicht  gut  entsprechen. 

*)  llauy,  Tratte  du  mineral.  II.  Ed.  T.  II.  p.  560. 
llauy,  Traite  de  ? ninerah  II.  Ed.  T.  II.  p. 

Abhaodl.  der  Herl.  Akad.  1813.  S.  8i. 
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Flüche  n *) , ein  analoger  d.  h.  beim  Erkalten  negativer)  Pol  unter- 
halb der  stets  sehr  glanzenden  Flüche  *,  an  der  scharfen  Ecke  zwischen 
den  Flüchen  n.  x und  dem  hinteren  /',  und  ein  zweiter  an  <ler  ihr  paral- 
lelen  oberen  Ecke.  Die  Kryslalle  waren  alle  an  einer  Seile  verbroclien, 
so  dass  sich  keiner  unter  ihnen  fand,  welcher  beide  Flüchen  « zeigte, 
aber  an  einigen  fand  sich  die  linke  obere,  an  anderen  die  rechte  untere, 
und  beide  waren  stets  anlilog  elektrisch;  im  Allgemeinen  die  anlilogen 
Pole  starker  als  die  analogen  Pole.“ 

Wie  hieraus  erhellt,  benutzten  Riess  und  G.  Rose  bei  ihren  Un- 
tersuchungen nur  abgebrochene  Kryslalle;  dieselben  stammten  vorzugs- 
weise aus  dem  Dauphine.  Nach  ihrer  Angalie  konnten  zwei  unter  den 
15  von  ihnen  geprüften  Kristallen  nicht  elektrisch  gemacht  werden, 
darunter  ein  um  und  um  ausgebildeler  Kryslall.  Es  ist  aber  aus  ihrem 
Ausdrucke  nicht  zu  ersehen,  ob  der  ringsum  ausgebildete  Kryslall  auch 
dem  Dauphine  angchürte;  stammt  derselbe  von  einem  anderen  Fund- 
orte, z.  B.  vom  Scopi,  so  reichten  allerdings  die  damaligen  Elektrometer 
nicht  hin,  um  die  elektrische  Spannung  auf  seinen  Flüchen  mit  Sicher- 
heit zu  bestimmen. 


I.  Kristalle  vom  Scopi. 

Ich  habe  sieben  ringsum  ausgcbildele  Kryslalle  vom  Scopi  unter- 
sucht, und  dieselben  in  zwei  Ansichten,  von  denen  die  erste  die  vordere, 
die  zweite  die  hintere  heissen  möge,  auf  Tafel  III,  Fig.  I bis  7 in  dop- 
pelt linearer  Vergrösserung  abgebildel.  Die  Flüchen  der  vorderen  Seile 
sind  mit  dem  Buchstaben  u,  r,  p,  x und  x,  und  die  parallelen  Flüchen 
der  hinteren  Seite  mit  den  entsprechenden  Buchstaben  p\  r\  x’  und 
r‘  bezeichnet. 

Die  Kryslalle  sind  an  Grösse  und  Gestalt  fast  genau  gleich,  und 
zeigen  nur  durch  die  mehr  oder  weniger  grosse  Entwickelung  der  Flü- 
chen x und  x,  sowie  *'  und  x geringe  Unterschiede. 

Auf  beiden  Flüchen  r und  r findet  sich  bei  sümmllichcn  Kristallen 
eine  Bildung,  als  ob  ein  anderer  dünner  Axinitkryslall  in  ein  wenig  ab- 
weichender Richtung  auf  der  Flüche  r von  der  Kante  (ru)  durch  den 
Krystall  hindurch  gesteckt  ivüre,  so  dass  sein  anderes  Ende  auf  der 

•)  Diese  Flüche  n liest  da,  wo  die  Flüchen*  r,  /'  und  u . oder  r\  /*'  und  « zu- 
saiuinenstossen. 
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Fläche  r in  der  Nähe  der  Kante  (r'u)  wieder  hervortritt.  Ich  konnte 
auch  sagen , der  Krystall  erscheint  auf  der  Fläche  r in  der  Nähe  der 
Kante  ( ru)  und  auf  der  Fläche  r in  der  Nähe  der  Kante  (r'u)  etwas 
aufgeblättert. 

Die  Krystalio  sind  durch  beigemengten  Chlorit  dunkelgrün  gefärbt; 
die  Beimengung  ist  aber  so  fein,  dass  die  Flächen  meistens  stark  glänzen. 
Auf  den  Flächen  r zeigt  sich  eine  schwache  vertikale,  und  auf  den  Flä- 
chen u eine  schwache  der  Kante  up  parallele  Streifung , wahrend  auf 
den  Flächen  p,  * und  x eine  Streifung  nicht  wahrzunehmen  ist. 

Krystall  No.  1 — 6.  Taf.  III,  Fig.  I — 6. 

Es  wird  zweckmässig  sein,  die  Beobachtungen  an  den  sechs  Kry- 
stallcn  No.  I bis  6 zusammenzufassen,  da  ja  im  Allgemeinen  bei  der 
fast  völligen  Gleichheit  derselben  an  Gestalt  und  Grösse  sehr  wesentliche 
Abweichungen  nicht  zu  erwarten  sind. 

Die  Krystalle  werden  vorzugsweise  von  den  Flächen  r,  u und  p, 
sowie  von  den  mit  ihnen  parallelen  F,  «'  und  p begrenzt.  Stellen  wir, 
wie  dies  in  der  Zeichnung  geschehen  ist,  die  von  den  Flächen  r,  «,  r' 
und  u gebildeten  Kanten  vertical,  so  bilden  die  eben  genannten  Flä- 
chen ein  verticales  Prisma  mit  rhomboidischem  Querschnitte,  auf  welches 
p und  p als  doppelt  schiefe  Endflächen  aufgesetzt  sind. 

Ausserdem  treten  noch,  wenn  auch  bei  den  meisten  nur  in  geringer 
Breite,  die  Flachen  s und  »'  auf,  welche  die  Kanten  ru  und  r'u  abslum- 
pfen,  und  mit  p und  resp.  p eine  horizontale  Kante  bilden ; sie  lassen 
sich  also  als  die  Flachen  eines  Pinakoids  betrachten.  Bei  den  Krystallen 
No.  I,  2 und  3 sind  alle  Flächen  s und  s sehr  schmal,  bei  No.  4,  5 und 
6 dagegen  breiter,  bei  No.  6 sogar  breiter  als  die  benachbarten  Flächen 
u und  u'. 

Die  kleinen  Flächen  x und  x bilden  mit  den  Flächen  * und  p,  so- 
wie *'  und  p gleichfalls  horizontale  Kanten,  und  gehören  also  einem 
Doma  an.  Sie  fehlen  bei  dem  Krystalle  No.  I gänzlich  und  sind  bei 
No.  2 und  3 nur  sehr  klein.  Bei  No.  3 tindet  sich  am  unteren  Ende  der 
Fläche  u eine  kleine  dreieckige  Fläche;  ihr  Durchschnitt  mit  u ist  aber 
nicht  der  Kante  pu  parallel.  Ihre  matte  Beschaffenheit  lässt  keine  ge- 
nauere Bestimmung  zu. 

Die  zweite  rechts  abgebildcte  Ansicht,  die  oben  als  die  Ansicht 

Abbandl.  d.  K.  S.  (JeiflUch.  d.  Wissen»eh.  XX.  4 
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der  hinteren  Seite  bezeichnet  ist,  entsteht,  wenn  der  Krystall  aus  der 
ersten  links  gezeichneten  Lage  um  die  Kante  ur  uni  180°  gedreht  wird. 

Ich  habe  die  Zeichnungen  in  doppelt  linearer  Grösse  ausgeführt, 
um  wenigstens  den  grössten  Theil  der  auf  den  einzelnen  Flachen  aus- 
geführten Messungen  eintragen  zu  können. 

Aus  der  Gesammtheit  der  auf  den  Krystallen  No.  I bis  6 gemach- 
ten Beobachtungen  ergeben  sich  nun  folgende  Resultate: 

Die  schiefen  Endflächen  p und  p zeigen  beim  Erkalten  negative 
Eleklriciläl,  und  zwar  liegt  die  grösste  Stärke  derselben  in  der  Mitte  die- 
ser Flächen,  und  nimmt  nach  den  Rändern  hin  ab.  Zwischen  den  beiden 
Rändern  der  Flächen  p und  p,  welche  an  die  Flächen  r und  r grenzen, 
ist  in  der  Stärke  der  elektrischen  Spannung  kein  wesentlicher  Unter- 
schied; die  kleinen  Differenzen  können  einfach  durch  den  Umstand  be- 
dingt sein,  dass  die  Spitze  des  Platindrahles  der  Fläche  nicht  immer 
genau  in  gleichem  Abstunde  von  ihrem  Rande  genähert  wurde.  Auch 
zwischen  den  beiden  an  die  Flächen  u und  m'  auslossenden  Rändern  ist 
kein  erheblicher  Unterschied  in  der  Intensität  wahrzunehmen,  ausser 
beim  Krystalle  No.  C,  wo  die  negative  Spannung  auf  p gegen  « und  auf 
p gegen  u hin  etwas  grösser  ist  als  an  dem  gegenüberliegenden  Rande. 
Die  Endpunkte  der  verticalen  Axe  tragen  also,  wenn  ich  diesen  Aus- 
druck gebrauchen  darf,  die  negativen  Pole. 

Von  den  beiden  gegen  diese  vcrlicale  Axo  schiefen  Axen  endigt 
die  eine  in  den  Kanten  rti  und  u r',  die  andere  in  den  Kanten  ru  und  ru. 

Die  verticalen  Kanten  ru  und  ur'  sind  nun  positiv,  und  zwar 
nimmt  die  positive  Spannung  sowohl  auf  den  Flächen  r und  r , als  auch 
auf  den  Flächen  u und  u'*)  gegen  die  Kanten  ru'  und  ur  in  sehr  be- 
stimmter Weise  zu,  so  dass  auf  ihnen  also  die  positiven  Polo  liegen. 
Eine  genauere  Durchsicht  der  in  die  Figuren  eingetragenen  Messungen 
zeigt  aber  ferner,  dass  auf  sämmllichen  Flächen  r am  linken  (an  u gren- 
zenden) Rande  die  positiven  Spannungen  von  oben  nach  unten  hin 
wachsen,  während  sie  auf  den  Flächen  r am  linken  (an  u grenzenden) 
Rande  in  der  entgegengesetzten  Richtung  von  unten  nach  oben  hin 
wachsen.  Die  Maxima  der  positiven  Spannung  liegen  also  auf  der 
Kante  u'r  am  unteren  und  auf  der  Kante  ur'  am  oberen  Ende;  ihre  Ver- 

*)  Aut  einigen  der  Flächen  u und  u konnte  die  elektrische  Spannung  nicht  mit 
Sicherheit  bestimmt  werden. 
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biudungslinie  sieht  also  auffallender  Weise  fast  senkrecht  auf  der  vcrti- 
caleu  Axe.  Da  die  positive  Polarität  dieser  Kanten  der  negativen  der  End- 
flächen p und  p'  entgegengesetzt  ist,  so  tritt  sie  stark  hervor ; wie  auch 
bei  allen  früher  untersuchten  Krvstallcn  des  rhombischen  und  des  monokli- 
noedrischcn  Syslemes  stets  beobachtet  wurde,  dass  diejenige  Polarität 
auf  den  Scitenkanlen  und  Seitenflächen,  welche  der  Polarität  der  End- 
flächen entgegengesetzt  ist,  besonders  kräftig  ist,  und  sich  so  beträcht- 
lich ausbreitet,  dass  daduich  die  entgegengesetzte  (d.  h.  die  mit  der  auf 
den  Endflächen  gleichnamige)  Elektricität  auf  den  Seilenkanlen  und  Sei- 
tenflächen nur  schwach  und  in  geringer  Ausdehnung  erscheint,  ja  öfter 
auf  den  ihr  entsprechenden  Kanten  ganz  unterdrückt  wird.  Als  Beweis  da- 
für mag  es  genügen,  auf  die  in  meinen  elektrischen  Untersuchungen  ange- 
führten Beobachtungen  an  den  sächsischen  Topasen  No.  1 bis  5"),  und 
an  den  Orthoklasen  No.  I bis  (i  ’ ’)  zu  verweisen.  Da  bei  diesen  Kry- 
stallen  die  Endflächen,  entgegengesetzt  wie  beim  Axinit,  positiv  sind, 
so  tritt  auf  den  Seitenflächen  und  Seitenkanten  die  uegative  Elektricität 
in  grosser  Ausdehnung  auf,  während  die  positive  Zone  an  den  ihr  ent- 
sprechenden Seitenkanten  eine  nur  geringe  Breite  besitzt  oder  auch 
wohl  gar  nicht  oder  nur  in  einem  Theile  der  Kanten  sichtbar  wird. 

Da  beim  Axinit  die  Endflächen  negativ  sind , so  werden  wir  also 
auf  den  Seitenflächen  und  Kanten  keine  ausgedehnten  negativen  Zonen 
zu  erwarten  haben,  ja  wir  werden  sie  an  den  betreffenden  Stellen  bis- 
weilen gar  nicht  nachzuweisen  vermögen.  Diese  negativen  Pole  müssen 
liciin  Axinit  an  den  Kanten  r«  und  i 1 u auftreten,  und  sie  finden  sich 
auch  daselbst  an  dem  Krvstall  No.  1,  während  sie  am  Krystall  No.  i 
nur  an  der  Kante  ru , und  beim  Krystall  No.  3 nur  an  der  Kante  ru 
wahrgenommen  werden. 

Einen  eigcnthuinlichen  Einfluss  scheint  die  Verbreiterung  der  Flä- 
chen x und  welche  die  negativen  Kanten  r u und  i'  u abslumpfen, 
auszuüben,  indem  sie  die  negative  Polarität  daselbst  verstärkt.  Am  brei- 
testen treten  diese  Flächen  * und  x am  Krystall  No.  ö auf;  infolge  dessen 
erscheint  nun  an  diesen  Stellen  eine  so  starke  negative  Polarität,  dass 
sie  die  positive  der  Flächen  « und  u verdrängt  oder  wenigstens  ver- 
nichtet. Das  Auftreten  einer  stärkeren  und  ausgedehnteren  negativen 


•;  niese  Abli.  Bit.  I I.  Taf.  I.  Fig.  1—5. 

*•)  Diese  Abh.  Bit.  IS.  Tar.  II.  Fig.  1—6. 

«♦ 
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Zone  an  den  Kanten  ur  und  »V,  unil  die  grössere  Ausdehnung  der  sie 
abstumpfcndcn  Kittchen  x und  x entstammen  jedenfalls  derselhen  Ursache. 

Die  normale  elektrische  Vertheilung  an  einem  vollkommenen  Axinit- 
krvstalle  ist  also  die  folgende:  Auf  den  schiefen  Endflächen  p und  p so- 
wie an  den  stumpfen  Seitenkanten  r«  und  r u liegen  negative,  an  den 
Enden  der  scharfen  Seilenkanlen  ru  und  r u dagegen  positive  Zonen. 
Dass  das  Maximum  der  positiven  Spannung  hei  den  vorstehend  beschrie- 
benen Krystallen  an  der  Kante  ru  am  unteren,  an  der  Kante  r' u aber 
am  oberen  Ende  liegt,  ist  wohl  eine  Folge  ihrer  speciellen  Dimen- 
sionsverhältnisse. 


Kry stall  No.  7.  Taf.  III,  Fig.  7. 

Schon  öfter  habe  ich  darauf  hingewiesen,  dass  Fälle  Vorkommen, 
wo  durch  innere  Vorgänge  hei  der  Bildung  der  Krystalle  eine  Verände- 
rung in  der  elektrischen  Vertheilung  bewirkt  wird,  ohne  dass  sich  auf 
der  äusseren  Oberfläche  der  Krystalle  irgend  ein  Anzeichen  für  eine 
solche  Abweichung  von  der  normalen  Vertheilung  der  Elektricität  auf- 
linden  lässt.  So  ist  cs  z.  B.  eine  ziemlich  häufige  Erscheinung  an  den 
gelben  und  grltnen  Beryllen*),  dass  von  den  Seitenflächen,  welche 
normal  die  negative  Spannung  darbieten,  eine  oder  selbst  zwei  positiv 
erscheinen. 

In  ähnlicher  Weise  ist  nun  auch  heim  Axinit  No.  7 eine  Störung 
eingetreten,  welche  sich  äusserlieh  durch  kein  Anzeichen  verräth:  es 
erscheint  nämlich  die  Fläche  r in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 
Während  auf  dieser  Fläche  sonst  die  positive  Elektricität  von  dem  linken 
Rande  ru  nach  dein  rechten  ru  hin  ahnimmt,  steigt  auf  der  negativen 
Fläche  r No.  7 die  negative  Spannung  in  derselhen  Richtung;  ihre 
Aenderung  findet  also  in  demselben  Sinne  statt  wie  auf  den  positiven 
Flächen  r,  d.  h.  in  beiden  F'älien  geht  sie  in  der  Richtung  von  rechts 
nach  links  nach  der  negativen  Seite  hin.  Auch  auf  der  benachbarten 
Flächo  u ist  wohl  durch  dieselbe  Ursache  die  positive  unterdrückt;  je- 
doch steigt  auf  ihr  die  negative  vom  rechten  Rande  (ur)  zum  linken 
(ur  oder  us).  Auf  der  Kante  ur'  liegt  also  ein  negatives  Minimum  als 
Anzeichen  der  hier  unterdrückten  positiven  Zone. 

Zum  Ersatz  für  die  auf  r und  u unterdrückte  positive  Zone  tritt 


*)  Siehe  diese  Abh.  1kl.  18,  Tat.  II,  fierjll  No.  3 — 6,  und  No.  7 — 10. 
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nun  die  positive  Spannung  auf  der  Flüche  r mit  einer  Stürke  auf,  wie 
sie  bei  keinem  der  früheren  sechs  Krystallc  beobachtet  worden  ist. 


II.  Krystalle  von  Bourg  d’Oisans. 

Krystall  No.  8.  Taf.  III,  Fig.  8. 

Es  ist  mir  geglückt,  einen  ringsum  fast  ganz,  vollkommen  ausge- 
bildclcn  Krystall  von  Bourg  d’Uisans  zu  erlangen.  Fig.  8 zeigt  seine 
beiden  Ansichten  in  natürlicher  Grösse.  Nur  an  der  durch  den  Buch- 
staben a bezeichnclcn  Stelle  der  Kante  up  scheint  er  bei  seiner  Bil- 
dung mit  dem  Rande  aufgesessen  zu  haben.  Seine  Masse  ist,  so  weit 
sie  rein,  durchsichtig  und  fast  nelkcnhraun. 

Die  Eleklriciütt,  welche  nach  einer  Erwüruumg  bis  1 20"  auflrat, 
war  so  stark,  dass  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  auf  } der 
bei  den  vorhergehenden  Krystallen  benutzten  reducirt  werden  musste, 
um  überhaupt  vergleichbare  Messungen  ausfllhren  zu  können. 

Die  Flüchen  p,  r und  u besitzen  an  diesem  Krystallc  ganz  andere 
Ausdehnungsvcrhültnisse  als  bei  den  vorhergehenden,  was  den  Abbil- 
dungen ein  ganz  anderes  Ansehen  gicbt;  die  neben  dieselben  gesetz- 
ten Buchstaben  werden  indo.s  das  Vcrstündniss  derselben  leicht  ver- 
mitteln. 

Die  Aenderungen  in  der  Grösse  und  Gestalt  der  einzelnen  Flüchen 
sind  nun  nicht  ohne  Einfluss  auf  das  Vorhalten  der  elektrischen  Ver- 
thcilung,  und  es  dürfte  sehr  schwer  sein,  aus  diesem  Krystalle  allein 
das  Gesetz  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den  Axiniten  herzuleilen. 
Nachdem  wir  jedoch  dasselbe  durch  die  vorhergehenden  Beobachtun- 
gen kennen  gelernt,  wird  sich  das  Verslündniss  für  die  auf  diesem  Kry- 
stalle  auftretende  Vertheilung  leicht  gewinnen  lassen. 

Din  beiden  Endflüchen  p und  p sind  negativ,  jedoch  tritt  auf  dem 
untern  linken  Theil  von  p und  auf  dem  obern  rechten  Theil  von  p 
bereits  die  positive  Spannung  der  gegen  früher  sehr  verkleinerten  Fla- 
chen r und  r'  hinüber.  Die  Flachen  r und  r sind  positiv;  ein  sehr  star- 
ker positiver  Pol  entwickelt  sich  auf  der  Kante  ru\  wahrend  der  andere 
auf  ur  schwacher  ist.  Diese  Schwächung  des  letzteren  Poles  hangt  mit 
dem  Umstande  zusammen,  dass  auch  die  positive  Spannung  auf  der 
Fläche  u durch  die  von  der  Kante  ru  sich  ausbreitende  negative  Zone 


Digitized  by  Google 


54 


\V.  G.  IIaNUKI..  KlKHTHISCHR  IJ.STKHSlT.lirMiK.N. 


unterdrückt  ist.  Dagegen  erscheint  der  negative  Pol  auf  der  Kante  r'  u 
nur  im  oberen  Theile  der  Flache 

Riess  und  G.  Rose  gehen  in  ihrer  oben  S.  47  erwähnten  Als- 
handlung  keine  Abbildungen  der  von  ihnen  geprüften  Krystalle, 
sondern  tragen  die  Pole  einfach  in  eine  krystallographische  Projection 
ein.  Wenn  nun  die  untersuchten  Krystalle  ähnlich  dem  Fig.  8 abgebil- 
deten Krystalle  gestaltet  waren,  so  ersieht  man,  dass  ihre  Angaben  Uber 
die  Lage  der  zwei  positiven  Pole  und  des  einen  Paares  der  negativen 
Pole  nahe  die  Stellen  treffen,  welche  sich  aus  den  vorstehenden  Beob- 
achtungen ftlr  dieselben  ergeben  haben. 

Uebrigens  erleidet  die  elektrische  Vertheilung  durch  die  Art  der 
Anwachsung  der  Krystalle  und  der  durch  Lostrennen  vom  Gestein  ge- 
bildeten Bruchflachen  oll  sehr  beträchtliche  Verschiebungen , wie  ich 
mich  durch  die  Beobachtung  derselben  auf  17  KrystallbruchstUcken 
und  aufgewachsenen  Krystullen  Überzeugt  habe.  Ks  mag  genügen,  die 
auf  zwei  derselben  ausgeftihrten  Messungen  mitzulheilcn.  Beide  gehör- 
ten der  Freiberger  Sammlung. 

Kr y lall  No.  9.  Taf.  III,  Fig.  9. 

In  das  Fig.  9,  Taf.  III.  in  einer  Ansicht  dargeslelltc  Bruchstück, 
dessen  Flachen  durch  die  beigefUglcn  Buchstaben  leicht  erkenntlich  sind, 
habe  ich  die  beiden  Polaritäten  nur  durch  Farben  eingetragen.  Wie 
ersichtlich  stimmt  die  auf  ihm  beobachtete  Vertheilung  mit  der  auf 
der  entsprechenden  Stelle  der  hinteren  Ansicht  des  Krystalles  No.  I 
überein. 

Krystall  No.  10.  Taf.  III,  Fig.  10. 

Der  F’ig.  1 0 , Taf.  III.  in  einer  Ansicht  abgebildete  Krystall  No.  1 0 
sass  mit  dem  unteren  Ende  hei  n,iy  sowie  mit  einem  sehr  grossen 
Theile  der  nicht  abgebildeten  hinteren  Seile  noch  im  Gestein,  und  wurde, 
in  diesem  Zustande  untersucht.  Auf  ihm  tritt  nun  aber  eine  merkliche 
Verschiebung  der  elektrischen  Vertheilung  ein,  indem  die  negative  Zone 
auf  der  Flache  g',  wie  dies  auch  z.  B.  an  der  entsprechenden  Stelle  des 
Krystalles  No.  2 geschehen,  unterdrückt  ist,  und  dafür  die  negative  Zone 
der  Flache  p (auf  der  nicht  ahgebildelen  Seite)  über  die  Kante  pti  auf 
u liertl bergreift. 
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Vorwort 


W cnn  die  analytische  Behandlung  einer  Aufgabe  aus  der  Geometrie 
oder  Mechanik  — Physik , Astronomie  — auf  elliptische  Integrale  fuhrt, 
so  bildet  häufig  die  Rednction  derselben  auf  die  sogenannte  Normalform 
der  drei  Gattungen . so  wie  die  Einführung  der  Thetafunetionen  zur  Be- 
rechnung der  Integrale  eine  nicht  unbeschwerliche  Arbeit.  Obschon  es 
bezüglich  der  zum  Ziele  führenden  Wege  an  umfangreicher  Literatur  nicht 
gebricht,  so  schien  doch  dem  Verfasser  eine  übersichtliche  Zusammen- 
stellung der  betreffenden  Vorschriften  nicht  überflüssig  zu  sein,  und  in 
dieser  Absicht  wurde  die  gegenwärtige  Schrift  »Uber  die  Rednction  der 
elliptischen  Integrale  in  reeller  Form«  unternommen.  Das  schliessliche 
Ergebniss  freilich  entspricht  dem  ursprünglichen  Plane  nur  theilweise,  denn 
die  Arbeit  ist  dem  Verfasser  unter  den  Händen  gewachsen  und  hat  eine 
grössere  Anzahl  von  Fragen  und  Entwickelungen  in  den  Kreis  der  Be- 
trachtung gezogen,  als  für  den  unmittelbaren  Zweck  erforderlich  gewesen 
wäre.  Bei  dem  Versuche,  für  die  beabsichtigte  Reduction  einheitliche  Ge- 
sichtspunkte aufzustellen,  ergaben  sich  mancherlei  Resultate,  die  wenigstens 
dem  Verfasser  neu  waren,  und  so  glaubt  er  den  Wunsch  aussprechen  zu 
dürfen,  dass  für  das,  was  dabei  vielleicht  an  Uebersichtlicbkeit  verloren 
gegangen , der  Inhalt  der  Abhandlung  an  mathematischem  Interesse  ge- 
wonnen haben  möge.  Allerdings  sind  die  das  vorliegende  Gebiet  behan- 
delnden fundamentalen  Untersuchungen  von  Weiekstbass,  welche  nicht 
durch  den  Druck  veröffentlicht  worden,  dem  Verfasser  unzugänglich  ge- 
blieben , so  dass  möglicherweise  anderen  Mathematikern  manche  Resultate 
bereits  in  vollkommnerer  Gestalt  bekannt  sind,  als  hier  geboten  werden 
konnte. 

Wegen  der  Mittbeilung  zahlreicher  und  zum  Theil  selbst  complicirterer 
Formeln  glaube  ich  mich  nicht  entschuldigen  zu  sollen,  eher  möchten  die 
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II 


Vorwort. 


infolge  der  weitläufigen  Rechnung  oder  des  schwierigen  Druckes,  trotz  der 
angewandten  Sorgfalt,  noch  zurückgebliebenen  Fehler  geneigter  Entschuldi- 
gung bedürfen.  Bezüglich  der  Darstellung  habe  ich  den  Leser  auf  eine 
Unvollkommenheit  aufmerksam  zu  machen,  die  dadurch  entstanden  ist.  dass 
nicht  von  vorn  herein  die  Unbestimmtheit  des  Vorzeichens  der  im  Art.  i 
eingcfübrtcn  elliptischen  Wurzelgrössen  £ und  17  betont  worden  ist.  So 
selbstverständlich  diese  Bemerkung  und  die  dadurch  gebotene  Vorsicht  er- 
scheint, so  findet  sich  doch  erst  im  Art.  43  des  zweiten  Abschnittes  das 
Nöthige  darüber  hervorgeboben.  Der  erste  Abschnitt  (S.  57  — 117;  enthält 

p&djc  py  du 

die  ZurUckftthrung  der  Integralgleichung  1 ± / — = o , wo  die 

</x0  s JVl>  1 

Radicale  £ und  r-  gleiche  Invarianten  besitzen,  auf  algebraische  Relationen 
in  rationaler  und  irrationaler  Form,  die  betreffenden  Additionssätze,  und 

die  Reduction  auf  die  Nonnalform  des  elliptischen  Differentials  , 

Jfipx)’ 

nebst  einigen  Betrachtungen  Uber  Fälle  ungleicher  Invarianten;  der  zweite 
Abschnitt  (S.  118 — 197)  beschäftigt  sich  mit  der  Reduction  des  allgemeinen 

(reellen)  elliptischen  Integrals  I * fix]  ~ auf  die  JscoBischcn  Theta- 

•'xc  s 

functioncn , den  Transformationen  von  Gavss  und  Landen  , sowie  den  ein- 
scblagenden  Vorschriften  für  die  numerische  Berechnung. 

Leipzig,  Mai  1879. 


Berichtigungen  und  Nachträge  siehe  am  Schlüsse. 
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Erster  Abschnitt. 


Die  Reduction  auf  die  Normalform  des  elliptischen 
Differentials. 

i. 

Es  ist  merkwürdig  genug,  dass  bereits  eine  der  allerfrühesten 
unter  den  zahlreichen  Arbeiten  Eller’s  über  elliptische  Integrale  die 
Grundlagen  einer  directen  und  allgemeinen  Methode  für  die  Addition, 
die  Transformation  und  die  Keduclion  der  elliptischen  Integrale  ent- 
hüll. GiriFRMANN,  Jacobi  und  Weierstrass  haben  sich  wiederholt  mit 
dieser  Methode  beschäftigt  und  auf  ihre  Tragweite  hingewiesen  * **)). 

In  der  Abhandlung  » De  tntegratione  aequalinnis  di/feretilialix 
. — -JL _!L_  ,i  ♦*)  betrachtet  Eller  S.  54  die  in  Bezug  auf  zwei 

V I X*  V I -r}‘ 

Variable  x und  ij  quadratische  Gleichung 

ox’y*  ■+■  2j0 Ix'y-t-  2yxy'-t-dx'-bey'-t-2£xy+2t].T-i-2&y-t-x  = o 
welche  wir  in  der  Form  schreiben  wollen 

ffay)  = py' + 2 p,y  + 1>,  = qx'  + 29.x  + 7,  = o 
Setzt  man  hier  mit  leichter  Buchstabenverilnderung 
p — ai*+2olx  + a1  , p,  = bx’-t-  2b,x-t-b,  , p,  = ex*  + 2c(x  + c, 
so  wird 

7 = tiy'  + 2by  + c , q,  = 0,7*  + 26,7  + 0,  , qt  = nty'+  26,7  + c, 

*)  Einem  tiefte  über  eine  im  Sommer  1845  zu  Berlin  gehaltene  Vorlesung 
Jacobi’s  entnehme  ich  die  Worte : odiose  Formel  {Ei'LKR'sj  ist  noch  nicht  genug 

»durrhgearbeilet:  da  sie  Addition,  Transformation  und  Keduclion  umfasst,  leistet 
»sie,  was  alle  diese  Operationen  sonst  successive«. 

**)  .Von  Commenl  Pelropol.  T.  VI  ad  aimum  1756  el  1757.  Vergl.  die 
Inslitutiones  Calc.  inlegralis  vol.  /,  lib.  2,  cap.  VI,  sowie  die  Abhandlung  von 
Lagrange  in  den  Mixe.  Taurin.  T.  IV,  1766 — 69,  .Sur  Tinteyration  dt  quelyues 
ei/ualion s differentielles  Oeuvres  T.  II,  S.  5 — 33). 

A Stand),  i.  K.  S.  Gntnllnch.  4 Wi.Mn.ih,  XI.  5 
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Durch  Differentiation  erhall  man 


y.r  + y,  da- t-  (py  + pt  d y = o 

wahrend  die  Auflösung  der  (|iiadraliselien  Gleichungen  die  VVerthe 

' -i-  7,  = = V . P9-*-p,  = Vp?-pp,  = I 

ergibt.  Damit  folgen  die  Ausdrücke 

x = v-9.  9«_  _ 5 - /'.  = _ P, 

9 »/  + 9 1 ’ P » + Pi 

l-  _ „ d 9. - <,  _ „ i?i £_+i.9«  t d p, -;  = „i p. y -H p. 

9 1 (ly  y üy  y ’ ' 9 da-  g ^ ix  g 

nebst  der  DilVerenlialgleieluing 

d .r  (I  y 

■+■  = o 


Durch  abermalige  DilVcrcnliation  lindel  man  leielit 


I +>;  = 


9 ' r 


9 ~ d.r  ’ 


dg 


, iIjt 

\ = </.v  ’ 


gesetzt  ist. 

Bezeichnet  man  durch  i/ : das  elliptische  Differential  , so  hat 
man  nicht  allein 

j j ' | = J*  = A ./••  + ^ tt.iJ  + 6 ('  ./■*  +4  Dx+  E 


sondern  auch 

•j  = .1  .r3  -+-  3 W.r*  + 3 Cx-t-  0 , 


1 Ws/  r 


ar  sr*  sc* 


/ //  v* . 4 , 0 2/i  E 

y ,ogx-  ^+2äj’-  x--^ 


welche  Gleichung  für  x = — in  die  beiden 

9 

(dj’  l0^  + 2 " g + Egt  “ " Uml  ‘°M  + '4  ’y>  + 2 U y = “ 

zerfallt  werden  kann.  Wenn  p mit  i verschwindet,  so  ist 


d*  Ingo 
" = d=« 


für  i = o . 
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2. 

Die  Gleichungen 

, | = 6 .r*  -+-  2 6,  X ■+■  6,  * — '(IX1  2 n,  x 4-  a%)  ( c;r*  -+-  2c(x  + c, 

= .Ix1  -+-  4 fl.r1  ■+■  bC.r*  ■+■  .)  D.r  ■+■  E 
1>l  = (a,yf  + 2b,y  + ct)'— [ay'+ 2by-hc)latyt  + 2bty-t-rt) 

• = Hy'  -h  -i'ßy1  +■  66#*-»-  4®#  -4-  6 

liefern  zwischen  den  Coeflicienten  die  Relationen 

A «b  6*  — ac  Sl  = (i*  — an, 

2Ä  = 26  6,  — ac,  — <i,c  2®  = 2a,  6,  — 06,  — a,6 

6C  — 46J  -+■  266,  — 4a, c,  — oc,  — o,c  66  = 46*-»- 2a,  c,  — 466,  — ar, — a,c 

zl)  = 26,6,  — «,c,  — u,c,  2®  = 2 6,  c,  — 6r,  — 6,c 

E --  6J  — a,c,  6 — cj  — er, 

C — 6 = 66,  — a,  c, 

Die  zehn  (konstanten  4 91..  bestimmen  sich  durch  die  neun  Coef- 
iicienlen  au,.,  und  sind  daher  nicht  unabhängig  von  einander.  Bei 
der  llomogeneilitl  der  Ausdrucke,  können  die  acht  Verhältnisse  der  a 
als  unabhiingige  Argumente  eingefuhrt  werden.  Ihre  Elimination,  er- 
gibt desshalb  zwei  Bedingungsgleichungen,  nämlich  die  beiden  leicht 
direct  zu  veriöcirenden  In  varianlenforineln 

dt-4fi/>-«-jCC  = «e  — 4«® + 366 
AC F.  + 2 BCD  - AD'  - P F,  - C*  = «66  + 2®6®  - 3®’  - ®*6  - 6* 

wofür  wir  kürzer  schreiben  wollen  *) 

G = © , 11  = § 

Daraus  folgt  aber  weiter,  dass  die  Gleichung  f{x, y)  = o,  welche 
die  erwähnten  acht  unabhängigen  Argumente  enthält,  die  voll- 

• Bekanntlich  ist  die  Invariante  H durch  die  Determinante  I H C 

II  C D 
I C I)  E 

gegeben  und  die  Discriminante  wird  durrh 

A'.i'  = 256  G'  — 27  II *) 

ausgedriiekt,  wo  J das  Product  der  Wurzeldifferenzen  von  £ bedeutet. 

5* 
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ständige  Integralgleichung  der  Differentialgleichung  -+•  = o 

5 V 

darstellt.  Denn  letztere  hangt  nur  von  sieben  Constanten,  d.  i.  von 
den  neun  Verhältnissen  der  A ab,  die  ausserdem  durch  die  beiden 
Gleichungen  G und  II  verbunden  sind. 

Wenn  folglich  die  Radicalc  £ und  tr  wie  wir  stets  voraussetzen 
wollen,  gleiche  Invarianten  besitzen,  so  ersetzt  die  algebraische 
Gleichung  f(x, y)  = o die  transscendente  Relation 

r*dx  /■Vihi 

4 i'ir' 

wo  und  y/o  die  Rolle  der  Integral ionsconslanle  vertreten.  Man 
kann  dafür  auch  schreiben 

rTilx  rV il  1/ rra<lx  r v„ d 1/ 

' U S •'!<•  •'«’  S ’ ’l  V 

oder 

/•r(/.r  /-!/  dy  _ rVi.il y 

Jt,  t +Jx0  n ~JX%  v 

das  Additionslheoreni  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  mit 
gleichen  Invarianten. 


3. 

Die  Function  f(xy)  enthalt  die  Coefficienten  ab..,  durch  welche 
die  Coeflicienlen  AU.,  einfach  ausgedrückt  worden  sind,  wahrend 
es  umgekehrt  wünschenswert  h ist,  letztere  als  die  gegebenen  Grossen 
in  die  algebraische  Gleichung  einzufUhrcn. 

Diess  kann  auf  folgendem  Wege  geschehen.  Sei 

P = B + R x*  + 2 (C  + i x + D + S , «*  = Bt-A{C  + k) 

Q = (B-R,x'+2[C  + l)x  + D-  S , S*  = + 

so  erhalt  man  durch  Multiplication 

PQ  = [C  + ).  j.lx*  jB.r'-t-  2 ? S ■+■  2C-t-  2^x*-t-4Dx  -+- 

Bestimmt  man  nun  A aus  der  Gleichung 

Bü  — RS 
„ . , 1-2/  = C 
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SU  folgt 


5S- 


PQ 
C + X 


wahrend  X die  Wurzel  der  cubischen  Resolvente  *) 
4ÄJ  — (!).—  II  = o 


wird , wo  G und  //  die  beiden  Invarianten  bedeuten.  Die  drei 
Wurzeln  / entsprechen  den  drei  möglichen  Zerlegungen  von  |*  in 
Facloren  zweiten  Grades.  Die  Vorzeichen  der  Hadicale  /{  und  S 
sind  der  Bedingung 


RS  = BD-IC  + X C- 2X  oder 


B B{C  — 2 1)  — AD 
S - BE—D(C—2l) 


unterworfen. 

Für  reelle  Werthe  von  if  hangt  die  Realität  der  binomischen 
Facloren  /'  und  Q von  der  Realität  der  WurzelgrOssen  R und  S ab. 
Für  Gj<27//*  hat  die  ctibische  Gleichung  eine  eiuzige  reelle  Wur- 
zel X,  für  welche  zugleich 


«* -dC>.4/  , D'-CE>EX 


Da  in  diesem  Falle  £*  zwei  reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln  be- 
sitzt , so  muss  (C -+- ).)'  zwischen  BD+RS  + (BS-t-DR)  liegen, 
d.  h.  es  muss 

(BS  + DR)'>{BI)  + RS-[C  + A)’}* 

sein.  Für  G3>27//,  dagegen  hat  man  drei  reelle  Wurzeln  X , und 
(C  + i)'  ist 

entweder  > (BD  + RS)  ■+■  (BS  ■+•  DB)  oder  <|Äi+ÄS)  — (ÄS-t-flÄ) 


Im  ersteren  Falle  besitzt  £ vier  reelle  Wurzeln  und  jedes  X entspricht 
einer  reellen  Zerlegung;  der  zweite  Fall  entspricht  vier  contplexen 
Wurzeln,  für  welche  nur  ein  einziges  X eine  reelle  Zerlegung  ber- 
beiftlhrt.  Man  erkennt  letzteres  an  dem  Slattünden  der  Ungleichungen 
IP — AC>AX  und  I)' — C E > EX,  welche  von  selbst  gleich- 
zeitig erfüllt  sein  müssen,  so  dass  die  Yerilicalion  der  einen  von 
beiden  ausreicht. 


*)  Vergl.  Streiii.se  in  Creue's  Jimru.il  ßd.  12,  S.  358  und  Aronhold  das. 
Bd.  39,  S.  158,  Bd.  52,  S.  95,  sowie  im  Berliner  Monatsbericht,  1861,  S.  463. 
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i. 


Die  analoge  Zerlegung  des  Polynoms  i*  wird  durch  die  näm- 
lich«! Resolvente  geleistet,  deren  Coefücienlen  durch  die  beiden  In- 
varianten gegeben  sind.  Setzt  man  daher 


VV 


fO 

e-»-A 


so  werden  die  Zerlegungen  PQ  und  'JJ  0 einander  correspondiren, 
wenn  >t  die  nämliche  Wurzel  der  cubischen  Gleichung  darstellt.  In 
diesem  Falle  a«juivalirt  die  Integralgleichung 

/•rrfx  _ rVtly 

r0  S JyQ  V 

der  algebraischen  Relation 

V'PQ,  + VI\Q  _ Lf^s_±JL?2 
(x-a-,)VC  + i [y-  yjVG-l-Ä 


wenn  in  den  mit  dem  Index  o versehenen  Grössen  x resp.  t/  durch 
r0  und  ;/n  ersetzt  werden.  Wir  wollen  dafür  kürzer  schreiben 

ji  £t  fl  fl  fl Vi  V*  "t“  VtV* 

1 ' x-x,  y-y. 


wo 

I = flfl  , 


V = V,  Vt  ’ 


fl 


u.  s.  w. 


Durch  Quailrirung  der  angegebenen  irrationalen  Relation  gehl 
die  Gleichung  hervor 

ft  to  1 , C to  1 . 7 C t ir  1 _l_  , „ . « 1 . , . r. 


\y—y. 


Schreibt  man  nun 


= da-*  ■+■  4 fix5  -+-  6 Ca’*  ■+•  <\Dx  + E = ii*  + 2 Mx  + S 
— (Ix* -t- zmx  + n)  (ltx*  + zmtx  + nt) 

wodurch 


£ =»  .1  a:’  + 2 /Ij-  + C , 
A = Ci'  -t-  2 Ox  -+-  £ . 
2 B = Im,  -t-  l,m  , 

2Ö  =s  mn,  + m,)i  , 


1/  = Hx*  -t~  2 C.r,  0 
/I  = II, 

6 C = 4 mm,  + ln,  h 
E =»  nn, 
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so  wird 

C W\*  . c c« ■ * 

5iSi!  + Stil  — 

= ;/j’  + J + n) j/,a-J  + 2 M, ac, + #,  4-  /.rj  + 2»ij',  + « /,x*4-2»i1j : + «, 

= 2//,  x*xj  4-  2 ;/m4  4- 1,  m)  ^‘x,  4- x-xj  + In,  4-  /,  n]  (x*  4-a-J)  4-  8m  ifl,xx, 

4-  2 ,m  n,  4-  m,  n)  (x  4-  x,}  +211», 

= 2.1x’x;  4-  4ÄXX, (x4-.r,  + 2 C ;x‘  + 4x2-, 4 ijj  4 4 (t - »iw,  (x  — ®,)* 

4-  4 0 (x  4-  xj  4-  2 E 

= 2 { .A xj  4-  2 ßx(  4-  C)  x*  4-  2 B.i'l  + 2 Cr,  4-  II  4-  f'xj  4-  2 ßx,  4-  E j 4- 

4-  2 (C  — m »i, ; (x  — x„)*} 

Vermöge  der  Werthe  P und  <J  des  vorigen  Artikels  hat  man  aber 

m m,  = ('4Ü 


folglich 


(I 


+ = 2 4-  2.W0X4- A'0—  2/.(x-x0’} 

= 2 {/-x; 4-  2 .Wx0 4-  .V—  2). (x  — x0)*} 
und  wenn  mau  £ und  i,  vertauscht 

il, 11'+  to«1?!)*  = 2 H'  + 2 !)(„  v 4-  ')l,  - 2 i.  y - 

= 2 {v’.v!  4-  2 a« 4- « - 2 A (v — &,)’) 

Somit  erhält  man,  da  die  ).  enlhaltenden  Glieder  sich  in  Ge- 
mässheit  der  gemachten  Voraussetzungen  auf  beiden  Seiten  wegheben 
s 4-  Aa  x*  4-  2 J/0  x 4-  jV„  = i)„  r;  4- V.y1 4-  2 3)i,y  4- jf.  , . 

(*—*,)’  [y—y,)' 

wo  man  offenbar  x und  x„  so  wie  1/  und  y,  vertauschen  darf.  Für 
x = 00  geht  die  linke  Seite  ilber  in  |0  V A 4-  L0,  für  x0  = o dagegen 
in  (f  YtJ -t-  N) : rational  wird  derselbe  Ausdruck,  wenn  man  für  x, 

eine  Wurzel  der  Gleichung  = o einfuhrt. 


5. 

Durch  Differentiation  ergibt  sich 

(«•- . (i..  h- L-:^r^  — • )|-^rr,  - 

(*»•**(«.»  4 r'L 

1 ' .v-jt»  l’l  y — y, 

wo  man  für  dx  und  dy  die  ihnen  proportionalen  Grössen  f;  und  + y 
setzen  darf , je  nachdem  die  Differentialgleichung  ~ = 11  !l  oder 


Digitized  by  Googlei 


61 


W.  ScHKIB.NKR, 


1» 


-|  -t-  ' = o inlegrirt  werden  soll.  In  der  durch  Quadrirung  ge- 
fundenen Integralgleichung  (I*)  ist  dieser  Unterschied  weggefallen. 

Zerlegt  inan  in  l’artialhrtlche,  so  nehmen  nach  einer  leichten 
Reduction  die  obigen  Integralgleichungen  die  Form  an 

s ?o  . ?«l»  . J_  f *?«  'I  *?»  . *?«  *?0  . 1 11 

2{x—x,)  2(x-x,)  2['j-y>)  z(y  — y* ; 

wofür  mit  abgekürzter  Bezeichnung 

X = V 


geschrieben  werden  soll,  ferner 
.dX 


dx  [x  — x.  ' x — x.  1 > 


Damit  diese  beiden  Gleichungen  coexistiren  können , muss  X,  als 
Function  von  X ausdrückhar  sein. 

Es  mag  bei  dieser  Gelegenheit  Erwähnung  linden,  dass  die 
drei  Govarianten  der  biquadratischen  Form  sich  durch 


/-SS,  s = nf(IT-2in 

* = t Vt-ff)  = i-Jir 

bequem  darstellen  lassen,  wahrend  die  Invarianten  durch 


« - ±is*f£F+*s'n+i*sr-sr*) 


II  = rfg  (air-FF)’ 


■:?r- 


gegeben  sind.  Der  blosse  Anblick  lehrt  hier  das  Stattlindcn  der 
Cayley-IIermte' sehen  Gleichung 


A«  = 4S5  - 07*9  - >1  f'  = 4 <9- W iy  ~ Kf)  (ff  - V) 


wo  A A,  A,  die  Wurzeln  der  cubischen  Resolvente  bedeuten.  Be- 
kanntlich schliesst  man  daraus,  dass  die  drei  Radicale  Vy — A f 
rationale  F’unctionen  von  x sein  müssen.  In  der  That  wird 


Vy-kf  = Hx'  + Tx-S  , wo  T'  = (C  — 2 A — A E 
und  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  HST  durch 


HT  = B{C- 2k  -AD  , ST  = BE  — D(C — 2A 

bedingt  sind.  Die  Berechnung  der  sechs  Wurzeln  der  Gleichung 
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= o isl  .somit,  nach  der  Krmillelung  von  /,  auf  die  Auflösung 
quadratischer  Gleichungen  zurückgefiihrt. 

Durch  Multiplicalion  der  vier  Aggregate 

ft  “ ft)  VÖ-lf±  ft  - ft  \/9-Q±  (A  -ft)  Vj-^f 

erhalt  man  identisch,  d.  h.  für  beliebige  Werlhe  der  Variabein  f und  g, 

folglich  stellen,  wie  Cayley  bemerkt  hat,  jene  Ausdrücke  die  Quadrate 
der  linearen  Factoren  des  Polynoms  f dar. 

Setzt  man  J = te  , so  wird  *) 

...-  _ fg'-f’g  _ *A  _ _ , l/4 »•’ - Ow - // 

„ _ ____ -T-+S|f 7 


^ . da1 i/ic 

' ~ t - Vf  ~ * rVw1-  cw  - 11 


V g 2 V4  ic*  — 0 te’ — //«.- 

Will  man  den  Quotienten  /=  als  sogenannte  absolute  In- 
variante einführen,  so  wird 


für  w =3  — v 

(l 


für  w = //  * r 


= C*r 


dz  = _ J_  l/G  rfp 

2 ' « V4C» -/(»+,  j 
dz  — 1 de 

dz  = --Ll/fi  do 

2 r W V(4«.'» -»)/*-  1 
1 de 


>Gi  )/,  , _/-) 


6. 

Da  im  Folgenden  mehrfach  von  Relationen  zwischen  den  Co- 
varianten  und  deren  Ditferentialquolienten  Gebrauch  gemacht  werden 

*)  Vergl.  CnELt.K-ßoitciiARnT's  Journal  Bd.  50,  S.  286/7;  Bd.  52,  S.  4/16; 
Bd.  55,  S.  24. 
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l«® 


wird,  so  mögen  in  diesem  Artikel  einige  bezügliche  Formeln  zu- 
sammengeslclll  werden.  Man  hat  bekanntlich  für 


f = d x4  -+-  4 Bx1  •+•  6 Cr*  + 4 Ox  ■+■  /: 


ij  = .1 , x*  -+-  4 Ä,  x*  + 6 C,  x*  -t-  4 fl,  x 4-  H, 

A = iacr‘  4-  6 1,  x*  -f-  15  i,x*  4-  20i,xs  4-  i5i4x*  4- 6i„x-»- 1, 


.1,  = B'-AC 
bC,  = 3 C'- 2BD  - AH 
K,  = 0*  - CH 

>,  =:a(\~ca, 

i,  = «fl,  - l)H, 

*.  = CH, -HC, 


ib,  — BC  — AD 
2l),  = CD—  HK 
i,  =2(AB,-BA, 
i,  = 2 BC,  — CB, 

= 2 co,  -oc, 

= z(DE,-BD,) 


oder 

i,  = 3ABC  — A*0—  2«1 


1,  = -j-  (9  A C - .1*  H — 2 AHD  — bB1  C) 

L = - f3 .1  CO  - A ÄA-  2«*fl 
1 3 j 

= 7(AO*-Ä*ß) 
i,  = j\ADK-jBCE+  2BD'i 
»,  = j(A£*+2«OJ?+6CO»  — 9C*£) 


i,  = Ä A’*  — 3 CO  A'  4-  2 0* 


Bezeichnet  man  die  Invarianten  und  (io Varianten  des  Polynoms 
g = A,x*  -+-  öt^x*  -+-  4fl,x  -+-  E,  resp.  durch  G,  II,  g,  h, , so 

liefert  eine  leichle  Rechnung  die  Werlhe 


<;, 


9, 

mithin  auch 


-6*  , 

11 

-^(Gg+iHf 


H,  - a>*-54»*t 
A,  = - II  h 

* 4 


67-27//;  - f6//,(6>-27«>i 


Die  cubische  Resolvenle  für  j nimmt  die  Gestalt  an 


'4/i*  — 6,  ,11  — II,  =0 

und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Wurzel  fi  mit  den  Wurzeln 
/ ü.,  Jt4  der  Resolvenle  für  f durch  die  Gleichung 
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H] 


H = -|  (**  + *,*.} 

Zusammenhang!.  Die  Kenntniss  der  Wurzeln  /.  führt  somit  zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen  /'=  o,  g = o und  h = o. 

Durch  Differentiation  ergehen  sieh  eine  grosse  Menge  von 
Gleichungen , die  geeigneten  Falls  zur  Reduction  dienen  können, 
wie  z.  B. 


2h  = f'y—fg' 
2/T  = fWs" 
jh"=  f"y'—f'g" 
jh"=  f'"g—fgm 


249  = *ff" 

2A9'  = rr-*rr"' 
2i'f=rr-rr-2fr 
24(j"-ö)  =.LfT-irr 


n = j/'T-T/rr+l-r* 

*4c  = i- rr-rr+rr 

2»»h  = /rr+  -rrr-  -\rrr-  \rrr-  ir* 

Gg  + iHf  = gy“---g'g’ 

ZGf=  ±r9'-f"g-fg" 

Gf'-ug'  = fh'-lfh 

f"f“  = '44  A/--*- 48(9”— Gj 
' f"g"=  72[H  + A,f+Ag  -t-4 df" 

g"y"  = 144-1, 9—12 11  f—  4 (h/—  4 0* 

Formeln,  denen  sich  viele  ähnliche  anreihen  lassen.  Wenn  x eine 
Wurzel  der  Gleichung  f — o ist,  nehmen  diese.  Ausdrücke  eine  ein- 
fachere Gestalt  an. 


7. 

Hs  ist  von  Interesse,  den  directen  Nachweis  zu  fuhren,  dass  X, 
als  Function  von  X ausgedrückt  werden,  kann.  Üiess  geschieht  mit- 
telst der  Formel 

X*  = 4X*—  UX  — H 

woraus  die  Gleichung 
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dX  _ _ ilX 
V,  “ V 4 X*  — G X — // 


hervorgehl , welche  wie  es  scheint  zuerst  von  Weierstrass  gefunden 
wurde  ‘). 

Der  Werth  von  X,  kann  geschrieben  werden 


X — 


zh.  +hli.r  — x. 


?.[/•- uv 

r.)3 

Kur— 


si/i+wi*-*.!  ■ 


!.[/■-  in*-®.)] 


und  kehrt  durch  die  Vertauschung  von  x und  x#  sein  Vorzeichen 
um.  Da  ferner  nach  Art.  i 


c eo  . e»  c 

V A - X = ^ 5,1 


* (*  - *.! 


so  erhalt  man  zugleich 


V _ _e«  -ZLIiU 
"</x  ■*■ 


e«  c 

Sl_St_ 

4(*  -x,)* 


wo  sich  das  Productenzeichen  //  auf  die  den  drei  Wurzeln  /.  ent- 
sprechenden Zerlegungen  von  £ bezieht. 

Schreibt  man  X in  der  Form 


X = VW  + If»'*  ~ ~ ».)* 

2(:C  — X,)' 

und  eliminirt  die  Wurzelgrosse  Vf,f,  so  ergibt  sich  die  quadratische 
Gleichung 

(i  2 X'  - fiX  + y",  - G)[x  - x,)'  - b I/;  X - gl)  (x  - x.)  — 1 2 (f,  X - 9,)  = o 


mit  der  Wurzel 


also 


oder 


= 3 f;x  -yi  ± bVU  4 V1  — G X — H] 
12  X'-K’X + 

= 4 (/pX  — g0)  

± 2 vy„(4  x»  - a x - h)  -y;x + 9i 


i 1 z a* — y,”x + jö  — t;  .!■ — j',i  - j (/» x — 9,'  + 2 f,x,) 


(2  Io  X,  - /■»'  x -+-  jji  (x  - x.)  = 4 (/■«  x - 9.) 


*)  Yergl.  Biermann,  Disaertat.  inaugur.,  Berlin  1865,  p.  2. 


Digitized  by  Google 


«1 


Zl’R  liHMICTION  ELLIPTISCHER  l.YTECRALE. 


09 


denn  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  dieser  identischen  Formel 
das  obere  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  gilt.  Lebrigens  liefert  die 
obige  quadratische  Gleichung  für  X den  weiteren  Ausdruck 

v _ , ff.  + 4 + * ff«  - >-<* 

f»  (®  — Vf,f 

wofür  man  auch  schreiben  kann 


X — 2 + 2 W|  ' 'V| i ~ i(‘  r ~ ■'’»'* 

L.i'l  +■  2 M.r „ ■+■  .V  — 1,1 

= - * 0 


Ersetzt  man  in  der  vorstehenden  identischen  Formel  X und  X’, 
durch  die  ihnen  gleichen  Functionen  V und  ■k—Yt,  so  erhalt  man 
die  Substitution,  durch  welche  ~ in  — 11,1  übergeht,  und  welche 

> n 

früher  in  der  Form  x — r‘  — — aufgestellt  worden  ist.  Wenn  man 
folglich  in  dec  Gleichung 


oder 


1.2  y*-ft'Y  + gZ- G){x-x,  = 

!*f,F,  /*.' r — ir ') (ar  — a-.}  -t-4:/.»'-ff„  = ° 


die  Wurzelgrüsse  t/  eliminirt,  so  muss  man  auf  die  Gleichung  fix;/'  = o 
geführt  werden,  womit  sich  die  Goefficienten  bestimmen  *). 


8. 

Bequemer  und  directer  als  die  hierzu  erforderliche  Rechnung, 
bei  welcher  noch  überflüssige  Factoren  auszuscheiden  bleiben,  führt 
der  folgende  Weg  zum  Ziele.  ' 

Setzt  man  die.  Gleichung  f(xtj)  — o in  der  Form  an 

[“!y  - ff.)*+  2 (y — ff.) + y]  (* — *+  i [«.  (ff  - ff»)*+  2 p,  [y  - yt)  + y,  ] (x  - X,) 

+ [«.(ff— ff.)*  + 2/J,(ff-y#)+y,]  =o 

so  erhalt  man  sogleich  yt  = o und  durch  Diflerentiation 


*]  Man  kann  hei  dieser  Gelegenheit  die  Formel  anmerken : 

ur'-G  = / » f,y-%  . (A|*  pl~jl 

[x  — xj 9 w xj  [x  — tr0  S W®  (x  — .r0  * 
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[«(.r-.r,)  (y-y,)V  i <#(*—*,)  fy-y.l-*-«,  (y-y/+  /x— r,'i  + 2/#,  fy-y,)  ■+• y,]rfx 
+ [«;./•— xt!*(y— y0)  +/#'./— ;r,)*+  2«,  1—  y-i/.l  + 2/*, '.r— .r,:  +•  «,  y— y,)  +/*.l«fy  = o 

folglich 

ft  — t v *, 

Nach  Analogie  des  Art.  i kann  man  dafür  schreiben 

i/rfir  -t-Stly  — 

dxV[a, (y — y,!*+  2/#, (y - y,)  +«;,!*—  [«!y — y,)’  + 2/üy-y,\  +y'\  [o,(y— y,i* ■+•  a|»(y— y#!] 

+ V [/#(*— x,1*+2/f, (jp — ;»•,;  + {,!*—  '«•> — C,  V 2ö,  .c-.c,  +«,]  17  X— .1,  V 2i},x— a*J] 

uml  wenn  man  in 


n = \ f.  + f:  //  - y.)  + \\ü  u - y,)*  + '6  IT  y — y.  * + 5 f."  y — y.;‘ 


die  (’.nefficienten  vergleicht,  so  ergibt  sich 

2 /•  ~ So  SO  “ üf1?« 

1 /*  “ >*>o  ^lisi  “ 4/^?  ®if4"  2/t$,  0 

s/T-  I S.K'  + jKS)  = ■?. 

±/;"=A  = ^-«y 
2'  fö  = 7.7.’  = 

jf,’  = »Jo */.’ +•*?.'  7.’  = 4i^~  «.y  + 2«,'). 
fl K"  = j '7. 3»i.' <U  = 2 
r4i.,y=  * = 

Lässt  man  bei  der  folgenden  Rechnung  den  Index  o der  Be- 
quemlichkeit halber  überall  weg,  so  erhält  man  zunächst  durch  Eli- 
mination  von  ßt 

«*«’-?*)  = 

Setzt  man  folglich 

y?  = «j (S'+  <*!  - “«r;  = 

so  wird 

2/#,  = !'+  Ij'+  ö , 4,^  — 0,7  = S^+S'/j'-t-  £'+»?’  <* 
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fl"  = f'+. + <J;  ■+■  2,1 1 — 4 «f,  I; 

<?>/"=  S '■*-»(')  (!'-*- — 4/*5 
und  durch  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen 

6« »/  = d'-t-i/'  i'+ 3^;  — a?r— »j»r 
6**»  = (?’-*-</'  *?'+<?'+ 3<J  —SS"—  2'il" 

Dauiil  folgt 

er+isv* <>«n  - i^i|^ti((i'+l,')(2f'+,/+33 

— --T--  (!»'+  q')tS'+ *q'+  jü  - 2>r-  '?<?"! 


= r s*-*sr+n'*-nm  +iwt-sr+i,t-*wm 

-*-d  [t+SS'+iSY+ti-'-ii") 

nebst 

r/’ 6nsr,  = »'!!'*—  2|{"+  2^'*—  ijij*)  •+■  i j'(*g'*— gg'-*-  '/*—  2 ij  v"; 

+ J (*{'*—  gg"+  3 ?'»/'-*• '/  ’4-*-  'I  "f  'i 
woraus  sich  die  Werl  he  von  « und  <V  bestimmen. 


Die  Siiblraclion  der  zuletzt  gefundenen  Gleichungen  ergibt 

r r-  ■»*  <r  = <»  (*  ?r-  g'*+  <?•’-*  ? ?*; 

oder  mit  Einführung  der  Covarianten  f g und  li 

A _ A _ a /A  _ if  I 


A_  A = d(A_ü.| 

« fl  M fl 


ö-  sn-'i  t* 
g<?(fj-/«i 

Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  gehen  nunmehr  nach  einigen 
leichten  iteduclionen  die  gesuchten  Werlhe  hervor : 

„ _ g ff A -/’»') ~2rih 

* 2(f  9-fi 


ti  _ g f»'-A'8  ->-»;  if'9-/’8' 
P'  4 ff  9-fi 
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„ _ agfr-Mtfy'-rfl) 

1 *(f  9-fi) 

u = 3S9V-r»’>  - 4 2 tj  {("g  —f$“)  4*2  («-<») 

1 24  (f  J — f S) 

* _ (fi  ~ ®)  •»  ag (fs’~ Tg)  ■»  4gy+  3?  If'g'— 

1 24  i'J-f* 

u = I fV-ra'  +i$V -W>"+  n Ta'-rtr  + 2 !£f - vf) (fi  - ®) 

24  (fs  -/fl) 

Die  beiden  noeli  nicht  benutzten  Gleichungen 

(f — <ty  = A und  «|  — uut  = ?l 

müssen  die  Invarianlenglciehungen  G = © und  II  ==  § liefern. 
Setzt  man  daher 


« — © = o , k = fg  — /"g 


so  folgt  schliesslich 


I I c 43A‘  4 e 4’  f)  4 4’  A (V  X | 

24  A'  \ * 4x*  4g  s 5 4 y*  < Ax*  + *'  4x4#*  / 


AA- 
4 x / 

4**  AA 


l / _ o*k  on 


4*  Al 
2,4#*) 


u I /,«*'  4fr  1 

f,  = >t 


Ä-$ 

r,  = ° 


wo  rechts  allenthalben  die  Indices  o hinzugefügt,  mit  anderen  Worten 
x und  # durch  xt  und  ;/o  ersetzt  werden  müssen. 

Die  Gleichung  /'(x#)  = o nimmt  jetzt  nach  Multiplication  mit 
fco  die  Gestalt  an 

= i»  ■=+';»  ^ = o 
wo 
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s = </  - (T ~ ;'v.)  <y  ~ + Wr  - 


i dk 

- — - u — i 
1 <V/o 

' ♦ s&;  ,iI'-r']  y~y‘  +(t»^  + y »-* 

\M»:r;au.  + JO  »»;)■••  ^ v« 


/ = tk.  .r— ;r.  + 4-  rf  (-r — xj * + (x  - x„) (y  — yj  — /i„ (y  - y,t * 


2 Ä.7* 


I Ö* ft..  . , i , , / | ü‘ A’  I Oft..  I , i 

+ 7 S^y-(iE_a;,)  Tö— J'-r-x“>,!'-v»1 

, / i 43*,  i i*A0\  ,« 

+ (*4  4.r„dy;  joö.r;)'X  !-V  '/o 


j und  T gehen  durch  Vertauschung  von  x und  xa  mit  y und  ya  in 
— T und  — S Ubor.  Da  auch  die  Vertauschung  von  x und  y mit 
xt  und  i/o  gestaltet  ist,  wodurch  die  Gleichung 

SSt+yT,  = o 

hervorgehen  mag,  so  ergehen  sich  gewisse  Folgerungen  in  Ite/.ug  auf 
die  Zusammensetzung  der  Werthe  von  JT1  resp.  T‘.  auf  welche  wir 
hier  nicht  naher  eingehen  wollen. 


10. 

Die  Substitution  des  Art.  7 

r r M , U y 0 2 s«  1 1 _ y«  f*\ 

12  f1 -*  s,' 


y _ + , !•  + f. 

2. v-.'/,4  4(y-y.)  24 

y y fu  ~4~  y%  f y f0  yv] 

1 \ ;l  ’T’  * 

y-y»  4'y-y.) 

erscheint  nunmehr  unter  der  Form 


.r  — j*a  = 


i * <***«  ÖA„  <J*lr0k  r * ie  d*.  d A0 . , 


d’*„  , . 4’k,  , d>A„  »**„  . , , , Sb0  . »X  1 / 4 

4^»fc+7^-7'«S^+%äü5ö«)  ,,-!W  +2(4f"ÄR0+lf"ä73  ■»-*’>  + ,1(2"'b“+'“4. 

wofilr  auch  geschrieben  werden  kann 

Abbandl.  «I.  K.  d.  Uenellarb.  d.  Wis*en«rb.  XX.  6 


bka 
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I« 


.r  — r.  = 


(-’  </.*•  - ».  ii  - !i,  * - 4 I.*.  v - ii. 

y-Vo  + (*•*£•*■  «•»**) "-'h 


H, 

»y'.l  J " ’ r^  --.  ’ v,Äy./ 

I in  endlich  tlas  Hadiral  f als  rationale  Function  von  ;/  und  i( 
xii  berechnen,  kann  man  sich  der  Ausdrücke 


“ .V  — .¥«'  + ß r -.r,\*  + 2\u,'y  — y, +J,  r - .r,  •+■«,  y — y,  •+• 


oder 


c c 

> J»  


;j  o|,  - uj)  y-y,  + 2fö,  - «J-!  .r  - x,  + 2 ; 2U,  - uttix  y - y.  + 2flJ,  - or,.„ 


«t  y -y.  + 2», 

(2gis. y — y.;  {*»&  — a,f»  y-y.l'-t-  y-y. 

o.iy-y.:  + 2?.  9 + ?,+«.iy-y.  *+  »Aiy— y,! 

bedienen  und  die  für  x — xm  so  wie  für  die  Coeflicienlen  « ti  y ge- 
fundenen Werlhe  darin  substituireu.  In  der  Hegel  wird  es  indessen 
bequemer  sein,  die  Ausdrücke  filr  J und  it  vermittelst  der  (Gleichungen 

- -du. 

* ‘ <1  y ' ‘ *<It 

also  durch  directe  Differentiation  ah/uleilen. 

Filr  den  Fall,  dass  eine  Wurzel  der  (Gleichung  f = o ist, 
verschwindet  tu  und  den  Formeln  kann  eine  einfachen»  Gestalt  ge- 
geben werden.  Mittelst 

l=-L-k-  + Lf; 

4 v-y.  »s1* 

gehen  alsdann  die  Ausdrücke  hervor 

_!  — 4y^  j — y.  * -*-['X  y — y,  - - i.'i.i, 

4 yZ+Ä-2«  — A/Tf.' 'y-y.*+ 6a.'  — l/lTi.' jt-y. +«2ii. 

4y,—  t/.f,"  y — y, *— fX  y—y. 

I fl f.”  - 4 yj  y - y.  ’ + /.’f.’  y — y.  + 2 f.’l,  >, 

Fuliil  man  hier  die  Functionen  /,  J#  A des  Art.  i ein  und  setzt 

f = fj4+  2 V.r  -t-  V , f = 4 i.r-r-  J/  . / " = l ’ £ 

sowie  analog 

y - /-,  + 2 W,  /■  -f-  .V,  i,  = V.  V*.  •*•  IV.  !/„  + ü,  = o u s w . 


V,  = 

4 y - y. 
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so  kann  man  die  vorstehenden  Gleichungen  schreiben 

’ " - 2 - K" ./  - y. ! +>  a v;  y*  + 2 aw; y + »f  - /.„  v,  y*  + 2 s», + Dt, 
2 9.  y - ;/„ 4 - /'„  v„  y*  ■+■  2 2B»  y -+-  'Ji„ 

vy+^Cv+'Ji,,  - 2.tJ.i„+.W,"  y— y,  V V,y„+2M.  g.i, 


Differenliirl  man  die  zuletzt  gefundene  Formel,  so  ergibt  sich  mit 
Hülfe  der  geeigneten  Reductionen  der  Werth  des  Radicals 

„ ll.T  , , 

i = ~'tj - = 2 (y  — y„  x 

»i„  »+V.+W,)—  SIJWvVh+M  l/+!/.'+’Jt)|  -':My»VS»+®t„  !/  + »„  +90 

| t,ri„+,W„  r„ir  + 2'JH„!(  + 9t„  -»(L»x„+«“  »-V„4+  IU.  + 9H,,  -v.l* 


Die  umgekehrte  Substitution  dagegen  liefert  die  Formeln 


_ j_.,  J (/.*- f."i +2 

4 “ V."-C-2b'-A/."t«'  r - '•«  '+  ö.vJ-J/.'C  ,-<•  — + I2y,  — J/X 

= y«#,.  « — 

,1— ar,  V2  t;ar*+2j/«r+A«  -y,;/.,.r,+2j/.;r-»-A„ 

oder  einfacher 

7 4 ( /»" — f:>  (ir  - 4 + /■»'  (;r  - ■+•  2 /„ + 5,1 

_ 2 ¥, y,  -+  iX„  / - „ ‘ = y„  !/„  ■+  SK, 

t,  r*  -+  !«,  .!■  + iV,  - y,  I .!•  - r,  ’ +• I .V  — $ y. 

Durch  Dilfcrentiutiou  erhtilt  man  aus  letzterem  Ausdrucke 


H = 


s<iy 

*dx 


. /-,.cjr,  + .«,.r+.c,  -»-.V.  $'  +•  (lx.r,  +-.W.I  +.cu  + .V  { 
= — 4'y^.+tUt0e.T— ar  ) 

’ “ ” * /I  -II  ..  . V W c tv* 


H. 

Man  beweist  für  f =s  o leicht  die  Relationen 


t>  - 7 Fs 


8’=*  in"'  a'-e  + jfr 

lt’  = 7fV.  tt"=*f'fl*-2« 

4 4 
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sn 


7ü 

und  damit 


* = - rJ f'*  - 

d.r*  16'  1 ’ 


dt 


1 — _ 

r 16'  1 ’ 


J.7Ä»  = Hi/  - f } 


■{ly 


jj-Ms-ürt ) 

b.r'isy  14  ) 


Dii-  Sultsliltitioii  dieser  Werl  he  ergibt  ohne  .Muhe 

i.f ,'•/  •'  » = -’/ofJ #-</.  ’+A.’fJ  >■  - (jr - y, 

- 8a„  V ( j/X-  4».’)  y - y. ! 

r-a-,1*  jf-y.  + y|^/rf„"-9,”-8;+-’t;)  (x— .r,}*(y— y.11 


Wendel  man  die  I m Formung  des  vorigen  Artikels  an,  so  gehl  wegen 
ktf(x  ff)  = iti  S die  vorstehende  Gleichung  tilier  in 


v ,/  = j';  v — v»  ‘-2  v;g*+2a»;y+9i;  r ' 

- 2 t;.r«  -4-  2 .l/».r  + ,v;  (V*  + 2 -W.X+  A.  V„y<  + 2SVuy  + 3f. 


wo  die  rechte  Seile  durch  Vertauschung  von  r und  j-,  sowie  von  1/ 
und  i/a  ungeilndert  bleibt. 

Dieser  Gleichung  sind  die  Wert  he  der  Coeflicienten  a b c . . zu 
entnehmen,  und  zwar  erhalt  man 

««•.?.  = i.v.-2i:-2v?+|ß 

*«•.?,  = L„ 3»„  - 2*;  + 2 - J <»>„ 

»'.i„  = v0.w„  - 2 »/;+  2t.“x„  - y «j; 

'•«.l.  = - 2«k;  - 2 i°i/i  -+-  y 

= V„.V.  — 2 A “-  2 V’.rl  +•  Y « rj 
*« + 2i)f“.ra  + 2 , + Y 

= W.ii.  + 29 J?.c,  - 2 J/*y;  - Y 
X'J.  = 9R..V,  -+-  2.V,“i/t  - 2Ü)i “rj  - Y Gx*y, 

= \„9(„  — 231;./-;  - 2 A'*y*  Y > 

= V,y„  + ä»,  = + 1 »yj  + 3 (Sy,  + ® 


Hieraus  berechnet  man  sogleich 
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P«',£.  = U.W'.rx,)  — - (-’V;  - j G);x-x,)* 

P.».f.  = ■+■  2y„\V,[xxn  -(jffl;  + j Gy„}'x-x„  1 

“ Ji.H'  xj'.i  — 2.1/jir,  | — .r„  * 

? = z.®  99.  - 2®,  yy.)  - (*z;  - - j «)iy  - ;/. * 

9.  = -w,®  !/!/„  + 2<r.®,  .9.9,  — (2^"+  y Gx,),y  — y»  ’ 

9.  «,#.  = -v,®  99,  - -2  J j®,  99, i - ( 2 *Vi°  - j G.rJI'9  - 9,,* 

IV ;XI/  as  iy*  ’ .1/1/  -+-  .V  = + iSHx  ■+■  'Ji 

= . I j!y*  + 2 B jj  j-  + y + C x*  + 4 xj  + j‘  1 + 2 9 :.r  + j ■+•  E 


sowie  analog 

H,  jj)  = .I,j-Y  + ..  , SB  xi/  =Sx*y1 + 4B,  ;xy  = il,.l■,y,  + .. 

und  überzeugt  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  die  hieraus  entspringen- 
den Werthc  von 

r (V.9,  + a»,  s,9  - «,®  .99,  ~ 1 J.®.  (99.)  + {2M?  + l<;  x„  y —y,* 
i.®"(99.)-  2®,(99.)  “ (2/.?- *G)iy_yj‘ 

— .V.ffl  (yjfc)  +•  •+■  { 2 iV*  — tGxjijy  — y„)* 

i’,9,  + »,)  1. 9 + *.®  (yy,)  + 2X,®,  (yy„)  — (2  Jf  • + i Gx#)  (y  - y#)  * 

1 _ ~ 2y,^,(-c-c.)  •+-  S^^-t-lGy.ljx-.rJ* 

v,  w xxj  — 2 IV, (xij  — (2ü;  — 1 0) {x  — X,)* 

_ - W,W[xx,)  -t-  2y;tv,(xx,)+  (2«;  — ) (ly!  .r  - x,l* 

“ V.9,  + W.TU  + 3)!„H>x,)  +~2y^\Vl(xjc,)  -Ta 2KJ  + J Gy„!(x-x.)’ 

mit  den  Resultaten  des  vorigen  Artikels  in  Einklang  stehen. 


12. 

Es  würde  noch  übrig  bleiben,  auch  im  Falle  9,,  nicht  ver- 
schwindet, von  den  f.oellicienlcn  ufly..  zu  den  Coelhcienlen  nbc.. 
iiberzugchen . mit  anderen  Worten,  statt  nach  den  Potenzen  von 
x — x„  und  1/  — ija  die  Eutw  ickelung  nach  x und  ij  vorzunehnicn. 
Hierzu  führen  die  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


78 


\V.  SlHKIBNKR. 


[« 

(i  — <i  . {t  = '<#»+  l>  , ",  = a.r, -4-0, 

/ = ".Vl  + 267,  + f . ",  = «-<  o -4-  2 + ", 

,i,~  (l.i\  = ",g,  + b,  , /*,-«  ,U,  — h',  + h, 

1,  ~ ■/■'»  = ",'/»  + 2b, -Vc,  . £„  - «,</„  = b J-;  + 2 <>,  j-,  + 6, 

i = «,.'/!  + 2<i,y,  + , «,tf0-2i.  </„  = ■+•  2 c.j-,  + r, 

Indexen  wollen  wir  1111s  der  Ableitung  der  rcsultirenden  Ausdrücke 
für  den  allgemeinen  Fall  tllierheben.  In  der  Thal  sind  schon  die 
Formeln  der  letzten  Artikel  ihrer  grossen  Allgemeinheit  wegen  ziem- 
lich eoinplicirlcr  Natur:  eine  wesentliche  Vereinfachung  dagegen  tritt 
Ihm  der  Anwendung  auf  specielle  Fülle  ein.  Ks  sollen  desshalb  die 
gefundenen  Resultate  an  einigen  hervorstechenden  Beispielen  erläutert 
werden. 

Als  erstes  Beispiel  behandeln  wir  den  Fall,  in  welchem  die 
Coelticienten  nie.,  den  drei  Bedinguugsgleicluingen 

«,  = b , «,  — e,  />,  = r, 

unterworfen  sind.  Alsdann  fallen  die  AH..  mit  den  31®..  zu- 
sammen. so  dass  sich  neben 

/■=;’  = i*£ | = A.i  < + 4Ä.1-’  -4-6 Cjc1  + 4/>.r  -4-  H 

7 = . I , ./■*  -4-  4 B,.r*  öf^.r*  + ^l),.r+  E, 
h ss  /„./■'•  -4-  bi,  j1  -4-  1 5 /, j-‘  -4-  20i,.r3  -4-  I5#,x*  -4-  6«,.r  -t-  i, 

die  Ausdrücke*) 

f = Ij'  = >;5  rj\  = . I//*  -4-  4 fl//’  6 C.V«  -4-4  Oy+  E 

fl  = I , .V*  + 4 </s  ■+•  6 u'  -+-  4 », .'/  + 

•)  = '0.'/”  -*-  <»,  tf1  + 15  <4-20«,*,+  15 6 

ergeben.  Um  die  rationale  Gleichung  / x;/)  = o abzuleilen  und  die 
CoefBcienten  <1  fl  y. . zu  berechnen,  hat  man  zuvörderst  die  Grösse 
A = f ij  — ft,]  zu  bilden.  Man  erhalt  im  jetzigen  Falle 

/.  = 2 |/,.r*g3  -4-  3',j  V c-4-1/  3.CV-4-.V’) -t- 

-4-31,  .i  *-*- 3x7-4-//*  •+-3'5(a>*-gl  + i,l 
= 7 — A -4-  h — 7 — .»•  I«,  e*  + jry  -4-  7*  1 -4-  6ij  .»•  -4-  7 1 ' -4-  .1*7  •+■  //*)  *4- 

-4-3»,  5J-*  -4-a.il/-4-  57*  -4- i8i,y + 7 9/j) 

* \Vcj4eii  d»*r  Hedewlunj:  der  Coofliciciilen  sielu*  Arl,  6. 
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Damit  wird 

■=  = 4 y— y»  y»  — *0  \',  'in!,  + 3'r‘lyi  •'•+.'/«  + i>,r,y,{rl+yr,y,+yl  ■+• 

4-  4-  y.  4*  8x,y,  + Ijl  + 3 1, ;.rj  4-  3.r0y„  4-  yj  + 

+ 3 < 5 •'  »+'/.  -*-'  .1 

+ y - y,!*|'.'Jyl  J.'/o  - }J'.  + öi,  x’y„  2.1/j  - xjj  4- 

+ 3'iJ«  4yJ  + 6x,y*  - i xjy,  - *5)  + 4*a{yJ  + 6x,y,  - jxJ  + 

+■  3«.{3yi +4-*-.y.  - -’-'i  ■+■  6's.v,  + ».) 

-+-2X  — x,  '/  — y„  3V.  — -M.  4-  öl,  J‘0.vj  .'/!  — 2xJ)  4- 

+ 3».y.(y!  + 4*ly2  — 6x*y,  — 4J-Jj  + 4*»  2»H  — fej-Jy,— xi,  +- 

4-  3*.  2yJ  - 4x,y,  — 3-r2  — 6'5j-.  - '»] 

+ (X-  x.l*  [i,  4-  6 1,  yl  4-  1 51,  yj  4-  20  i,y J 4- 1 5 i.yj  4-  6 i,y„  4- 1.) 

4-6, X-J,  y-y„)Vy„-x„  |i,x*y*4-2ijx,yt'ix04-y„  4- 

4- '«  ' 0 4-  4 x,y„  4-  yj  4-2  i,  (x,  4-  y,;  4- 1,  | 
4-2(x-x,  j’(y  — y„  ty0  — r,j (i, yj 2 x, -*•  y0j  4- 6 », yj (x, 4- y„  4- 
4-6i,y,;xt4-  2y,  4-  2la(x,4-  5?/e  4-  31,1 
4-  (x  — xj’(y  — y,)*(y,  — <r,)  KyJ  3x,  4- y0)  4-  61, y,(x,  4-  y,  4- 

4-  3 '.(•£.  4-  3y,i  4-  4**1 


nßy..  entnommen  werden 


o 

x und  1/  vertauscht  werden  dürfen , so  muss  diese  higenschall  jetzt 

i “4.  r T 

«)  Die  Coefticicnten  re,iy..  in  — — - erfüllen  die  Bedingungsgleiohungen 

“a 

<*,  — <i  = «>„  — y,)  . «,  — r = K /J)  (*,  — y„’ 

/»,—  7.  = h-%  = j (*• •—  y»){z/3,  —f~~ß(xt  y.^} 

= 7 (*.  — y„  {2/i,  - 4-  «,  (x,  - y,'} 


und  durch  Buchstabenverlauschung 

T = 2 t.i-r— x,  — A,iy  — y,)*4-  cu-. 

woraus  die  VVerthe  der  Coeflicienten 
können  *). 


13. 


Da  in  der  Integralgleichung 


je*  rydx 

4-/ 

T»  •M/*  ^ 
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audi  der  äquivalenten  fdeichung  + iln  I — o , mithin  den 
Functionen  JT  und  T zukommen.  In  der  Thal  lassen  sieh  dieselben 
auf  die  Form  bringen : 

■=  = ' V - x,  l».#5  3J’,  •+•  .'/„  I , V»  4-y„  -t-  :>  I,  x,  4-  j;/„  4-  4 ij 

+ 2./;/  x 4-  //  i/„  - x,  1-  ',x,#J  4-  31,#,  x,  4-  V»  + i»,  x.  -4-  3»/„  4-  3»,| 
+ + + ji, j-,#;  3X.4-2#,  + 

4-4',.'/.  x*4- 3x„#(>4-#;.  -1-3',.'/.  2J-.  + 3V.  + 6 «,y,4-  '.1 

— -+-  6 J'o.'/I  4-  3',.'/,;  4X„  4-y„  4-  4'i#.(Jr5-+’  3 Jo.'/o +• 

■4*  3 ',x,(x,  4-  4.Vh  + 6i',jp, 4-  «J 

-4  •*'  + !/  .y.  — j>,  l3',a.yä-i-4i,'/;  3»« -4-y,!  + 3',.'/o  — *,1 

— y.— 1 4 '/J  -•-  3<,yJ (3j.+y.’  6/,  #,(«.■,  + #,)  ■+- «,  3 «/,.  1 

r * x*#*  '/„  - x,  [»,<!•{ 'j‘,+  3#,  4-6»,x,'x,4-#,  +3»,  3Jf,  + y.)  + 4',l 

4-  4 •'•;/  ,r  4-  y y,  - x,  | - /, xjy,  4-  3 i,x,  x,  4-  //„  4-  4 1 , 3 x,  4-  #,  4-  3 ,,] 

— ■'*  4-  #*,  I',x*  4-  6/,X*#*  4-  3',  J'iy.  4X,  4-  3#,  4- 

4-  4 1,4,  X*  4-  3 4-  #*  4-  3 „ 3 X„  4-  2j/„  4-  61,  X»  4-  < | 

4-  4x#|i,.rJ#*  4-  6,,  j-Jy,  4-  3',-'  J 4-  4y»  -*-4»,x,  xj  -t-  3-r.y.  +yl  4- 

4-  SV/o  4 X,  4-  y,  4-  6 i,  y„  4-  I,  | 

— 2 X4*y  #,—  x,  13 ',■'«#*  4-  4 i’,xj  x.  4-  3y«  4-  3«,x.  '.4-//.  - '„I 

— !/,  — •>„  l4',x;y.4-3',x*  x.  4-  3 y,j  4-6 #, x,  x,  4-  y,  4- /„  3 x‘„  4-  #,  ] 

Hierbei  sind  at  = li,  at  = c,  ht  = e,  geworden  und 

f x 1/  = „./•*,/»  4.  sb.cy  x 4-  >j  4-  c x*  4-  y‘  4-  4*,  x#  4-  2,4  ./  4- ;/,  4-  r, 

= «ix*#*  4-  4/1.1, y ./■  4-  ,y  4-  c x — y ‘ 4-  2 2 //,  4- ' x#  4-  2r,  ■ x 4- ;/  4-  /', 


wo  man  schreiben  kann 

*«'•'  = I.  [A,.  4-  x,  — ;/„  ytl(',yj  x„  4- #,;  4- 6i,  x„4-#,,#‘4- 

4-3 ',.'/,  3x„4-j#,  +4',  x,4- 4y,i  4-6/,)| 

— x„  — y.ix, (/,.<•;  x,  4-j 1/,  4-  6/,  .rj  4-  y„  4- 

4-  3'«xo(5ir»  + 3 tfi>  4-4'».4x,  4-#„  4-6/,)] 
<»26,4-«  =3  11,(4  «,x,#*  4-1,#;  3X.4-»,  —',',4-3#,  — 4IS)  4- 

4-',.(4'e';#„4-/,x*;x,4-  3#,  3-r„  + #,  -4I,)| 

wahrend  ditt  Werlhe  der  übrigen  Coellicienlen  a b c. . ohne  Mühe 
aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  für  -T  und  T abgelesen  werden 
können. 
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.Müll  1 1 «i t nunmehr  die  Ausdrucke  /.ii  liilden 


J.  _ 1 — *if*  — 2b,ij  — r,  _ _ r,f  + ICjff-hc, 

mf  4-  2b y 4-  r i,  4-  6;/*  4-26, »/  4-  r, 

_ | — 6x*  — 2/),.r  — c,  c.r*  4-  2C, X + C, 

~ (lx’+  26x4-«;  = £ 4*  6x*  4-  2 6,  x 4-  c, 

i"  = — 1.  = jl'uäX  — 6Vj ;/'  4-  «91  — c?  1/4-  69}  — cSW! 

“.V  in i/'  4-  2 4 • r) 


1;  4-  6 V*  4-26,1/4-  e, 


r,  = =- Li . 

dx  ti  j'*  4-  2 6,r  4- 1' 


»;  ( ,6*  — «6, ) y*  4-  6 c — « ) »/  4-  6 , c — 6 c , )] 
,[.r9K-r,V  i/*4-  ie!«-ctl'  //4- (c,9?  - c,9»)  4- 

4- 1,(  6, c — 6c,) y‘ 4-  (cc,  - 6c,' y 4- cj  - 6,c,)| 
,|  11 JU—  6/,(  x*4-  u.Y — i /.  x 4-  6.V  — cM  4- 


-§(  6*  — u6,  x*  4-  16c  — uc,)x4-6,c  — 6c, )| 


§4-6x*  4-  26,  4-  c, 


,|  c.V  — r, /.  x‘4-  — x 4-  c,  .V  — c, .!/  4- 

4-S(  6,c  — 6c,  x*4-  (cc, — 6c,;X4-cJ  — 6,c,)| 


iiiii  die  Transforniationsformcln  für  das  jetzige  Beispiel  vollständig 
zu  Italien.  Indessen  wollen  wir  uns  damit  liegniigen,  ein  paar  spe- 
eielle  Falle  naher  ins  Auge  zu  fassen,  in  denen  ;/(i  verschwindet, 
oder  unendfleli  wird , oder  eine  Wurzel  der  Gleichung  = o 
darstellt. 


Ii. 

Für  y,,  = o wird 

1*  = Vv 

k,  = — 2x,(i,xJ  4-  31, xj  4-  3<»x.  4-i.) 

*.«  = — s.-e.  ji,x.4-4i,',  - V 6'x,(i,.rJ  4-  61,  xj  4-  gl,  x,  4-4«,) 

*.6  = — |,ar,(2i,J',  4-  3»,)  — jVtfx,(<,x;  4-  2i,x,  4- 1, 

*.«  = - Vh:  .4  ',  cj  4-  9»,X*  4-  6l,x„  4- i„ 

*6.6,  = — §,  3'.';4-6i,x,4- »,)  4-  I *'  3','J,4-  4*. J«  4-  i* 

6,c,  = - 4-  VAx„  2i,xJ  4-  Ji.xj  — 1, 

*.«•,  = '«!.  '■!  + 3 F H x*  lij.rj  4-  2 i,x„  4-  /„ 

Für  i/0  = 00  dagegen  hat  man  zu  setzen , da  sieh  die  höchste  Po- 
tenz von  yn  als  Factor  überall  wegliebt : 
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Jfi 


= 2 '«■'»+  i'r'J  + + ». 

= '.So  + 3 Vi  (».j!  + *«,«•,  +■ 

*•*  = - +■  va  — •+•  3i,  j-,  + 2i\ 

*.'■  = — v l-»'«  »..rj  + 6»,.r*  + 9«,.r,  + 41, 

2*,*i  = - So  3's  + V I vi,a-l  4-  4 »,  J.  4-  3». 

*«'■,  = - 1,  3 ',  'V  2 ~ 3 V < «>•*!  + 2 'jJ'.  + 

*.c,  = — So (4 + 3>«)  — VA  '4 9*«J»  ■+■  6'»-r.  4-  »,l 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall  »/,  = o.  Zufolge  der 
Formeln  des  Art.  t 1 hat  man  ulsdann 

— — = yG  x — x„  * y — y.)’— 2lV,(yy,)(a:  — X,)’— 2lV,[aM,/  y — y,  ‘ 

4-lV(xay  IV  yy„)  = o 

In  diesem  Ausdrucke  darf  man  jetzt  nicht  allein  x oder  y„  mit  xt 
«der  y beliebig  vertauschen,  sondern  auch  c mit  sowie  x,  mit  y. 
Dadurch  erhalt  man 

— ~ — — 6 !*«  — y,)‘(*  — y)* — 2 tV,  (x0y,l  (x  — y)1—  2 W,  (xy  ;x,  — y,)’ 

4-  IV  ;.r„y„  R';xy  = o 

so  dass  neben  den  Formeln  des  Art.  11  die  folgenden  gelten 
'ui  , So  = AtV(x-,y„)  -2.t,(a;,  — y,)‘ 

*«’„£„  = B IV  (x,  y,)  — 2 B,  (x,  — y0)  * 

cc,l„  = C IV (a-, y,)  — 2 C, (x,  — y,)*—  2 IV, (x,y,)  4- jfi (x, - y,i ’ 

*1  = f;  *V (*,y,)  - 2 C’,  (x,  — y, iV  IV,  ;j'„y0  - y « - y,  ‘ 

r,  «>,£„  = 2>IV(x,y,)  - 2 (a,  - y„)’ 

c.ic.1,  = E RV.y,'  - 2t’,(a-„  - y„)* 

= -1  >/ü  4-  3 Byl  4-  j C'y,  4-  O 
Weiter  ergeben  sich  die  Werthe 
/>«’.£,  = ilV(x.y,)  - 2lV,(x,y„)  -(2 L,  - j «((x.-y,)* 

P,wJ,  = -VIV(x0y,)  4-  2*IV,(j,y,) -(zM,  4-  y Cx)(x,-y,)‘ 

Pt'i'oSo  = -VltV.y,;  - 2xMV,;x,yt)  — (2.V,  - Gx*)(x,  — y/ 
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*71 

1«‘J*  = *f»»',x,y..  - 2 VF,  .x,y,  ~ (*«,  - y «);•»-,  - y,  * 
q,"  J,  = 9KH’  j -„y,  + — (^2»,  -+-  ‘ Gy|  x,  — y,  ' 

= Wfx.y.i  -jj'HV/.Si  — (a*,  — yGy*),x,  — y,  * 

welche  zufolge  der  Entwickelungen  des  Art.  1 1 durch  Vertauschung 
von  x und  x,  resp.  von  ij  und  ijn  ungehindert  bleiben  müssen  und 
dcsshalb  auch  auf  die  Form  gebracht  werden  können 


» 

f-„  VF  xy„ 

1 

3^ 

l 

(2/.j-{g)ix 

-y.i* 

= 

-W.VF  xy. 

■+■  2X,  VF,  xy. 

-)2.tf«  + |G 

x.)x- 

-W« 

= 

•V.»F  xy. 

- 2x*IV',  xy. 

-|2.V,“-  jöx*){x- 

-•>/. 

9«,f„ 

= 

Vf.  VF  x.y)  ■ 

- 2 VF,  x.y  - 

|-’V;-yG)x. 

. 1 

- y 

7i  «„£. 

= 

W .»F, x.y. 

■+•  2y„VF,  x.y 

-|2®J+  j-  G 

'/,)x. 

— y 

7.<c.s»  = - 2yJVF,  x.y  -(z'Jt;-  ■ Gyjjix,-  y ‘ 

Hieraus  entspringen  eine  Menge  verschiedener  Formen  für  die 
Substitution 

x = fL=_2i  , ij  = Lz£i  u.  s.  w. 

9 /' 

welche  einzeln  anzufuhren  nicht  nOthig  sein  wird.  Die  letzten  der 
vorstehenden  Ausdrücke  liefern 

_ u\  s. '/  - 2R„  VF  i x,y)  - 2 y„  tF,  (x, y)  -I-  (2  2RJ  + j)  G y.l  (*»  - y) ' 

V,  W (*,Jf)  - 2 VF, (x.y)  — (2 r,  - J G) (x,  - y, * 

-■R,H,(x,y: + 2y;iV'x,y  + (2«;  - JG^|(x0-y)* 

*c,£, r,  + W, VF, x.y)  -+•  2y,lF(ix,yj  — {2®“  + JGy,  x.-y  ‘ 

mithin  wegen 

V.y.  + ®.  = «,  , V? Jf.  + = i V,  «•, 

9N,!G  + '•»,  = - ic,y,  . ®Jy,  -t- 1 «f  = i «•,, ic,  + ®. 

IV'  fx,  y — V,  x,  — yi  ’ — £,  ij 

j — i/B  = «?„  u „ 

(2??  — iC)(x,-y  2 tF, (x.y)  — V.lF'x.y, 

Wo " x.y  + {«.>,  + ®„  x„  — y !-y,?,ij 
" 2»,  »F ;x,y)  + 2y,  VF,  x.y  - (2WJ  -►  J Gy,  (x,  — y *+  «c.f.r, 

_ *“>!*,  — y)‘ 

*Fx,y,i  -l',(x,-y)*+?,r/ 
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Vertauscht  man  hier  x und  ij  , so  gehen  die  Gleichungen  der  um- 
gekehrten Substitution 

„ _ „ , (t,  . _ u 'V*'  ~ V*—  JV*- 

{*<?“  i c;  (x  — x,  *+  2 x,x)  — ¥„  IV  .r„.r) 

_ 2«y.r  — 

IV  (X.xi  — f,x  — x„)  V |,  | 

hervor,  welche  bereits  Arl.  io  in  der  nämlichen  Form  gefunden 
worden  sind. 


15. 

Man  kann  die  Function  fix  y)  im  gegenwärtigen  Kalle  auch 
direct  ableiten.  Im  Artikel  4 wurde  .gezeigt,  dass  die  Integral- 
gleichung (!') 

lol  + /.„j'-t-  2 M„J  .V,  _ iJtr,  + V„y*  -4-  'Ji„ 

(«?— ®,)  (y  — yj 

sowohl  der  Gleichung  / ~J~  — jJll!l  vvic  der  Gleichung 

./x„  5 jy0  "I 

j -y  + I "l!l  = o ents|>richt,  weil  bei  der  Quadrirung  von  'I) 

’ •'».  'I 

ff  — ff, 

der  Unterschied  des  Vorzeichens  weglitlll.  In  der  Formel 


aber  dürfen  offenbar  x und  iye  vertauscht  werden , so  dass  diese 
Gleichung  auch  durch 

S,1,  + S,r„  = 

X — ff  x0  — y„ 

oder 

- L;l' ±1mM  + *y  + 5 5 _ L»yi+±*s v» + v» !*■  ?• 

(x„  — ff,)’ 

ersetzt  werden  kann.  Diese  Relationen  gellen  jedoch  nicht  für 
/*'T  /»y 

I -+-  / = o , v ielmehr  erhält  man  in  diesem  Falle  durch  Umkehr 

des  Vorzeichens  von  tj 

Ljf+iJtg- 1-  V — jfi;  _ Ajj£+  2 .t/.ff,  + .V,  - <„ 
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mul  folglich 

C , t CO.,0  _ c«..o 

StV.i  _ SiJ/i StVi 

*— y -r. — y« 

als  äquivalent»  Integralgleichungen*). 

Schreibt  uian 

t _ '-„y;  + 2 *.?.+  A’.  - f,»/. 

2 - y.i* 

so  wird 

£//  = iy’  ■+■  2 My  + \—  2i[.r  — yi* 


folglich 

...  ..  ...  , «,  (Lyt+2My  + \,,-$,iit 

t{l.y'-t-2My  + i\-t[.r-y  } = 

41®  — y 

= d,:r*y*  2 B,xy[x+ y + — (C1—  .1 J?) i.r  — y *-e  bCtxy+  2 Dt\x  + y.  ■+■ 


Hieraus  bestimmen  sieb  tlie  Verhältnisse  der  Coeflicienlen  abc.. 
mittelst  der  Gleichungen 

ut,  = .<1,  — Ai  , be , = n,t,  = B,  — Bi 

et,  = u, t,  = (f1—  AE)  — Ci  4- 1* 

*,*,  = ic,-i(C*-dff)-C*-|f« 

et,  = F.t  — F.i  , f,t,  = 6,t,  = IJ,  — /tt 


und  die  Substitution  j-  = seht  Uber  in 

V 

j-  — *«*'  ~ (J,  ~ ' »* ~ [3 c,  ~ 1 (c<—  dg)  — aC«  — «*]>—  (g,-i>* 

~ (d,  - yitjy*  + i (fi,  - Bei  y + { (C‘-  d £ - Ce  + ,< 


* Durch  Vertauschung  von  ly  und  y#  gellen  auch  die  ferneren  Uleichungen 

{.■>;*{.» i,*  = 

* — ,v„  2-,  — y 

y»X  /»!/ 

jl  / =0  hervor.  Fclrr  und  Lagraxub  haben  bekanntlich  das  voll- 

■r«  •/Vo  . . 

ll  X u 1/ 

ständige  Integral  der  Differentialgleichung  — — I = o auf  die  Form  gebracht 

£ y 

y -----  J = i4  (x  -h  v *4*  4 //  (x  -+-  v!  •+*  consl. 
wo  die  Inlegrnlionsconstante  = '2  ft,  — r* — art  , wenn 


f x v = fix*  i/4  -f-  2 ft  .r »/  'x  - 


■ 4 ft,  xi/  ■+■  2c,fx- 


Digitized  by  Google 


MC» 
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SO 


/ tir  Berechnung  des  Factors  kann  man  r ■=  y = y 
setzen,  wodurch 

t,»t»  = | (d,— /tt'-r.-t-lf,—  — Ät'r.+jC,—  d/:'  —zfit—t*  ]y. 

Ferner  führt  die  Gleichung  A = //* — ar  anf  die  Formel 
4*s  — fle  — II  = 4tJ 


Vergleicht  man  hiermit  die  Formel  des  Art.  7 
4 X*-GX-II  = X* 

und  lieachtet,  dass  X in  t (lliergeht,  wenn  man  t/u  statt  x und  — il% 
stall  | schreibt,  so  erhall  man 

, 4.  Su  *i»  | Se  V*  1 e . . ' I .4-  I /« '1*  f»s»  /•  V»  f • I 

2 I C,  - V.  lT*  1 1 2 J',—  y,'  8 Z,-Jt  1 

wo  das  obere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist. 


10. 


Die  Gleichungen 


£ C»_4.  C«*t  1V  .,»4.  £ r + C C».  • . 

5|M+>|51  = VtVl  T Vl  Vt  = SjVI  >l'/l 

.y  — .v#  r — v -ro  - i/o 

C »»• C ,.o  £• . £* 

5 1 'n  >jvi.  — :<•>«  « 

^-.y»  y — *• 

*)  sind  als  äquivalente  Integralgleichungen  für 

p*dx  pVtlX  , fVdiT  fVmtl. T 

I c - I T 0,l*r  / * = / s 

gefunden  worden.  Für  die  Normalform  mit  dem  Modul  x 
= i 1 — x*  (1  — x‘;r* 

erhiilt  man 

1 1 — ,r*  ■ 1 — /.'  1 ■*  •+■  I 1 — .i  * ■ 1 — z'./1’  _ t 1 — //*  • 1 — x*i/.‘  + 1 ‘ — //,;  1 — z1»/1 
•c-x.  y-y. 


*J  Dir  obi|j<»h  Formeln  sind  einer  leieliteii  l'r.insfunn.Uinn  fiitiiji.  sofern 
J,  | * -J- £*21,  2 lmt — /,»»  «,+  /»,  — /,«  j+ijl  + llm,-»!# 

r r i i» i i» 

*r  .i,  si*i  ?«*» 
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3*1 


u.  s.  w.  Führ!  man  daher 


x = sing  , y = sing» 

Kl  — x*sin*g>  = J <p,*i  = Jif  , «*  + »’«'=  i 

ein.  so  entspringen  die  Transformationsformeln 


cosgz/g),  + cos  cos  g>  J g»„  -i-  cosgi^g» 

sin»/ — sing,  sin  gi — si n g», 

COS  ff  cos  g»y  (/  cos »/„.y  gi„ cos g),  ./»/„ 

sin  »/  — sin  ip  sin  i/,  — sin  gi, 

COS»/)  i gi,  — cos  i fi„  Jtf  _ cos  g»  J »/„  — cos  »/,  ^ g/ 
sin»/  — sin  g>,  sin  gi  — sin  »/„ 


oder  mit  Benutzung  der  Idenlitill 


cos»/ _/»/„  + cos»/., _/</)  cos»/ c/»/0  — cost/,Jip)  = xVisin’»/,— sin*f/t 

cos  »/c/</„  — cos  »/„c/g>  cos  g'c/g»,  — COS! 
sin»/ -i- sin»/,  sin gi  ■+■  sin  g, 

cos »/> y ip  — COSgl_/l/  cos ip'Jip,  — COSg'„-/</„ 

sing -t- sing’  sin»/, -t-  sing», 

cos »/  ./  g'„  -f-  i'os  g»„  _y »/  _ cos  gi .y  »/>,  -+-  cos  »/,,-/  gi 
sin  </ -*•  sin  g»„  sing»  ■+■  sing, 

durch  welche  die  Integrale 


in  einander  übergehen. 

Man  kann  die  gefundenen  Ausdrücke  auch  als 
für  die  Integrale 


Additionsrormeln 


aitsehen  und  mit  WegschatTung  der  Nenner  auf  die  Form  bringen 


cos »/)  sin  i I’-Jif,  — cos»/,,  sin  (/)„  y 1/  = sin  »/  cos  »/)  / gi,  — sin »/,  cos »0, ,y gi 
is)s »/> sin !/», _/»/,,—  cos»/',  sin  g’_/g  = sin»/„cosg<.yg»„ — sin  »/  cos  g»„  _/ g» 
cos g»,  sin  !/'_/</„  — cos  gi  sin  gi,  y »/  = sin»/r  cos»/„o/  g»„  — cos  »/>  sin  »/,^/g» 
sin»/ <sisg»„c/i/),  — sin  »/,  cas  gi.y»/  = cos»/,,  sin  gi.y  g»„  — cos »/  sin  gi, c/ gi 
sin »/  cos  g »_/»/,—  sin»/,  cos g»„^/</  = cos »/  sin  g»  J g»„  — cos</,sing»„<Jgi 
cos  ii»  sin  g»,  / »/,  — sing»  cos  g»,  y </  = cosg,  sin  y g»„  — sin  »/.  cos  g„  _/  g» 
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Aus  dem  Addilionsthcorem  geht  für  y = ipt  die  Y'erdoppelung  des 
elliptischen  Integrals  hervor: 


/»*/'  dif 

•4  J'> 


nebst 


Igy  cosy,,  4- cosy  Jif.  = sini/i./i/:,  ■+■  »iniptJif> 
sin  + = siny  cosy  / </„  + ./(/' 

siny„  + siny)_/y  = tgy  eosy _/y„ -t- cosy,,.^y 


17. 


Die  gewöhnliche  Form  dieser  Siil/e  ergibt  sich  für  y , = o , 

V»,  = X: 


ff  ff  _ ff  ff  _ ff  ilf 

Jo  Jo  Jq  jy  Jo 


cosy. siny  = siu^/f/  4-  siny  cos  1/7/ 
cos y sin i = -in  y ./</  — siny  cosx s/y 
ros/sini//  = sin/cos «/>_/»/  -f  sinfi^j 
sin </  cos/  = siny  //  — cosy  sinx-fy 
siny  cosy  = cosy  sin  y.//  — sinx-/y 
sinx  cosy  = cosx  sin  y<7y  — siny_/y 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  eihttll  man  sogleich 


siny  eosxc/x  -+■  cosy  sinyc/(/ 

i — x*  .sin*y  sin4  ^ 
sin*x  — sin‘y 

cosy  sinx  *y  — sin  y cos/s// 
cosy  cosx  — sin  y sinx^/ y -7/ 
i — x*sin*y  sin*  x 
sinxcosx./y  — siny  cosyx/x 
cosy  sinx^/y  — siny  cosx  ^X 


JtpJ%  — /.‘siny  cosy  sinx  cosx 
i — /.*  -in*//  sin*x 


cosy  sin x ^/  — sin  y cosx .7 (/ 
cosy  sin/  7y  — siny  cosx  /x 


siny  cosy  _/x  + sinxeosje/y 
cosy  cosx  + siny  sinx7y  ly 
siny  cosx-/y  ■+■  cosy  sin/. 7/ 

_ / //  / X ■+•  /.‘siny  cosy  sinx  cosx 
cos*y  cos‘x  — z’x’sin’  y sin‘x 
cosy  cosx  +■  siny  sin x-7y  7x 
cosy  cosx^yn/x  ~ z’x'siny  sinx 
lif  .7  x •+■  x*  sin  y cosy  sinx  cosx 
cosy  cos  yJtpJx  + z’x’sin  y sinx 
cos y cosx  +■  s'n  y sin  x-7y  ^X 
x’  -f-  x*cos*y  cos‘x 
J y ./x  4-  x'siny  cosy  sinx  cosx 
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siny  cosxz/x  •+■  cosf/i  sin  y.dtp  sin’x  — sin 'tp 

costp  cosx  — siny  stoyd  tp  d x sin  ycosy  dtp  — sin</  ms  t/  d y 

sintp  costpdx  -+-  sinx  cosydtp  sintp  cosxdtp  ■+■  ons</'sinx-/x 
cos* y cos* x — z'z'sin 'tp  sin*x  cos tp  cos xdtpdx  — /.’x'sini/>  sinx 

und  es  ist  nicht  schwer,  sich  von  der  rebereinslimmung  dieser 
Ausdrücke  mit  den  seit  Kilrr  und  Jac.obi  bekannten  Addilionsformeln 
zu  Ul>erzeiigen. 

Oie  obigen  Gleichungen  gehen  in  die  hekunnlen  trigonometri- 
schen Formeln  eiues  sphärischen  Dreiecks  mit  den  Winkeln  <p,  Xi 
n — y>  und  den  gegenülterstehenden  Seilen  m,  v , w über,  wenn 


i — cos  « cos  v cos  w 
I — COS  lp  COSX  cos  l/l 


folglich 


sin  c = x sinx 
cos  c = Jx  , 


sin  ic  = * sin  1/1 
roste  = dtft 


sin  ii  es  x sin  tp 
cos«  = dtp  , 
gesetzt  werden. 

Wenn  man  y>  mit  7t — t p vertauscht,  so  nimmt  der  eben  be- 
wiesene Satz  eine  bemerkenswerlhe  Form  «n,  sofern  die  Gleichung 

cX  . / W p”  dtp 


rd  rx  _ /»It-V»  dtp 

J o ii  Jo  d tp 


ilurcli 


rd  rx  i <P  _ r”  dtp 

Jo  -Jo  Jo  Jo  - ^ d ■ y' 


ersetzt  werden  kann.  Wahrend  beim  ebenen  Dreiecke  mit  den 
Winkeln  tp,  /,  U1  für  j = sintp,  y = sinx,  1 = sintp 

px  py  po  d.r 

/ + / + / 7p-  = V + X + </'  = >r 

Jo  Jo  Jo  \ I — X 

ist,  so-  erhall  man  beim  sphärischen  Dreiecke  mit  den  Winkeln 
tp,  Xt  V ünd  den  gegenüber-stehenden  Seiten  u.  i>,  ir  für  .r  = sin  tp , 
y = sinx,  i = sin  tp  die  Gleichung 

i Ist  rd  rx  pt  dtp 


/■'  rv  /■*  dtr  rd  rx  rw  dtp 

Jo  Jo  Jo  V 1 1 — x*  (l  — Jo  Jo  Jo  d <{  /. 


2 k 


oder 


, i — cosii  cos  v cosw 
i + cos  tp  cosx  cos  tp 


sinn  _ sine sin  ic 

sin  tp  sinx  sin  tl> 

gesetzt  ist. 

Akbtmll.  <1.  K.  S.  (irsellu  h «I  Witirairk.  XX. 


d{qr. 
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Die  Benutzung  des  sphärischen  Dreieckes  zur  Gonstruclion  des 
Additionstheorems  rührt  bekanntlich  von  Laurange  ')  her,  doch  hat 
derselbe  das  sphärische  Polardreieck  zu  seiner  Conslniclion  ver- 
wendet, oder  was  auf  dasselbe  hinauskomint,  das  Dreieck  mit  den 
Seilen  tp,  Xi  V und  den  gegenüberliegenden  Winkeln  u,  v,  n — ir, 
wobei  die  von  x abhängigen  Gleichungen  unverändert  bleiben. 

Man  schliesst  aus  dem  Vorstehenden,  dass  mittelst  der  an- 
geführten Substitutionen  aus  jeder  Formel  der  sphiirischen  Trigono- 
metrie eine  Additionsformel  für  elliptische  Functionen  abgeleitet  wer- 
den kann , und  umgekehrt  liefert  jede  Gleichung  zwischen  sin  cos 
und  'I  der  Winkel  tp  % ip  eine  bez.  zwei  trigonometrische  Relationen, 
welche  sich  auf  das  sphärische  Dreieck  mit  den  Seiten  u,  r,  te  und 

den  Winkeln  (p,  /,  n — tp , resp.  mit  den  Seilen  »/,  V und  den 

i • i .1  i sin«  sine  sin  ir  . . 

winkeln  ii,  v,  n — ic  beziehen,  wahrend  x = - — = . = -r-  ist. 

' Rim/'  sin*  smtp 

Jacori  hat  in  seiner  Abhandlung  » Sw  la  rolnlion  d’un  enrps «**) 
eine  Zusammenstellung  derartiger  Formeln  gegeben,  aus  welcher  wir 
hier  diejenigen  folgen  lassen,  welche  von  den  sechs  oben  gegebenen 
verschieden  sind  : 


x'x'-t-  x‘  cosifieoaxcoatf)  = Jhf  .//_/»/' 


/'  sin  if  sin  x cos  tf>  =»  J 1/  J x — <!' 

x*  cos (p  sin/  sin  »/'  = J <p  — ./*_/ </’ 
x*  sin  »/cos*  sin  i/'  = _/* — .Jip.Jifi 

x'x'sin^alnj  = ins »/  cos / ./ tf> — atstpJipJx 
x’x'.sin*sint/<  = cos»/  Jx-Ity  ~ cosjfcos^» .hp 
x'x'siny  sini/i  =»  cos x^tplt}’ — cosy  cos »/.  / / 
ins tp  — cos/cosi /<  = sin  / sin  tp -Jtf 
cos*  — cos»/ cosi/'  = sin  1/  sin (/-// 
cos»/ cos/;  — cosi (>  — sin»/  sin/./ tp 


Die  letzte  dieser  F'ormeln  ist  die  von  I.aurange  abgeleitete. 


Theorie  der  [onclionx , Art.  6g,  70;  vcrgl.  Lrqnulrr . Tratte  des  fonrtions 
elliptii/ues,  T.  I,  J).  20, 

" Malliciii.  Werke.  Hit.  2,  S.  171.  (’.xki.lk's  Journal,  Bit.  3g.  S.  325. 
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18.  t 

Setzt  man  w — j , <f,—  w,  y„-—Xi  so  folgt  analog 

/•  V + /■/  _ /■  i + e»  * _ /•  j 1 (/(/ 

■ ti  •'  at  -'tf  ■' i)  ^ ’/ 

x'cosjr  sincu  = sin/cosiu^y  — rosip-Xiu 
x’ sin //  cos/  = cos wi(f  — cos <j  sin  ^ .Jii 
x'oosf/i  sinio  — sin»/1  cosio^x  — conx-Jo> 

■/.'  cos tj  sin ^ = coscj ^ — si n fy~  cos ^ . /oj 

x'sin/oosw  = eos^  sincc /y  -4-costt.J/ 

\ ’ 

* x'sinf/i  cosm  = cos  x ^ //  4-  cos //  s i n /j  . / x 

x'  i — z sin </  sin / sin w = * 

x*  cos//  cosx  sinw  = x'zfw  — JtfJx 
x4sin//  cosx  cos/o  = d%Jv)  — x'.^// 
x’cos«/  sin/  cos/o  = JtfJio  — x'^x 

cos//  cosx  = x'sin//  sin^^/w  — sin  tp  JtfJx 
cosxoosw  = siiuf  JxJio  — x' sin  x sin  oi 
cos//cosw  = sinx-^/f/’-i/w  — x'sin//  sin/o j/x 
x'  sin// sinx — sin/o’i  = cos//  cos x^co 
x''siny  — sinx  sin/o  = cosx  co  sojJtf 
x'(sinx  — sin  //  sin  io  = cos  y cosiu  Jx 

sin  u — x#x  s‘n</' s'nX  — cos// cosx^X sinx  cosx.^/e/  — sin#/  castpxJ 

xV  4-  x1  cos*  tf  cos*x  sin//  cos  x-^///  — cos  tf  sin  x^X 

_ — cos  tf  cosx  4-  s*n  tf  sinx^r/z/^ — cosf(/)  cos*x  4-  x'x'sin4//  sin*jj 

Jtf  Jx  — x4  «in  <f  cos //  sin  x cosx  x 'x 'sin //  sin  x 4-  cos//  cos xJtfJx 

^ — x*s'n,A C0SX ■+"  c®«y>  sinx^JP  * sin4// — lio'x 

x'x ' 4-  x* cos4 //  cos4 x sin//  cos yJj  — cos//  sinx  /x 

__  cos// sinx-^f/  4- sin// cosx-^x  _ ^,si n//  costpJ%  4-  sinx eosx-i/// 

JtfJx  — x*  sin  tf  cos  tf  sinx  cosx  x 'x 'sin //sin/  4-  rostfcosyJtfJ/ 

x4 sin //cos //sinx cosx  4-^/// ^/x  _ # sin//  cosyJx  “ cos//  sinx  ^'/ 
x'x'+  x4cos4//  cos4x  sin//  cos — cos// sinx  ^X 

, i — x sin*//  sin*x  , cos//  cosx  4-  sin//  sinxJ(/Jj( 

Jtf  Jy  — x4  sin//  cos//  sinx  cosx  x 'x  'sin//sinx  4-  cos//  cosx  ^'/  • 


i 
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x'x'sini/’  sin/  — ctaif  cos/z/y^/  sin/ cos/./y  — siiw/  rttst/  .1% 

sin</‘  cos xJ>f  + cosy  sin/.://  sin*y  — sin*/ 

sin <p  sin  / .J t)  .1  x — cosy  cos/  x'x'sin*y>  sin1/  — cos1  y>  cos’/ 

cosy>  s i n / . / y ■+■  sin  y cos/^//  s i n y cos y ^//  -f-  sin/  cos /./y 

Filr  yu  = o,  ip,  = <o,  y — V ,MU*  if  = — erhall  man 


oder 


f.<p  /* tu  — c}o  cjn  /.Jo  ,l ,f  - 

//g  /Tu  •/  (./  •'  [u  i/o  ^ 

i"t>  d<f  _ /"Jo  iltf 
.1,  J<(  Jf 


COSI/I 


sinif  = 


z/if  ’ 

.Zn/  = sini/>cosbi  ■+■  x’cosif  sinio  = 

Ji(>  — cosif  sin«  ■+■  x’sini/icosio  = 
, sin  «/< 


COSf'J  = X 


_/y;  ’ 
i = x'tgy<tgio 


COS  Ui 

<4  Ui 

X ' 

x' 

Jto 
sin» 

X = JtpJto 


COS  l/»  = X 


Diese  Relationen  gestalten  die  vorhergehenden  Ausdrücke  für  sin  u 
eosoi  ,/oj  direct  aus  denen  des  vorigen  Artikels  für  sinip  cos tp  .iy 
abzuleilen. 

Die  Verdo|i|iehingst'onneln  endlich  liefern,  für  / = y 


oilei 


ferner 


oder 


2 i*  = 2/"'  = 

• ' 0 <Kr  ■ Ml  f 7 


sin  1/’ 

+ cos  y 


= ifi*/1  = 1 gy-fy 


sin t/.  sin  y ‘‘ns y 
1 + j/y  ~ <dy 


smi/i  tgy 

ISIS  l/l  ■+•  J if’  ft) 


, ("f  _ , /•I1'  /■*  * 'l'l 

•/ u •'  n *'w 


i -+•  sinw 

COS» 


= ') 


■ui 

jv 


x'sinw  Jio 


= ifKfJif  j 


x'+JtO  J(f 
cosw  sinycosy 
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19. 

Als  zweites  Beispiel  (s.  Art.  u)  betrachten  wir  den  Spe- 
cialfall 

t*  = I = o oller  2K|6,  = ul>t-t-utb  . 2&,c,  =*  bct+ btc 

womit 

« = ne-*- jtse  , //  = e«e-<se 

Folglich  ergeben  sich  £ um!  das  Product  916  als  Wurzeln  der  cubi- 
sclicn  Gleichungen 

-•  27 //’ * *IS  4«tS  — 3 <;  5 , II  ~ G 0- 4C6 

oder 

4<&‘ -(!<&+ II  = o 

mithin  wegen 

4 7’ — (ii  — II  — O 

e=-z,  ats  = t;-3;.‘ , = a/-67y*+c 

Die  Wurzel  7.  kann  für  reelle  Werlhe  von  G und  II  stets  reell  und 
von  gleichem  Vorzeichen  mit  II  bestimmt  werden,  während  die  beiden 
anderen  Wurzeln  7,  und  7,  der  cubischcn  Gleichung  entweder  gleich- 
falls reell  oder  conjugirt  complex  sind,  je  nachdem  G* — 27  II'  jiositiv 
oder  negativ  ist. 

Ftigt  man  die  weitere  Bedingung 
« + e = 6z 

hinzu,  so  werden  91  und  6 Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
ro‘  — 67ro  — 3z5-*-  < i = o 


Folglich  erhalten  91  und  6 reelle  Werlhe  ftlr  i 2 75  >(«.  Da  aber 
y = 471 — G positiv  gefunden  wurde,  ist  47i>(i',  mithin  können 
neben  7 auch  91  und  6 stets  reell  bestimmt  werden.  Da  ferner 


aß  = (1  — 3 7* 


27«’ 

4*C-3«  5 


so  erhellt , dass  nicht  allein  9t  und  6 gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  besitzen,  je  nachdem  G1 — 27  //* > o oder  <0  (d.  i.  je 
nachdem  7,  und  7,  reell  oder  complex  sind,,  sondern  dass  auch  im 
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ersten  Kalle  '?[  und  G gleiche  Vorzeichen  mit  ).  oder  II  besitzen, 
wahrend  zwischen  j (l  und  } G liegt,  wogegen  im  zweiten  Falle 
(i  < 3/.’  und  fi’<3//5.  Uebrigens  können  31  und  G als  Wurzeln 
einer  quadratischen  Gleichung  beliebig  vertauscht  werden. 

Da  nunmehr 

dy  _ dy  dy  rly 

~ t Hy'  — fl  + li  y+iS  ~ V Hy'-Q  y*  - 1 “ I tS-Sfy*.  i-y\ 

und  >t  beim  Durchgänge  von  1/  durch  1 vom  Keellen  zum  Imaginären 
übergehen  muss,  so  wird  man  y,=  1 setzen  dürfen,  um  reelle  Aus- 
drucke zu  bekommen.  Bestimmt  man  nun  in  dem  elliptischen  Diffe- 
rential dz  die  Variable  : so,  dass  sie  für  x = x,  verschwindet,  so 
erhält  man 

. fx  dx  /■ ' <ly  rii  (ly 

' T ~ K K l -y'  e- kW- «;(/-!) 

elliptische  Integrale,  deren  weitere  Keduclion  auf  diu  sogenannte 
Normalform  in  reeller  Form  keine  Schwierigkeiten  bietet. 

Setzt  man 

— .1  ,r  — tt  x — b [x  — c x — d) 
so  wird  bekannluriuaasscn 


(1  = — . K f « — b ■ c — il  , + (i  — c ■ 6 — rf  * + n — d b — c *} 

II  = 4jjd3{  (t — b-c — d ■+•  11 — c-li — il  ){  o — c-b — d + a — d-b — cj} 
X{o — b-c — d — u— d-b— c) 

C'-i-jll1  = -K.  ,|‘  „ — I, . — c . t,  — d - b — c - b — d - c — d ! = —rj' 

Z = K A { 11  — h ■ r — d + 11  — c-b  — d } 

= A A{(«  — d - b — c — 11  — b-c  — rf  } 

— — A .!{:«  — c-  6 — rf  + a — d-b—c) 

und  mit  Berücksichtigung  der  identischen  Gleichung 

a — c-b  — </)  = (ri  — b ■ c — rf)  -fr-  (o  — il-b  — c 

HÜ  = a-d-h-c* 

16  ‘ 

tj  -+■  St  = — .l{i«  — !>•  c — rf.  + « — c-b  — rf.} 
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CS  — a = 2fc . I ) « — ft  • « — r • b — it-c  — d 

ä = ^/l{t  u-c-li-il  - V (i-b-c-(l  )' 
ß = d-.l{V  a-c-b-d  + I fl -b-c-d  }’ 


20. 


Bin  der  Heduclion  auf  die  Norinalforin  der  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  sind  sechs  Fülle  zu  unterscheiden: 

für  6 > 91  > o setze  man  ij  = "’M/  < i,  wodurch 

Zi  [W.  X 


jr-rfl.c  _ ry  U(f  I /•  qp  Urp 

,r„  £ V<&  — flsill’y  = V&Jo 


Itp  _ i pf  dtp 


x«=  * 
x e ’ 


X 

is-a 

ts 


für  e > o,  9t  < o setze  mau  y = cos tp  < i , wodurch 

px  dx  _ pf  dtp  _ i pf  dtp 

* s Ja  FIS -«  ros* r/!  “ Ve-ä./o  1 '(•  * 

e 


a 

a-is 


z"  = - 

ts-a 


für  91  < G < o setze  inan  y = . f{tp,  x)  < t,  wodurch 

p*dx  pf  thf  i i-tf  dtp 

Jjc  s J o V — arosV-SsinV  I — xA  d tp,  x 


a-<s 


IS 


für  91  > 6 ">  o setze  man  ii  — — > t , wodurch 
J cos  tp 


r*dx pf  dtp  _ i pf  dtp 

* ~-L„  I _ •'()  ta  - ISsin*Y  _ va./o  ' 'h  * 


a ’ 


a-is 

« 


für  9t  's  o.  6<o  setze  man  //  = ->  l,  wodurch 

•'  cos  tp 


pxdx pf  "<p  i pf 

A„  » «/o  V a — <S cos* tp  Va  — ß-'u  ^ 


</>,  X 


IS 

is-a  ’ 


a 

a -is 
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fUi  6<?l<o  setze  man  //  = - — > 1 , wodurch 

ff,  X 

Jf-rilx  _ r'f  ihf  _ _ i rf  rttf 

j-„  s •'»  V — St  sin’ip  — ß cos*  <p  V — üJ o f 'P>  * 

4 ~ ß • tt 

Es  ist  übrigens  selbstverständlich , dass  man  wogen  der  bereits 
hervorgehobenen  Vertausehbarkeit  von  ?l  uud  Cs  mit  der  Hälfte  der 
vorstehenden  Fälle  ausreicht. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  für  x*  lassen  sich  durch  ilie  coordi- 
nirlen  Wcrlhc 

. i „ i x*  . x" 

* . xt  , *■  . . - ^7i  »nil  — -t 

darstellen  uud  als  Wurzeln  einer  reciproken  Gleichung  sechsten  Grades 
von  der  Form 

a"  — 3 a' ■+■  6 — {>  o*  — ; — 2g  a‘-t-  6-(  «’-jr+i  =>  o 
Itestimmcu,  wo 

ln  der  Thal  folgt  mittelst 

[a  — — /.”)  = fo*  — n)  +•  z*/'* 

(CT-  *. 

|o-  iel.5)l0+^«'  = l«,-«l-^r. 

die  Gleichung 


Für  r = a -fr-  ^ — i erhält  man  folglich*' 

r1  = p t — i 

Fiu  (i  durch  /.  auszudrucken , setze  man  etwa 

x = = 

ä — G ’ ®-Sl 


* Vergl.  Cvtlet  iii  CiELLS-BoKLHAaDTs  Journal,  IM.  55,  S.  15  (g. 
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»1 


sie  _ 3Ü.1— (i 

<&-*'  ~ 48/.’- 4« 


womit 

e = £Z 

4 ji'-C  * lil’-fc'j 


i6_/l 


n — d-b  — c ■ 


16  J 


it  — d • b — c ' I 


Man  orkenut  aus  diesen  Ausdrücken,  dass  die  Wurzeln  A,  und  Ä{ 
auf  andere  Werlhe  von  (j  und  x führen  müssen.  Anderenfalls 
würde  (j  rational  durch  G und  II  = X 4 — G)  ausdruckbar  sein 
und  könnte  durch  Vertauschung  der  Wurzeln  u b c d nicht  drei 
Werlhe  erhallen. 


21. 

Wenn  ij  = ihrlt  für  y = y„  verschwindet . so  geht  für  rf,  = o 
die  irrationale  Substitution 


s-y . 

über  in 

- r"r* 

- rt  y,  - y 

Da  im  gegenwärtigen  Falle 

für  g>  ?| , ij  < 1 = V&—  91y*  , i?,  = Vi  —y' 

für  9t  > 6 , y > . ,.  = VW-  <5  , . ,,  = 1 


so  erhalt  man  wegen  = 2/12^’ — G = 2/< 


für  e > « 

SJl+Jgt  „ 

■r-x, 

}/7«  ,+-y 

r , _y 

für  <g  < 91 

l'J*  ±l&  = 

X — 0% 

- ’ 
r 0- 1 

Durch  Quadrirung  folgt 


2 X — X' 


1 v „ . v -+-  1 

- — '•  resn.  1 A — =11 - — 

1 —y  y - ' 


Zur  Ableitung  von  f[x.  y)  hat  man  im  jetzigen  Falle  zu  bilden 
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t* 


f = av*_6/.jr‘  + c 
g wc  Hi.y' bA’—d  y'-t-Q/. 
t,  = tt'y  *y‘-tS 


k cc  Hy'  — big'  6 g — Xf  — /*'/V 

b k 

= 4 y %*— 3*  »— i/-  —tfi'fy 

~ = g*  5*1/'  — JS  , = 20/i'*v' 

»j/  ^ Ay’ 

v = ay*  - , sw  = - 2ky  , = e - >./ 

v,  = *i/ >.* _ ± <;  , 3»,  = 2y(;.* - 1 <;)  , *,  = <s*  + (i* - \ «)/ 

Setzt  man  hier  = i , — o,  so  ergibt  sieh  Art.  9 zufolge 

•5  = — a ,«V.  »-  ■ + [2  * — 3 * y,  - *-f,  - i>'f, J V - ‘ * 

-f'liy-  ' .J  -.r,  ’ 

+ | * - 3 >•  - Ä/l  - 7 /1Y0J  y—1  ’ e-  J, 

- 6 f’l/T— 2 .5*  — ®'  | y— 1 J-JV‘ 

+ { l«-3i  ,y."-Y;  -7^  /."-«*  | .V-'  ‘ r-.r.  ’ 

Suhstiluirl  man  hier  die  Wurzelvverthe 

St  = — ft  , & wt  jl  + ft  , wo  ft  = Vl2/' — i! 


so  folgt  wegen 

t!,y,+  2R,  = «-3/  = 3Ü.-Ö  = ) St-e  = - ' iS-St  = -;< 

^ - i/ifi-y) -(/,+ 2-’“ 1 — y .r-x,)-2fi  .r-x,* 
- (7/'.'  + ?*  ) * - ’J  ' ,r  - -r,  -+-  ( ^ /."  —4  2.  -I-  2 ,«}  ( I — V ■r-.r,' 


Fllr  die  nümlielie  Function  erhalt  man  nach  den  Formeln  des 
Art.  1 1 mittelst 
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®.y,y  = ?,y*-»- 2ÜR,y  + 9?„  » 1t  — /.  y*  — 4 Ay  4-  ffi  — A 

= ijfi  + 2% )ly,-*-9l  = 2Z  I —y  '+ft  i — y* 

*,  .V,.V  = + »«•*  + *•  = ?,y.’+  2®,»,+*, 

— j^tA  4-  A*  — ^ft|yt  + 4|Ä5  — + — -g-G 

= 7C('  ~ » * + Af*(i— yr  -+■  y/K*,l4-y4-yV 

y J*«} * — •* 9Ö, (y.|r) (as  — jt.>*  — 2»'  x.x/y-y,;,* 

-h\\\j-,xWy,y 

*=  (Z,x*+aif,x  + A,;[jA(i—  yj‘-»-M(i -»*)} 

— 2 (/,Jx*  4-  i M*x  4-  JV'j ; i — y * 

- */(  [i  (i  - y‘i  + m (i + y +■  y*)  ](*  - x,; 1 

Die  Identität  der  beiden  für  S abgeleiteten  Ausdrücke  ist  leicht  zu 
verificiren.  L'ebrigens  versteht  sich  von  selbst,  dass  für  den  Fall 
91  > © das  Vorzeichen  des  Radicals  ft  umgekehrt  werden  muss. 


22. 

Die  Werthe  von  x,  y,  { und  tt  anlangend  ergeben  die  Formeln 
des  Art.  io 

x — x,  = 

V',+  */,l2A(i  - y,  ’ + fi  I - y‘il  — 2 ;i.?.r0  4-  Af,”)  ( i - y; 1 4-  ft  g.i? 
-y)*+2/i[A(i-y*)-«-tg(n-y+y,i|-A,l2A(i-y;Vg(i—  y*  | 

= — y)*  — /'.[•zA;!  — y^-f  /«(»  — y*)I 

A,x,  -«-  .4/,  (2  A ( 1 — y)’  4-  fl  ( 1 - y'j]  - 2 (Ijx  4-  M')  ( 1 - y)*  - ft  S,  ij 

1 -y  = 

A,x’+2jf,x4-A',-  (*— A)(x  — a^)*— 

- “ 2 i«A+ A’—  I«  x-x.)  V2  {tfx’+  2<x+ V,*)  - t-AWi^cV J^,x+.v,) 

2/<  (X  — X,}* 

“ t,x*  4-  2 jf,*+ A,  — (S — A)  (x  — xj'+f.f 

oder  nach  leichter  Reductiou 
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1 i 


i 1 - ',1 

z — i —n  ' -<-.»[  i — </  +!,» 

2 ».“*/■.  1 — V I - 

i.Vi-ji  :<—».*■►/»  H/'.'.i— »’j  — f.?l 

* ,11  1 + V 

I.1,  . ..  , ff.'— */v< -ff 

i—  7*  *'•  211  i + // 

H'  i m,,  + II  — 2/  ,r  — x„  i„i' 

2 tl  , XX,  + 11—2/.  II  XX,  +211  1/1  — / X — X, 
2 /I  X—  X,  ’ /I 

H'  XX,  + i/1  — 2/  IX  — X,  *+  j',S  A— /.+  1/1 


Iler  letzte  Ausdruck  liefert  sogleich 

1t’  xx,  — 2 i.  x — x,  1 + j', ; 


i +y  = 2 


W x-x„  + fi  — 2 i.  x — x,  *+!?,i; 


folglich 


,+./=  1Vxx,  +i-_2;  = 2 V — >. 
1 “ff  x-x  * 


2 V-/. 

A — /.  + 1 ii 


ühereinstiumiend  mit  dem  \origen  Artikel. 

Die  Werllie  der  Itadicale  f lind  eudlich  nehmen  die  Form  an 

| = 211  ; i —y  X 

V,  I - ,v  -t -p'fJtS  I + .'/  — •*?,  ff,—  I — Iv  I — ,v!  I -t-ff-tV  1 
(i  .'-»*+/« Il/V ' — y’  — 

1 1;  xx„  + ,V„  x + X,  + .V.]  f + | /.x.r,  + ,M  x + x,  + .V  ] i, 

r.  = l /I  x — x. 

(/.,x’+  2.t/,X  + ,V,+  ./l—  2>.  X— X,  + £„£)* 


23. 

Wir  wenden  uns  zum  dritten  Beispiel  ftir  die  Anwendung  der 
allgemeinen  Formeln  und  untersuchen  den  Specialfall 

St  = C = o oder  = «u,  , e*  = cct 

llamil  folgt 

i;  = 3Gi2-4»r,  H = G2«®-GG 
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4.V 

und  6 sowie  das  Product  '?  D erhellen  sich  als  Wurzeln  der  cubi- 
sclicn  Gleichungen 

6 66-«  = 2 II  , 4«*®*  j«-4»®  = «s-2? H' 

Durch  Vergleichung  mit  der  Kesolvente 

4A1- G)  = II 

erhält  man 

6 = i)  , 4®I  = 1 2)'  — d,  )t)t  = 4j/(©y* 4- 3/y ®; 

Fügt  man  die  Bedingiingsgleiehimg 

® + ® = i) 

hinzu,  so  werden  $ und  D Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
ro*  - 3 A ra  H-  3 ^ G = o 

mit  der  Hcalitittsbedingung  3Ä*<(J.  Letztere  Ungleichung  ist  jedoch 
nur  fllr  den  Fall  fi’>27  //*  (i(  und  )t  reell)  erfüllt , wie  bereits 
Art.  19  gezeigt  worden  und  auch  direct  aus  der  Gleichung 

«’- 27//*  = 4®,I!\3«-4«t  = 16»’®’ «-3**; 

zu  entnehmen  ist.  Die  Keductionsmelhode  dieses  Beispiels  ist  also 
auf  den  Fall  Cs<27  //*  in  reeller  Form  nicht  anwendbar. 
Zugleich  erkennt  man,  da  nach  Art.  19  /.  so  bestimmt  worden  ist,  dass 

y = 4A*— «>o 

dass  vermöge  der  Gleichung  '8 'S)  = 3/.* — (1  die  Werthe  von  8 
und  T gleiche  Vorzeichen  mit  //  und  Ä haben  müssen. 

.Man  erhltll  nunmehr 

pvdy  _ r«  <ly 

•'»„  'i  zV/äi(®.y*+  '-B  + ® y-t-®) 

Hier  darf  man  yt  = o setzen  und  bekommt  fllr  positive  Werthe 
von  II,  wenn  man  zugleich«’  für  das  gleichfalls  positive  y schreibt: 
dy  <ls 

\ I s’-t- 1 ®) 

Dagegen  wird  für  negative  Werthe  von  H und  y = — l' 

’ly  «D 

V Vi-/T  ®/‘-D 
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l>atnil  gehen  die  resp.  Werlhe  hervor 

/'jrf.r  i»*  fix  rl  fit 

3 -Jx,  T “ 7»  ii’+i  ©y4  + ® “ » i-/‘  ©t1-®} 

welche  leicht  auf  die  sogen.  Normalforin  reducirt  werden  können. 


2i. 

Uni  auch  die  Abhängigkeit  von  den  Wurzeln  der  Gleichung 
f = o zu  untersuchen,  hat  man 

8 ® = -U  A4  a — b • ii  — c • b — fl ■ c — <1 

16  1 % 

8-t-®  = ±A[(a-b-c-<l  ■+■  ii-c- »-</,} 

8-®  = ± '■  A b — e-a-d 

4 

4 © = Ala  — c-b  — tl 
4®  as  A(a  — b'C  — fl) 


zu  setzen.  Die  Vergleichung  der  betreffenden  Resultate  des  vorigen 
Beispiels  (Art.  19)  lässt  sofort  erkennen,  dass 

e + « «.  z(©  + ®)  , 14  — * =■  4 V8® 

das  arithmetische  und  geometrische  Mittel  aus  4®  und  4 'S) , sowie 
Ke  = »8  + V®,  VS--«  = 2V8®  ■ 

das  arilhmetische  und  geometrische  Mittel  aus  V 4 $1  und  V*4  5)  dar- 
stellen. 

Zur  Vollendung  der  Reduction  setze  man 
für  ©>$)>o,  s = x'  lg  if>  oder  y = ^ tg'^i , wodurch 


s 


ihp 

V ©cos 'ifi  ® sin*y 


1 r»  dtp 

~V®J  0 JiVi*) 
® 

8 


filr  D > 'S  > O,  x — tg y oder  y = lg4 ip  , wodurch 


r-filx  r 

Jr  ± •/  0 


dtp 


V T cos1  8 sin*  y 

®-©  .. 
~®~  • 


V tl  'I 
J (/  . x 


© 

® 
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filr  *<$<o,  l = xsiny  oder  y = — ^ sin’y , wodurch 


JCxdx c<p  </y  _ i i<p  dtp 

r,T~Jo  V - 8 — ! sin*i/  ~ 1 -^a./ü  ^ fy.  it 


8 ’ 


8-t 

8 


filr  S < $ < o , t ss  sin  <p  oder  y = — sin‘  y , wodurch 

px  (ix p<p  dtp  i p<F  dip 

* ~Jx„  I V — ® — 8sin*y  V-X-K  ^fy.i 


8 

35  ’ 


35-8 

35 


Auch  hier  erhellt,  dass  wegen  der  Yertauschbarkeit  von  und  ® 
die  vier  Fälle  auf  zwei  zurllckgeftlhrt  werden  können. 

Durch  analoge  Betrachtungen  wie  die  des  Art.  20  findet  man, 
wenn  man  z.  H. 

, „ = 8®  1 2 A*  — 

* * 18-®*  I2i‘-4Ö 

setzt  *) 

_ 17  G’  _ 1 1 [6  — c-a— di*»* 

9 ~ * ;I2A*—  G 'iG- jA*  _ U-c  a — rf  + J I 

während  wiederum 


die  Wurzeln  Ser  rubischen  Gleichung 

T1  = <j  [T  — l) 

oder  was  dasselbe,  ist,  die  sechs  Werthe 

S-®  35  35-8  8 8 35 

8 ’ 8 ’ 35  ’ 35  ’ 8— "35  um  35  — 8 

die  Wurzeln  der  reciproken  Gleichung 

o“  — 3 o”  •+■  6-(  7 — 2g  a1  -t-  (1  — (ja*  — 30+1  »=  o 

darstellen. 


*’  wo  natürlich  x nicht  reell  sein  wird. 
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25. 


15s  handelt  sinh  noch  um  die  Form,  welche  jetzt  die  Gleichungen 
zwischen  x,  y,  § und  ij  annehmen.  Die  irrationale  Substitution 

^ Vt  rj% 

x-x,  y„  — y 


ergibt  blr 

y.  ■ 


'V 


*y‘+  3*y-*-X 
* 


I % 


s.s!+s.s:  a vEl 

x — r,  y * t 


und  wenn  man  quadrirt 


y *= 


X 

X-i. 


Ferner  gehen  die  VVerthe  hervor 

f = 4#  j/y  + X' 

g=  %*  — x>  * + 4*y ’öy,+ 3 Ay  + X 

6 = 2 SBy,-X  ,-4  »V  — X*  *y‘+  ?*y-*.X 

4 = 4 y-  i-f  y «y*  + 3Äy  ■+■  X — f 8y*  — X ’ 

^ = 4 y-  i-r  3 *»'  + Oiy  + X - 4/-»y  »y‘  - X 
^ = 20*y  «y*-X  ’-jzS’y'-OoÖ’Ä/-»-  izX'z 
= 208  l»y*  - X * - 8o8*y*  «y*  + 3 Ay  + X 
V = 2 Oy  + i,  , 2,  ■«  8*y*+  28Ay  ■+■  A*-t-  ~ <1 

SDf  = 8y'  + 4ity  + X . SW,  = 8iy*4- 2(/*-i- (‘- G)y  + X>. 
il  = 2y  /.y-t-X  , W,  = |i,+  -(i|y'+ jtij  + t1 

Hiermit  wird  mich  Art.  9 wegen  y,  = >u  — o 
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i9 

~ = _ 2%fay  + 2 [g,  —\Xft)y'  - ®/i '*  - x„ y + 2®'x  - a,i’ 

•+•  9.'  - V.'  {*  — <i  9*  + ® (4  A — j /■")  'x  - xt*y 

>vo  die  beiden  letzten  Glieder  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 
künnen 

-»•  2®  (ai — (x  — er  Xu  + 2 (/."  — /..+  /’  — a g)  x — •rü  v 
wahrend 

$ = i- /. q: - Vg-jä*  , 4)  = — Ä± i-VG-jA* 

Dagegen  ergehen  die  Ausdrücke  des  Art.  1 1 für  die  nümlichc  Function 

äö(m:  = 9t  , aß,  (y  y,  = w, 

§ * 2'£Jx’  + 2J/,,x  + A*)/  — a (£,**+ 2. V0*-l-A,,)jf(Xy  + ®' 

+ 2 {1  - ij’  [(ü‘+  jjCjj'  + 2®i}  + S’]  - j G (*  -*,!  V 

Endlich  erhalt  inan  mittelst  des  Art.  10 

jc  — r = - 'M'.-y'. V + ® Y.'y-  *».fli 

r“  _ 4 iiJ-U,  + A*-1«IG  9*  + ®;  2 /.  - /-.  y-»-®] 

_ _ 9.  - VV  9*  - ®f,y 

4 */J  - 9.1  9*  + ® /Ü9  + 2 i.  fl 

L,x*  + »MtX+lf,  — 2 A(a?  — «,)*—!,  # 

^ 2/.*— JG  x— x,  *+ 2 7.*r*-|.  2J/"./' -t-.Y,“  — 2/.  L,.r'  + 2.V,-r+.\, 

2 ® jx  — X,  4 ® 

f.,x* -*-2.W,x  + iV,—  2I  x — x,  * + S,S  X — X 
e = 83)(  ^S.U.-y.  y ßy'+bXy  + i^ 

{ — 9Ä  9*  + ® /.9  + 25.1}  }* 

i^.J'x.  + .t/,, (x+x„  +A',1|+  [löcx.-t-il/  x+x,i-*-A]{, 

1,  = — 4®  IX  —x„ 

2.W,x-t--V,  — 2i(x  — X,  -*-?,£}* 

20. 

Als  viertes  Beispiel  setzen  wir 

= (S  = o . » = 1 

wodurch 

Abhandl.  J.  K.  8.  <M-»e||><rh.  tl.  Wi«sen»rh.  XX.  5 
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(i  es  — 4^  t II  =s  — (£  , =*  — <ly — H 

folgen.  Damit  ergibt  sieb 


ilz  = 


dx 


>iy 


yrf-C.y-H 


und  für  yu  = oo 


f*dx  /*®  fly 
' Jx.  T )4v'-  Ily-Il 


’v  V*y  — (*.v- 

Letzteres  ist  die  von  Weikhmrass *)  in  die  Theorie  eingefohrle  Form, 
für  welche  die  Heibenentvvirkelung  gilt 

y — t + ' ti  I*  + //  3*  4* ti*  3*  4-  (S  // 3* 

3 z ao  2t  iioo  bi6o 

4-  * + • r.'Hz"  . . . 

*08  \ 750  49  / 1 84800 

deren  Coefficienten  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  des  Art.  I 


bequem  berechnet  werden. 

Man  erhalt  jetzt 

f = 4.vJ-  (:y  — 11  > a = .v*  + 7,,V+!  Hy  ^ f> 1 

$ = + io«jI  + {<;V  + 7''’«.v  + ,/,-)^‘” 

*•  = - /V  + 49.V5  - 1 ß/y*  - 2 Hf+  r.9  y — | — <;*/--+-  //») 


und  die  Function  — kj(x,y)  nimmt  die  (ieslall  an 


o = [I,  y - y,  ■+■  1.  r — x.  ] [2f,y'~  *y.y? ■+■  ,!f.y.'+ 2 2 11  f.  +•  ß».  ,v.  + 

4-  -f  2 ff.9t| 

+ | .'/  - !/t  * [i,  4/i.V«>—  I 2»..V,'+  «/;».  + 2«/".  + <■».  4-  2 i„A,] 

+ r— a-,  »-■¥.  4^o  + v,*'/V.'/.‘-t-  2///V  + ,;9.\V.  +•  ^ « Y.'-*-  %.')  ■+• 


+ 4 > 2f/„y.V  4-  2 ///;  4-  «J,.] 

• I >- •''V*fS.(4y.*- 5 2o//v.J-  * City. - 2 n' 4-  i ,;*)  + 

+ *?«(/* y! ~ 4 9«' y (ifiy'+  2 »/V 4-  <»$,’  v„ 4- <•  Y.  + ßy.’(] 


V Siehe  z.  B Bierm^vn  in  Reiner  bereit.«  citirten  Diitwrtition  S.  3. 
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+ i (x  - x,  y — y,'  [3 I,  4 fly,'-  ' + Gfiy,  + 2 ///^  + ('•</„  + 

+ 2 ?•( 1 2 2 4 9»!/.+  «f.  + -’*„’] 

+ n;  r - r.  * ff  - 11.(48#,'+  2fi'y‘—  8 <?,"+  5 <1  #,’+  t«/-,"—  1 20 //  #,*  + 

+ I Hf?+  2 Ga:  — 5 G*  .9.  + g «Y."+  2 Gy“—  2 Uli  | -+- 
+ 3 v.  iA.'.v,5-  1 2%y'+  Gf'.y,  + 2 nf'„  + r.yi  | 

+ i«x-x,  *[1.(48#,'+  4/’.V-  >2  9."+  2 '•)#,*+ 

+ «/•;-  48 11  #,  + 2 ///•;+ «*,*-  uy  + 
+ *4 ?,’».+  «/'.'  + y*.*  j 


27. 

Bei  der  Entwickelung  nach  den  absteigenden  Potenzen  von  ;/o, 
wobei  i?„  = 2 t/t*  ( t — j~ ■ ■ j zu  setzen,  heben  sich  die  in  ;/0‘ , y'J  , 

yg‘  und  yj*  inulliplicitien  Glieder  fort  und  der  Coeflicient  von  2 iu  y* 
wird 

•r-a-.  'v'-f f.+  jfi'x-x,  x-x,  ’]y 

+ [#.  + 7»,'  r — T«  + ~ G'  x—  r,  * | = o 

Diese  Gleichung  gilt  folglich  für  i/o  = 00  und  kann  auch  geschrieben 
werden 

(#*  — icj'ir  — X,  '—  y L,:r'  -+-  2 II,  x + X,  + l.’x*  + 2 Sl'x  + A " = o 
oiler 

(»*  — n c)er  - T.  *—  ’J  iar,,+  2J/-r,  + .V'  +/.,.»•„*+  2. l/.x.  + .V,  = 0 
Ferner  erhitll  man,  gleichfalls  für  yo=  00, 

2 5'»  9 +/,'//  — .9.  /■,»-. 9. 

x — x,=  3 = 4 

>2»  ~f,y  + 9,~G  2t,i !-/,#  + j, 

mit  den  Resultaten  des  Art.  7 in  Uebereinslimmung.  Hiernach  ist 
der  BiKRMANN'sche  Ausdruck  in  § 1 seiner  oben  angeführten  Disser- 
tation zu  verbessern,  wo  gelesen  werden  muss 

g* 
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V Hr,  V7Ij  -t-  i /('.r„  .?  — jlj  /!"./■,  •+•  B l',  /T'.r, 
2 (*  — jl4  Ä "j  u * — J .4  fl.c. 


Die  irrationale  Relation 


c«e 
»1  s* 


I t 'i  I ‘i  t 

y — y» 


nimmt  fUr 


o 


>'  = 4 y-K  y-  f-t 

oder 

•/.  = if,  *=  + 

die  Form  an 

tf+s't  Vtf  — *■  V{yt+  i-'J.  + v ) Vy.  — * + ky  -*•  — 

.r  — .r#  “ ,V#  - V 


folglich  filr  = oo 


e c «*  . c •£ 

5*1  5»*  ^ 5t  ,/ r 

; ; *=  2}y  — /. 


Da  nach  Arl.  7 


C t*  . w*«i* 

st  St  ~ >,  st 


x-.r. 


2 VA-/ 


so  liefert  die  umgekehrte  Substitution  die  einfachen  Wcrthe 

;/  = A’  nebst  ij  = — * = A , 

welche  auch  direct  aus  den  Kntwiekelungen  des  Art.  7 sich  ergeben. 
Der  Ausdruck  Ihr  das  Kadical  dagegen  fallt  etwas  complicirter  aus: 

c _ i'.  ■2#„;/,-*-('7..v-*-  2///.  + <iy,  +2*.', 

2«.';  -/.'»  + * 


Im  endlich  das  Integral  i auf  die  Nnrmalform  zu  bringen,  hat 

man 


y 


/ — /,  cos1  <f 
sin1  tf> 
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zu  setzen,  wodurch 


r<f  d 1 1 

V (i  — A,1  cos*  rf  + (A  — j sin’ijp 


f d<f 


nebsl 

— At  a-rl-b  — c_'i)  — 'X> 

* ~ k-l,  ~ „-c  h — d © 

hervorgeht.  Hieraus  folgt,  dass  das  jetzige  Resultat  von  dem  des 
vorigen  Reispiels  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 


28. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  möge  noch  Erwähnung  linden, 
dass  in  gewissen  Fällen  die  in  Bezug  auf  x und  y den  zweiten  Grad 
nicht  übersteigende  Gleichung  f(x,y)  = o auch  einer  Differential- 
gleichung von  der  Form 

dx  du 
-£-+-1  = 0 

£ 1 

Genüge  leisten  kann,  ohne  dass  £ und  tj  gleiche  Invarianten  besitzen. 
Als  Beispiele  wühlen  wir  die  in  den  Artikeln  20,  23  und  27  zur 
Erreichung  der  Normalform  angewandten  Substitutionen,  ferner  die 
Gacss- LACRANGK’sehe  Substitution  für  das  arithmetisch -geometrische 
Mittel  und  die  Substitution  für  den  Ucbergang  zum  complemcnlüren 
Modul. 

Von  den  Substitutionen  der  Artikel  20  und  23  genügt  es,  die 
Werth  e 

y = cos if  , Jip  , tg*qp  und  — sin*«jp 

zu  betrachten.  Die  übrigen  Fülle  können  nichts  Neues  geben,  weil 

nicht  allein  die  Substitutionen  Ü und  -^2-  wie  leicht  zu  sehen, 

J<f  cos  <p 

für  x — sin  tf  die  Invarianten  ungeündert  lassen , sondern  auch  das 
Gleiche  eintritt,  wenn  man  uy  oder  ” an  Stelle  von  y einfuhrt, 
wo  « eine  beliebige  Gonstante  bedeutet.  Sei  demnach 

x'  + y*  = 1 li) 

so  folgt 

dx  dy 

V El  — x’  [t  — k'x')  V E{i  — y'jy'+x'y' 
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also  neben 

.1  = Hx'  , B = o , C = — A H i + **  , H = o 

H = - Hx'  , * = o . t£  ss  ^ H x'  — x"  , D - o , iS  = tV* 

Die  Invarianten  der  Nornialform  sind  durch  die  Ausdrücke 

0' »=  A £’<  i 14*’ -t- x*  , //  ■ +x')(i  -34*'  + «1 

gesellen,  woraus  für  die  Discriniinantc  der  positive  Werth 
C.'-ztH'  = ifc'Vx'* 

entspringt. 


Da  nun  für  4/*  ss  <;/ 4.  // , 

4P*  SS  ®/4  4-  Jft 

\K=  , 

0 SS  — / 

sowie 

SUS  = ©-  ift'  , 

C = - f< 

so  ergibt  sich  wegen  2 C 4-  (S  = — -A  H 

H ss  2(2>,4 -ft)  , Hx'  =:  2 ).  — )l  , Hx"  = 2,/4-2gl 

mithin 

C — 3 i*  = H ' x*  = 4 Z — fi  2/4-  /i  , 

© — 3g1  = — fc’x'x’*  = 41*  — Z /. 4-  2/1 


oder 


f ;=s  1 1 /*  — 4Z/1  — 4/1*  , © = 1 i/i*  — 4Z/1  — 4/' 


Damit  folgt 

II  =s  Z 4/11 4- 4Z/1  — 7/'  , $>  = /1  4/* 4-4/p  — 7g’ 

Folglich  entsprechen  jedem  der  drei  Werlhe  von  / (welche  wegen 
G*  >27//*  reell  sein  müssen)  zwei  Werthe  von  ft,  die  aus  den 
i|uadratischen  Gleichungen 

/4-2(i)'  = i2/'-C  oder  2/ — 1 1 /1  ' = 48/*  4- 1 IÖ 
gefunden  werden.  Durch  Elimination  von  /<  endlich  geht  hervor 
(ii6  + 4§,!  = 45 Z!  46(1  4-  24©  — 165/*  11.  s.  w. 
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x'.r'+y' 


d j-  (ly 

VbT% - .(■'  I - xV;  “ ~Vferi- / y ’-iv; 

= — t"  , iS  = |l'  i -4-  *'*'  , 5 = — Ex” 


in 

i») 


Hier  wird  G — C = ~ E oder 

E = 2 A — /«}  , tV  *■  2(2A-4-,l»;  , £«"  = — 2(1 -hi  II 

nebst  den  Invarianlenrelationen 


II  — 3 A*  = 4 f A — ii  (2 X + (i<  , ö — j ft*  = /j’*”  «*  4 — A [1  •+.  2 /i' 

Die  Vergleichung  zeigt,  dass  diese  Wertlie  mit  den  entsprechenden 
lies  vorigen  Beispiels  Ubcreinstimmen,  also  zu  den  nämlichen  weiteren 
Resultaten  fuhren  müssen. 


29. 


Die  Substitutionen  des  Art.  23  liefern  die  Beispiele 

!/  = x*  1 ■+•  ij 

djr  (ly 

Ve  1 — j-’  t — x'.r'  2 V Ey  1 + y [i -i- x'x’y' 

also 

* = o , * = Ex”  , G =f  ~ E I + /.■’  , D = E , 

Da  jetzt 

81  = 3y- A©  , G = 2/. 


3 


e = o 


zu  setzen  ist,  so  erhält  man  G — 4C  — 2 E oder 

E — 2 A 11  , Ex'  = 4 A — ,u  , Ex”  = 2s(i  — A) 


und  damit 

ft  — jA*  = 2A  + fi  4A  — f>  , 3p’-A(S  » £'*"  = 2 ji-A  2A  + /1' 

Hieraus  gehen  die  Ausdrücke  her\ur 

ft  = 11  A’-t-  2A fi—fi',  0 = 4 jA- 

II  s A ju*—  2A.11  — 7 A';  , = 8A/1  ,u  — 2A1 
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Diese  geben  nicht  allein  die  Werthe  *) 
t«  = 4 >5a*-c; 

§ = 8;. : 1 1 x* — « = 87a*+«. 

sondern  enthalten  auch  die  Kelalion 

iiX1  = üWiL-$ 
welche  zeigt,  dass  die  cubische  Gleichuug 

4 rar’  = <Snn-4> 

die  drei  reellen  Wurzeln  /i,  — 2*  und  2 ü — /t  besitzt. 


(4J x*+y  = o 

d X (ly 

Vü{i  — x’x*)  2 V — Hg  i -fr-  y i + x'y 

a = o , » = - Hx'  , 6 = - J E I + *')  , X = - h . 


IS  = o 


Man  bekommt  in  diesem  Falle  wegen 

6 = 4f  und  = Ah  = fc'V 


die  Werthe 


/i  — 2/  und  G — ji.’ 


mithin 

@ = 4 1 5 A.*  — G)  und.  $ 


3 1> 


8,7  ).'+ll 


also  genau  wie  im  vorigen  Beispiele.  Nur  bilden  jetzt  /i  und  — 2 Ä 
nicht  zwei  verschiedene,  sondern  die  nämliche  Wurzel  der 
Gleichung  4 m‘  = © rar  + . 


30. 

Zu  analogen  Kesullalen  fuhrt  die  Substitution  des  Art.  27. 
welche  wir  in  der  Gestalt  schreiben 

(5) x*y  ■+■  — ff(i  + xVx*  =b  E 


* in  l’cbereinslininiiing  mit  I'KUX  Müller,  IHsscrtat.  inaugur.  1867,  S.  19, 
Gl.  Bj  und  Cj. 


Digitized  by  Google 


57] 


Zm  Kkdcctkin  elliptischer  Irtegralk. 


113 


nebst 


dx 


VeÜ  — 


■r 


dy 


Hier  ergibt  sich  zunächst 

(9  * — E'  i — x‘  + y.4  . $ = — E'  i z — 5x*+ix* 

j . ’ v 17 

Da  nun 

AE  = /;***  — (,  — jä*  , .■!  E = En  •+■  x*  = '6A 


so  erhalt  man  sogleich  wie  im  vorigen  Artikel 

($  = 4 1 5 Ä1  — II  und  Jp  = 8(7i’  + W, 

Will  man  stall  dessen  die  reciproke  Substitution  in  der  Form 

:r‘y  = A.y*4-l$ (6) 


anwenden,  wodurch 

/•*  dx  _ /•»  dy 

»*  V4  x1  — («'x  — II  Jo  Y<&  i—i/*  1 — x’y’ 

hervorgeht,  so  wird  neben  Ä auch  A-t-ß  eine  Wurzel  der  cubischen 
lileichung  4A5  = Gl. + 11.  Denn  die  Gleichungen 

ats  = ev  = 3**—  ~<:  , a + = is  ■ + x‘  = — 3/. 

ergeben  durch  Elimination  von  S1  (Hier  x* 

3A’-i-  3A®  -*-(£*  = - oder  /.  + iS  1 = AJ4-  — ISG 
4 4 

mithin 

4 /.  •+•  C)  ‘ = 6,1  + IS  +// 

Da  aber 

ac  =»  & — m'  , a + e = 6.«  , 4/<"  = + 1> 

so  folgt  nicht  allein  A = — 2/i,  sondern  auch 

4@  = 15/*—  (1  und  damit  8 p = 7 // 

wie  in  der  Thal  durch  Vertauschung  von  (•'  II  A mit  © u aus 
den  Formeln  der  vorhergehenden  Substitution  erhalten  wird. 
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3). 

Die  GaissscIic  Substitution  in  der  Üelenninalio  iiUructiuni*  etc.*) 

zm  sin  if , 

siny  = . , 

m n cos  <f  , -h  2 m sin  </  , 

liefert  für  j-  = sin«  , ii  = sin«,,  x ’ = 

7 ' 71  m 

2.'/=  I — x'  Jry'  -f-  i -4-  x’  .»■ 


il  • 

nebst 


iljr  _ ru  idy 

■I»  Vk i — .r*  rixv  .--/*(  i+x' i -/-■  v 


Man  hat  hier  die  Gleichungen 

A E = £ V = « - 3i*  , t + E = E i + x’  = 6A 

1U£  = ‘ fcV  = ®-3ii*  , a + (S  = -£i +x”  =6 II 

16  f 

folglich 

E — 2,/.+  2 II  , E»'  = 4 A — II  , fcx'*  *=  2 4/1  — A 

(J— ji*  KJ  8 /.  — fl  \l+-Zfl  , & — = A — fl;' 

oder 

G = ii A*  •+■  8A/i  — i6/n*  , ® = A*  — ii« -+. 4/i* 

//  = A i6/«* — 8A/i — 7A1  , $>  »=  Ä/12/1  — A 

Hiermit  folgen  die  Gleichungen 

4®  = 15V  — (!  , 8$  = ji'  + H 

wie  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Artikels,  liebst  A1  = ©A — 2$. 
Obgleich  für  A = — 2,11  letztere  Gleichung  Ubergeht  in  4/15  = ©/!-*-$• 
so  lindet  doch  die  erwähnte  Relation  im  jetzigen  Kalle  nicht  statt, 
sondern  /< , — | A und  j A — /1  sind  die  drei  (reellen)  Wurzeln  der 
Gleichung 

4»’=5  Öl»  -I-  $ 

Uebrigens  erhalt  mau  wie  früher 

ö = 4 1 5 A*  — r;  , jp  = 8 7A ’+// 


*j  Commrnl.  rec.  Gotting.  1 8 X 8 . T.  IV,  p.  44  Werke,  Bd.  3,  S.  35-*.  • 
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• • • rf.T  , 

wenn  man  das  elliptische  Differential  verdoppelt,  wodurch  4 mit 
4,  11  mit  4*  und  II  mit  4*  niultiplicirt  werden. 

Die  reciproke  Substitution  geht  hervor,  wenn  mau  x mit  y und 
x'  mit  - — - vertauscht.  Dadurch  folgt  mittelst 

/.  = w>~”  = s ~ 11  8 
m + ii  tcixy  — i 

p*  tl.r  _ r'J  tly 

Jo  y H i — ,r*l  fi  — x*x*  J"  Ve  i—  i/*  ( l -4-*)'—  4*0*) 

WO 

ÜllS  = 4Ü'z  i+z'  = Ö-  3,i i*  , Jl  -+-  @ = fe'(i  + 6x  + x*  = 6ii 
Durch  Substitution  der  Werthe  von  E*  x*  und  E[i+x',  erhall  mau 
Ex  = ft — 4 , /;  1 1 x*)  = 2 24  + ii 

C,  — 3/.*  = (ft  — 4'*  , (9  — 3/i*  = 8 (ft  — 4) (24  + ft 

wie  oben,  wenn  4 und  ,« , G und  © vertauscht  werden.  Die  For- 
meln zeigen,  dass  jedem  Werthe  von  4 zwei  Werthe  von  /t , und 
umgekehrt,  entsprechen.  Durch  Elimination  von  /i  erhalt  man  jetzt 

(i  t G — ©j5  = 6o4*(26G  — (S  — 6o4‘j 

II.  s.  w. 


3 1. 

Die  Substitution  des  compleiucntären  Moduls  cudlich  steht  wie 
folgt.  Aus 


jV  = x'  + y* 


.9.' 


ergibt  sich 


r*  </r  _ /V 

J 'x  Ve[i  — x*  (i  — x*x*  Jy  V E{tf  — i i—x'x’y'] 

Hier  sind  die  lileichungcn 

E'x'  x=  G — 341  , /••([  + = 64 

fi**"  = & — $fi'  , £{i+x'*,  = —6ii 

zu  combiniren.  Man  erhalt  sogleich 

E = 2 4 — ,tt)  , £‘ (i  + x1)  = 1 24  4 — g)  = («  — 34*  + 4 (4  — ,it  * 
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und  damit 

(!  = ii  — 4 zg  — 4 g*  , © = i i/i'  — 4>,g  — 4^* 

also  das  nämliche  Resultat  wie  hei  der  Substitution  (1)  des  Art.  28. 


Wenn  xH  den  zu  einer  Transformation  nter  Ordnung  gehörigen 
Modul  bedeutet  der  nach  Jacobi’s  Bezeichnung  von  1/"  ebenso  ab- 
hangt, wie  x von  q),  so  hat  man  bekanntlich  die  beiden  supplemen- 
tären Transformationen*),  welche  nach  einander  angewendet  zur 
Multiplicalion  fuhren: 

dx  _ dy 

Ve(i  — x*  1 — x‘.r'  |As(i  — g*,;  1 — x„V 


je  nachdem  entweder 


iS  = 


oder 


„ xx'x'  rfx„ 
H je 5 


K y.y'y' 

« xBx>;  dy. 


gesetzt  wird.  Die  Invariantenrelationen  sind  in  den  Gleichungen 
enthalten 

G — 3 A*  = t V , bi.  = A11  •+•  x* 

©-3/i*  = ß'x**  , 6,«  = (S  i+x,' 


welche  durch  Klimination  von  E und  ß ohne  Schwierigkeit  auf  die 
Form  gebracht  werden 

[G  — 3 A* ) ( 1 — x’  ' = 4x*(ii*’-G) 

,©  — 3#<*  n — x„'  * = 4 x„’ , 1 2 g*  — © 


nebst 


1 4-  X*  I xj  , , 

,1  gdx  = n a-  /.dx„ 

X/  y y n 


Führt  man  hier  die  Grösse  /1  = -i— , ein,  für  welche 

x x 


ft  = üVq  1 q ■ I -+-  7*.  I q* . . . 11  , 


T-*W  *+*••■*> 


*j  Jacobi,  tundamenia,  Art.  26  und  32. 
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(also  A = Igy,  wenn  x = so  nehmen  obige  (Gleichungen 

die  einfache  Gestalt  an 


A = oiler  (i  = liehst  © = 3 u 

r 12/.— o J i-h/r 


ra  = 7 «1* 1 


wo  h und  hn  durch  die  Formel 

dh  . dh„ 

14  A ~nlT£ 

in  Verbindung  mit  der  Modulargleiclmng  /wischen  x und  xM , oder 
/#  und  hH  , zu  bestimmen  sind  *). 

*)  Für  n = 3 wird  letztere 

,h*  •+■  As*  — 18A  As  ’ = 6 4 A A 3 I + /iAj 

oder 

A — A,  = I Ö4  AAa<  1 -I- V A A3 
ganz  analog  der  gewöhnlichen  Form 

x ■—  xa  = V i6x  x,  1 — t xx, 

J acobi  hat  bewiesen  Fundament a,  Art.  33  , dass  der  Diirerentialausdruck 


,,  x / x"  v 1 x x'  1 

U = 2 — — 3 , -f-  « • - 

x v x / I — x x/ 


wo  die  Accente  DifTercnlialquotienlen  nach  irgend  einer  unabhängigen  Variabein 
bedeuten,  durch  die  Transformation  «ter  Ordnung  mit  anderen  Worten  durch 
den  Uebergang  von  x zu  xN  ungeiindert  bleibt.  Bei  Einführung  von  A an  Stelle 
von  x erhält  man  nicht  minder  einfach 


,,  /A”V*  I — h*  + h1 

■'  = 2c-Ma-)+  ,+l" 


Nachtrag  zu  Art.  16.  Eine  elegante  (kmslruction  der  allgemeinen  Gleichung 
pW  dtf 

I = / ergibt  sich  auf  folgendem  Wege.  Man  bediene  sich  zweier  sphil- 

rischen  Dreiecke  mit  gemeinschaftlicher  Seite  x und  gemeinschaftlichem  Modul 
sin.« 

x =s  — — • Dann  sind  '/’•  11  die  Winkel  des  einen,  «/,,  •/’  <»  die  Y\  inkel  des 
sino 

anderen  Dreieckes. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  auf  die 
Thetafunctionen  Jacobi’s. 

33. 

In  der  Theorie  der  Thelafunclionen  werden  die  Gleichungen 
bewiesen 

# »,  7 = i — 2 1/ ros 2 ii  -+-  27*00*4«  — 2 7* r ns 6 ii  ± . . . 


= X,  77  1 — 2<j,,l~'eOS2U  ■ 


4 . 4 . V • 

tf,  ii,^  =27'  sin  11  — 27  1 sm 3 11  -4-  27  sin 5 11 . 


= 2*.  9 7‘  sin» 


fl  1 — 2a,peos 


2 7 y ros  2 11  -1-  7 


1 II  A1 

#,  11,  7)  = 27*  cos  11  -4-  27 1 ros 3 11  -4-  27  ros;  11  -4- . . . 

X> 

= 2X1  7 7*  cos«  77  1 -e  2 7* ** ros 2 11  -4- 
#,11, 7 = 1 -4-  2 7 ros 2 tu-  27* cos 4«  ■+•27*00*611  . 

= X,  7 11  i + i?**1- ‘co*2ii + 94*'-‘ 


TT  1«  V , « «13«  + 1 

X,  7 = //  I — ? ' = — - 1 9 

Schreibt  man  analog  /ur  Abkürzung 


x,  = 77  . • 

so  erhüll  man 


Xi  9 


77  1-4- 7*»' 


X3  9 


= 7/ 


i'+9 


l|>-  I 
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9 = 9(o,q<  = 2{—  i)uq’“>  = XiX* 

= ^*.{0,9!  = zq'Z[ 4«  + I = 29* X : 

»,  = ».(o  ,q)  = 29UV",,n+,>  = 29^XiX>* 

■»,  = »,!<>  9 = -^V"  = X,X,' 


nebst 


»;  *=99,9,  o<1lt  XX,  X,  = 1 


Hiezu  treten  die  Relationen 


9,'9‘u  = 9,'9,,u  + 9t9*u  , 
= 9,,9,,u^-9i9*u  , 


£,*$*«  = »'»*!,+  9‘9'll 


nebst 


9*  =■  #*  + »,* 


Ferner  gelten  die  DilTerentialformoIn 


rf 

du  9u 


9,u  ,,9,t,9,u 

tfii  — 9*i  i ' 

d 9,u  , 9u  9,  ii 

i/u  #,n  ~ ^ 9' u ’ 

d 9 ii  ^ ii  .*>,  ii 

du  9,u  1 .‘>,*11 

d 9,1t  , 9 ii  9,  ii 

du  9tu  ~ • 9*u  ’ 

d 9u  _ ,9,1,9,11 

du  9, u ~ ’ 9fu  ’ 

d 9,u  _ ,9u9,u 

du  9,u  ~~  " #,*«  ’ 


il  9 ii 
du  9,  ii 


,9,u  9,u 

. - 


9*u 


il  9tu  __  ^t9u9%u 

i I u 9$  i/ 

d 9,  m 

du  9u 


,9,ti  9,u 
~ 9*11 


d 9tu  t9 ii  9 j u 

du  9,  u ' * 9*u 

,9,ii9,ii 
~ 9',, 

t f 9u  9tu 
~ 9'u 


d^9,ti 
du  9 ii 

d 9,  ii 
d u 9,  ii 


Setzt  inan  daher  mit  Jagori 


9,' 


9' 

9? 


i pff  dtp  - 

“ = 9,\fu  j,f;x  • 


X + X =*  I 
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so 'wird  für 


fr,  fr," 

•"  = s.ny  = - , 


. fr , fr.  11 

y = Xs,n<r  = ((  , 


y = = äfs-V  • 

, fr  u 

y = * ‘KV  = 


z sm</ 

" = ^7 


y sin  </ 


fr  fr,  n 

~ fr,fr,ii  ' 

_ 'W' 

fr  fr,  II 
- fr t fr,  II  ’ 

frtfru 

‘ ^>'V'  ’ 


I _ ,V>H 
® — zsim/  fr,  fr,  ii 


r» 

dy 

« V i — y* 

r - 

dy 

» 1 1-7 

r* 

dy 

o V i y* 

V^+J'y1 

_ /•» dy 

" ./»  yr+yw+7,y 

/*y  (/.v 

“ =./„  y , + VW-  »V 


i = 

y x sin  (/ 
J u 

y = 

x siny 


fr »,  ii 


fr  fr,  ii 

y = cos^  = 


//  = d</  = 


COS  ff1 

_ y*yt“ 

= J,f 

fr,  fr,  II 

I 

fr,  fr  II 

COS  1f 

~ fr  fr,  II 

I 

- 57 5 

_ 

_ fr  fr  , II  ’ 

J <f 

= 

cos  </ 

ii-i/iy+j.v 

_ dy 

•4  l 

j(  _ /•'  dy 

•4  VT^V»,*-»*y' 

py äy 

vHF-lVfr'y'-t-fr} 

• -/•»  rfy 

Vyr-I  V#;  - »*y* 
H _ py dy 

“*•4  Vy’-I 
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.V  = 

x cos  tp 

*-!* 

II 

u _ fP dl  -- 

Jv  Vi+y*V$t,-9,yt 

x' 

99u 

u r dy 

y — 

X COSf/> 

~ 9,9,u  ’ 

J-  Vy*4-  l V9‘t/,-9' 

X 

V = 

II 

S*L 
^ * 

9,9,11 
99u  ’ 

r?  dy 

" Jy  Vyx-  iV9s*  — 9' y' 

xr 

99u 

u _ r u dy  . 

y — 

Jy  - 

9,9 ,n  ’ 

v'i  - j/’  y 9,'if —9i 

y = 

X cos  tp 

9,9  tu 
~ 9^9,Z  ’ 

/•*  dy 

“ ~ ‘y  Vi -/y>9,t-9,,yi 

» = 

dtp 

9, 9,  u 

u _ r dy 

X cos  <p 

9,9,u  ’ 

Jl  \y*-iV9,ty'-9; 

Da  die  beiden  Winkel  u und  ip  gleichzeitig  den  ersten  Quadranten 
durchlaufen,  so  hat  man  nach  Jacobi’s  Bezeichnung  für  das  ganze 
elliptische  Integral  der  ersten  Gattung 


K = 

ri ” 
'0 

dy  _Jrtf, 
J ip,  x)  2 3 

mler 

3 iC 

mithin  auch 

2 Km 

u>  = am  — , 
r n 

9' 

2Kx'  , 

“ Tr“  1 ^ 

2 Kx 

- ~7r~  ’ 

2k 

- ;-r 

rK,‘- 

neben 

9,  u ^ . 
97.  = 

»i» 

&U 

= y yVK'r . 

tf,ii  i 

tfn  j/x' 

= t/x't(|f/) 

34. 

Die  Producte  zweier  Thetafunclionen,  welche  durch  die  DilTe- 
renlialformcln  des  vorigen  Artikels  ausgcdrückt  worden  sind , lassen 
sich  durch  dirccte  Multiplication  der  unendlichen  Producte  weiter 
reduciren.  Man  crhitlt  ohno  Mühe 


9,  u 9,  u 

OD 

= COS  II  J j 

I 4-  2}*’  COS2U  4- 

1 

1 5 

(«+/)* 

9 u 9,  u 

= sin  u y/ 

i — 2 qf  cos  2 m 4-  g’** 

_ *,{«>7* 

(«  + 9P)T  ” 

Al>kan4l  4.  K.  A.  U»wlUcb.  4.  XI.  # 
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>»#,11  1 — 2g,V~*  COS411  + q'P  * 9[2U,gt) 

**,  t » 9* 

9,u9,u  1 1 — 2(j‘l'cos4M + 9*,‘  }’ 

*T,  “ *»  " ' //  7,-7»-;* 

»,«»,«  ..  1 — a(  — 9il’<os2u  + </,p  £,(«,  7) 

= sinn  //  *= : — 

11  («+(-»}')  »,(>7) 


7/ 


»(f*) 

l + j( — q p cos  2 u + 9**’  t>,  (»,  19  ^ ) 

(n-f-flT*’)*  s,(7) 


oder  mittelst  einer  leichten  BuchslabenverUnderung 


9,u  9t  11,  q1 

9,  u,  9*1 

9,u 

# (“.  9*!  (“.  9*) 

•V9’) 

^«  9*  #j(9*) 

i)u  *>  J u,  q 

*)».  (|“7) 

#,  H 

91g 

V,7) 

9 ~ 

#(9*)^,(9,) 

9tu  9 11,  — 1 

7*  ■>,  ",  —9* 

9,u 

#i(«!  -9* »>  -9*) 

9,  9^—  1 

»*)»,  -»*) 

J ~ 8=1 

»(-9*)  ».(-9*) 

Lasst 

man  hier  u 

unendlich 

abnehmen , so  gehen  die  Gleichungen 

hervor 

»;» 

■?;  r) 

~ 1 * 
9’) 

99, 

= *,(7) 

oder 

9 * 

= »7)*>7; 

, #,*  = 

2 9,{g,!9,lg'\  , 

9,'  = ®(7)».(7) 

nebst 

9», 

- *V)  . 

2$,^  = 

*,*7)  . 

9*) 

Bezeichnet  man  durch  A /1  v g die  Werlho,  in  welche  sich  * 
durch  den  liebergang  von  9 resp.  in  9* , ^ ver_ 

wandelt,  wahrend  gleichzeitig  K in  A M N P Ubergeht,  so  ergeben 
sich  damit  die  Relationen 

Kx' = AVA'  , Kx  = 2 MV/«  , K = N Ve' 

KW  = M/i'  , :KI»  «=  Ai  , KVx'  =*  P 
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aus  dooen  lür  A und  /<  die  Wertlie  folgen 


_ 2^* 

x- 

i — k* 

, 

2 F A' 

1 -f-x  * 

l + X ’ 

i+A'  ’ 

1 -4-  A' 

I — x' 

. zFx' 

■ X - aV* 

, 

1 -f' 

“ “ i + x'  * 

h T+x-  ’ 

< + /<  ’ 

1 + 

ferner 

x'  2 Fx 

2 

, X 

2 Fx'  _ 

2 

i + x =3 

— 

I 4*  X — — 

— 

FA'  A 

I H-  Ä' 

Vn 

/*' 

1 + /< 

1 

X 

II 

X 

i — A'  = ÄKx  , 

1 — x'  = xF/(  , 

1 — 

fi  = 

.'i  + X'  J ip.  x = l^  i -t- A';  1 cos*  i/  + 4 /.'  sin*  </■ 


(l  ■+•  x)  — n ■+■  2ft  COS2q>  + /<* 


Für  i'  und  p erhält  inan  die  Gleichungen 


w — ä _ 1~|^<  _ x,_x( 

■VV,  -♦-'Vv'i  i+'Fg 

oder  x = sint  , x'  = t-*'1 


= = J_ 

»A-f)  »{»*)  TV 


oder 


V = 


1 •+•  x' 

2 Vx'  ’ 


V = 


i — x' 
2Fx' 


I 


Die  obigen  Formeln  zeigen,  dass  nicht  allein  />  ebenso  von  x 
abhängt,  wie  x von  A,  sondern  dass  auch  durch  Vertauschung  von 
x und  x',  A und  fi'  so  wie  /<  und  A'  in  einander  ilbcrgchen.  Wenn 
K'  A'  M'  den  complcincnlärcn  Moduln  x'  A'  /X  entsprechen,  so  folgen 
daraus  die  Gleichungen 

K'x  = M 'Vf,  , K'x'  = 2A'FA'  , K'Fx  = A'A  , zk'Fx'  - M.y 


Da  sich  bei  einem  fortgesetzten  Uehcrgange  von  q in  q 1 die  ent- 
sprechenden Moduln  x /(  //,  resp.  x'  A'  A'  A'  . . . der  Null,  da- 

gegen die  Moduln  x'  ft'  fi[  . . . resp.  x A A,  At  . . . der  Einheit 
nähern,  so  haben  die  VVerthe  k M M,  M4  ...  so  wie  K’  A’  A’  \'t . . . 
das  Integral  r,n  — ■'  /ur  Grenze,  während  A.  und  M'  mit 

J 0 d'tpo ) 2 PP 

»• 
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12k 


rl*  < ip_  (||jer  a||p  Q,-enzen  wachsen.  .Man  loilot  damit  die  Aus- 

t0  COS  tf 

drücke  ab 


2 k _ l/lt'ftf  ftifti  . . . 

» ~~  Vx'Vfi'VftlV^:  . ' *' 

’K'_  i/AA,2,A, ... 

~ ~ VxVmjFV'.  ” x 

K'  _ | /x'Xl,X,X,  . . . 


k r x 

35. 

YVir  wollen  jetzt  durch  x X fl'  V'*  w <he  YVeilhe  der  Ampli- 
tuden bezeichnen,  welche  resp.  den  Argumenten  («,  q*) , (u.  </*), 

(2  u,  q') , (~m,  7®) , («, — q*)  und  (m,  i q ' ) entsprechen.  Dann  gehl 
die  Gleichung 

2k«  _ r<T  <lq> 

71  “./„  J ifx) 

durch  die  uümlirhcn  Verwandlungen  über  resp.  in 


2 Mm 

r*  d<r 

2 Am  /■/'  ilq> 

~/i  ^ “J 

0 VI1  ’ 

n — J [<f  l) 

4 Mm  , 

f"P  ilq> 

Am  t"P'  d(f 

“ “J 

0 ’ 

it  J q>X) 

2PM 

/■*>  dtp 

2 Nm  p»'  tlq> 

6 ’ 

tt  _ J[q>t>) 

Aus  den  oben  zwischen  den  Thelafunclionen  aufgestellten  For- 
meln leitet  man  durch  Division  die  Ausdrücke  ab 


11  &u 

_ a,Kflä) 

- 

,?*)•»(«,  9*) 

it,  u it,  u 

*,!«,</*) 

H 

it,(u, 

fl’)  ■»,(“,  fl’) 

it,  M it,  » 

u 

= M 

«.  v4) 

fl1! 

itll  it,U 

Ä[2M,9*j 

&u 

9*1 

it,  M #,U 

it,(u,  >7*) 

&%u 

_ 'V«. 

-fl’ 

it  II  it.  U 

it,(M,  lf*) 

#tu 

9{u, 

-fl’) 

-fl’) 

welche  nach  Einführung  der  Amplituden  qi  % X fl’  fl’’  10  t0'  ‘ü**  Pf- 
änder correspondircnden  Gleichungen  liefern 
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x sin  (p  cos  fr  . . A sin  ilt'  cos  iß' 

— . ' = >7<smi//  . V x sin®  =*  r - 

^/(1P  *)  ^ 


tgf/l^/(yxj  = FVlg®»'  , 


fx'tg</>  = tg(«^/(wp 


Mil  Berücksichtigung  der  für  A M N 1’  und  X pt  r p gefundenen 
Relationen  entspringen  daraus  die  Transfurnialionsformcln 


pt  dtp  _ 2 px  </* 

J{rpx)~l  + *'J o J(Xh) 

» rx'  'Ix 

I + *J(,  JJxJ) 

i pt  thp 

~ i + x Jq  J{  ipP  i 

f. 

i /»w  d 

~ Vx’Jt,  Ji' 


— = !rx  .... 

2 ^f(Z/' 


‘KZ' 


fl  4-  x;  tcf/> 
Jf  (p  /. 


_ i x'i  sinr/)cosf/> 
J (p  x) 


2 /•«/''  </i// 

i + x,/0  1 

dio 


i 4-  x . sin  tb  costp 

sin  (p  = ; 

2 V J\\p  X) 


I* 

ll 

II* 

llh 


(*'—  *•)£ 


e 

«'  dto 
o J {tu  v)  ' 


Vx'tgf/i  = tgdij/;wp:  . . . III* 

Igw' = (x'+ xi)  lgi/>_/;,</>  x)  lllb 


Die  sub  III  gegebenen  Formeln  fuhren  auf  complexe  Werthe 
der  Moduln  v und  p und  gehören  desshalb  eigentlich  nicht  in  den 
Kreis  unserer  Betrachtungen.  Verbindet  man  mit  III b die  Ver- 
doppelungsformel des  Art.  18 

t dtp  _ i pt i dtp 


isvjtp-  tgiVl , fj  ,;rpx  = ;./o 


Ji(f>  x) 


und  den  Uebergang  zum  complementliren  Modul  (Art.  32)  in  der 
Form  *) 

, . . , /*<*»'  dm  . /'<?'  dio 

t KW  = / sin  rp  . I — r = I / J-T 

./o  tJ[tüy)  Jtuv 

so  gehen  die  zusammengehörigen  Gleichungen 

_I _ rt I </y  _ r v'  dto 


Igly,  = iVv'sintp'  , 


- rt,  atp  =iVv.ri 

1 J 0 tJ  tp  X|  J0  Jitov  ) 


*)  äquivalent  der  symmetrischen  Gleichung  lg^ 


w'=  ltg  J<jp' 
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oder  wenn  man  x = cos{«,  folglich  v‘  = — e'1  schreibt,  die  Trans- 
formalionsformeln 


lg  \q>  = ei "*  sin«  , 


2e\ i>  /•**  = ff  <i<P 

Jo  J {vi,  e‘ ( ) Jo  J rp,  ros  | e ) 


hervor,  welche  zeigen,  wie  ein  elliptisches  Integral,  dessen  Modul 
eine  complcxc  Einheit,  durch  Multiplication  mit  der  Quadratwurzel 
des  Moduls  auf  ein  anderes  mit  reellem  Modul  < i reducirt  werden 
kann. 

Verbindet  man  ferner  la  mit  III",  so  wird. 


JlXH) 


tgi«z/((«el  , 


J 0 


«X 

J ix  t‘ 


tliu 

J lüq 


oder  wenn  man  x statt  /i  schreibt,  woduch  p'  = 


I 


XI 
X*  ’ 


x'tjiljp 
J [qp  x) 


= I ßUj(tüQ) 


j: 


e dtp 
J Ip  x) 


i /•»  dt« 

x'd«  -f  {**>  ei 


Diese  Transformation  entspricht  dem  Uebergang  von  </  in  — //*)  und 
ist  offenbar  reciprok:  in  der  Thal  lässt  sich  die  Gleichung  zwischen 

<1  und  vi  zerlegen  in  die  beiden  äquivalenten 

tgw  = x'tgy  und  j 


36. 

Die  Transformationen  I und  II  sind  nach  Jacom’s  Bezeichnung 
supplementär  ( mpplemenlarii  ad  duplicationem)  und  tragen  die  Namen 
von  Ga ii ss  und  von  Lahdes.  Wegen  ihres  häufigen  Gebrauches 
mögen  die  hauptsächlichsten  Umformungen  der  Gleichungen  zwischen 
den  betreffenden  Amplituden  hier  folgen. 


Ia 


2 M H 

X = an»  — — , 

n 


f* 


i — x' 
1 ■+•  x' 


{l  + 

sm/  = 


')sin^>  i — J<p 

(i— x'jsinr/i  ’ 


. , i — Jip 

/tsin  y = 

* i +Jip 


sin = 


(l-f-g)sinx 
i •+•  /tsin'x 


/*>'  sin* 
J'x-f1  cos** 


*)  In  Betrell“  dos  l’eb erlang«  von  9 in  — 9 vergl.  Jacobi,  Sur  la  rolation 
d’un  corps,  Werke  Bd.  II.  S.  173  oder  Crelle's  Journal,  Bd.  39,  $.  327. 
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cos'x  = 


l't  = 


2 J<p  — x' 

I — x’  i 4-  J<p  ’ 

2 cos  '(f 

Jtp  4-  cos’i p 4-  x'sin*i p 

2 Jtp-\rx' 

1 + «’  14-  J<p  ’ 


COS* 

Jx 

ig’x 


1 4-x’i  cosip  _ Jip  — x' 
J<p  + x’  {i—x'msip 


I 4-  x'  l — Jtp 
2 Jtp  — x'  ’ 


• x'  J<p 


j,  * » 


COS  ff 


J(p 


cos  %Jx 
i 4 -/<  sin‘x 
ftcosxJx 
I+H-J'x 

i— /isin’z  . /*x  — I + /i 
i 4-  /i  sin*x  _ i 4-/«  — J‘'x 
J'x  + ftcos’x 
J'x  — H cus’x 


Igf1 


‘b  4 v 


1BZ 

Jx 


^4-,.cos?sjn 

JX  + cos/ 


X 


‘8  M(y  + V) 


ig’lj”  + 2)  + *’ 
ig‘i  (’-*)  + *' 


*)  lb  z' 

2 Au 

— am , 

1 

2 |/x 

n ’ 

~ 1 -ft-  X 

sin/'  = 

(1  -ft-  x)  sin#/> 

sin  9 

[14-Z'  sinx' _ >-  /x' 

t -ft-  x sin*9>  ’ 

i-A'sinx' 

x'x'sinrf 

x sin1  ff 

1 —Jx' 

J*<p  — x cos* 9 ’ 

t+Jz’ 

, 

COS  (fjfp 

cos*  (p 

2 Jx‘-  V 

cos/  — 

1 4-  xsin*^> 

l — k‘  1 4-  Jx' 

(l  — Xi  COS Ip-Jlp 

2 COS*  x' 

J'tp  — xros*9>  ’ 

Jx  + cos’x'4-  A'sin’x' 

*)  Schröter  hat  den  Gleichungen  der  G aus»  sehen  Transformation  die  be- 
merkenswert hc  Form  gegeben 

r ib 


2 I _ I 
I -ft- x' sin  9 sin/ 

2 J9  _ 1 

I -ft-  x'  sin  9 sin/ 

2 _ Jx 

i 4-  x ' cos  <p  COSX 

2*'  1 = il 

I 4-  x'  COS<f>  COSX 


■ >*sinz 


-/jsinx 
cosx 


+ 1“ 
— P 


C08X 

2/X 


sinx 

smx 

) -X  , 

COS/ 

1 — x 

cos/' 


I 

— — -ft-  x sin  <f 
sin 

i 

— - — x sin  9 
sin  <f 


J a cos  q> 

COS  9 J (f 

J 9 cos  <f 

cos  ff  ^9 


Vergl.  die  wichtige  und  inhaltsreiche  Schrift  Riciielots  über  die  Landen' sehe  Trans- 
formation (1868},  S.  19. 


Digitized  by  Google 


128 


W.  ScHEIISF.il, 


[72 


, _ i_—  xsin*//.  J'ip  — i-*-x 
X ~ i-t-xsin 'fp  * i + x — J'ip  ’ ^ 


cos  1/ 
hp 

•b*v  = 


i . , .J*<p  -+>  xcos*gp 

A'  * d*tp — y.  cos* fp  ’ 

, , , z/iy>  •+•  x eosen  . 
tF5* = 4+coS,;s,n^  ■ 

*HT+z)-  , lB  1 ( 2 


l ■+■  A’  l +Jx' 

>+*■'  msX'  _ -7<'~  A' 
z//  + A'  (i—  A'  cos/’ 

l + ü’  I — Jx' 

2 Jx'  — X 

I ■+■  A"  J x'  A*  * r 


<P  I 


2 I +^X'  ^ ^ 
Ix  A'sin/’ 


i — sin/ 


II  * ip  = am 


4M« 


c»s  «>  — x sin  «> 

cosi/i  = ' L 

J<p 


-7* ff- — x'  _ n + r«s 2 ip 
(l  — x’j^rf  (l  + fl)  Jff  ’ 


(l  — x')Jip 

. _ cos*  ff  + x'sin‘y 

Jlf 


— fi(P  + *’  __  * + fi  COS  2 (p 

ii  +x')Jrp~~  (i  +n)~Jfp  ’ 


/'  = 


i — x 
I + x' 


= sin  ifj  [jfift  ■+■  /i  cos  tf/) 


coszrp  = cosi fjJtp  — /<  sin*  0 


*KV  = 


Jip  -t-  fl  ros  Ip 

l -+- 

Jip  ■+■  fi  cosip 
Jlf)  — fl  cosi fi 
(i  +ft)  sii ufi 
J Ip  4-  cos  l/i 

Jip  — cos  ip 
Jlp  ■+■  COSI ^ 


siiu/i  i -t- x' j lgf/i  sin 21p  , s 

Jip  i •*■  x'lg*7>  i-t-j»cos2y  ’ * lB  V 

i + x')lgo)  sin  2 ip 
,Bv'  — ttt — = — — , sin  2fp  — ifi  = osinü/ 

1 — X lg  I P fl  + COS  21p  ’ ” ^ V 

*S(< p — fp)  = , 


COS  ,21p  — Ip,  SS  _/|/l 


I|b  1/,'  = 


An 


A = 


2 V X 


sin  2ip'  = sinijp  (Jtp  ■+■  xcosip)  , 
cos2ip'  = ca&fpjtp  — x sin*  71  , 
Jip' = 4L±xa>sV  f 


sin  7 = , , +A' i sin^c“s(/’'  « si"  2 £ 

^/i/(  ii+x)^' 

cos’i//'  — A'sin*i//' 

cosi/  — T r_ 

' ^i/i' 

_ z/*|//— A’  X +■  COS  2 l(l‘ 

(i  — i.')Jip' a=  (i  + xpjip' 
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dtp  -I-  X cos  <f 
dtp — xcos  tp 


w = 


(i  -4-  x)  sinqp 
dtp  4-  costp  ' 


1'iV 


dtp  — cosf/i 
dtp  4-  cos  tp  ’ 


sin  (2^'  — 9p)  = xsinijp  , 


dtp  = 


c«s’i/('4->t'sin,(/)' 

dtp' 


d*tp'-t-).'  _ 14-XC0S2( p' 

(l+X)dlp'  (1  -I-  Xjdtp' 


sin  tp  (1  4-  K')  tgi//  _ simifi' 

dtp  l-t-Ä'tg *l/j'  I4-XC0S2I// 


lg  ff 


[»  +*■’)  »gl !>' 
1 — Xl^’tp' 


sin  2 tp’ 

X +COS21 p' 


cos  [21 p'—tp)  = dtp  , 


lg  if-'P')  = *'lR1/'’ 


37. 


In  den  Philosoph.  Tramaclions  für  1775,  S.  284  hat  Landen  die 
Substitution 


t = tjx 


(wo  l den  Abstand  eines  Ellipscnpunkts  von  dem  Fusspunkte  des 
auf  die  Tangenten  gefällten  Perpendikels  ausdrückt,  wenn  m die 
halbe  grosse  Axe,  Yg  die  Gxcentricititt  bezeichnet)  ungewandt,  um 
das  Integral  für  den  Ellipsenbogen  f dx  l/“-i — zu  transfor- 

miren  und  dadurch  den  ( Philos . Trans.  1771,  S.  309  bereits  an- 
gekündigten)  Salz  zu  beweisen,  dass  die  Rectiliculion  eines  Hyperbel- 
bogens auf  die  zweier  Ellipsenbogen  reducirt  werden  könne.  Ob 
jedoch  die  Gleichung 

dx  _ dt 

Y (m*  — x')  (m*  — gx')  V(m'g  4- 1*)’  — 4mV 


bei  Landen  vorkommt,  scheint  fraglich,  wenigstens  habe  ich  letztere 
auch  in  dessen  von  Legendre  citirlcn  Malkemal.  Memoirs,  Vol.  I 
(London  1780)  nicht  gefunden. 

Nachdem  etwa  zehn  Jahre  sptiter  Laurange  in  den  Turiner  Me- 
moiren *)  (T.  II,  1784 — 85,  Oeuvres,  T.  II,  S.  253 — 312)  mittelst 
der  Substitution 


*)  in  der  Abhandlung  Sur  une  nour eile  metJiode  de  Calcul  integral  pour  les 
differentielles  affectces  d’un  radical  carre  sous  leguel  In  variable  ne  passe  pas  le 
quatrieme  degre. 
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[-»* 


-| /l 

!'='->'V,±nWt  ’ 


m,  = Vom  *) 


die  dem  L'ebergange  zum  arithmetischen  und  geometrischen  Mittel 
entsprechende  Gleichung 

/•» dy_ _ fv>  iiy, 

Ja  1 


, -_  = /**■  . 

r{i±mV)(i±«Vj  V'Ci ± »»,*</*/ ( i±»,’ 


V) 


allgeleitet  und  zur  approximativen  Berechnung  des  elliptischen  Inte- 
grals benutzt  halte,  brachte  Lkgkniirb  in  den  Pariser  Memoiren  von 
1786  **),  S.  650  die  betreffende  Substitution  auf  die  Form 


sin<^>  = (1  + A' 


sin  (i  cos  fr 


1 * 


Indem  er  sie  gleichfalls  zur  Reduclion  auf  successiv  abnehmende 
oder  zunehmende  MimIuIii  anwendet , sagt  er  S.  646  mit  Beziehung 
auf  die  Abhandlung  von  Lagrangb  : «je  ne  puis  m'empecher  de  re- 
marquer  A ee  ttujel  l'aecord  ningulier  de  deux  renullaln  oblenun  pur  den 
methoden  lolalemenl  differenten«.  In  seinem  Memoire  nur  len  Tranncen - 
dunlen  elliptiquen,  1793,  S.  41  und  45  gibt  Legendre  die  von  ihm 
nach  Landes  benannte  Substitution  in  der  eleganten  Gestalt 


tg(^)  — qi')  = A't nq>'  oder  sinfzqp' — q>)  = / sin tp 


und  druckt  sich  in  seinem  grossen  Werke  Uber  elliptische  Functionen 
(1825,  S.  87)  folgendcrmaasscn  aus:  «On  a Heu  de  n'elonner,  que  la 
deemiverte  de  lu  trannformalion  qui  mcl  rn  evidence  len  proprielen  nom- 
lireunen  de  l'echelle  den  modules  uil  eie  renervee  n Lunden , qui  d'aillrttrn 
neu  a lire  quun  mrdiocre  parli  el  qui  na  pan  meine  t nt  qu'clle  four- 
ninnail  wie  melhode  Iren  nimple  pour  culculer  pur  ajiproximalion  len 
aren  den  ncclionn  coniquen.« 

Die  von  Lagrangb  gelehrte  Substitution  ist  aber  dadurch  be- 
sonders merkwürdig,  dass  sie  nicht  allein  für  ij  = ^ sin  qp , x ==  ~ , 

A = die  LEGESDRE-LASDBs’sche  Transformation  in  der  Form 

m, 


sinr/i  = (1  A') 


sin  ip'  cos  q>' 

J ( q>‘  A)  ’ 


dtp 

j icp  x) 


+ A') 


dtp' 


*)  a.  a.  O.,  S.  272. 

•*)  Sur  len  integrationn  par  arcs  iVcllipse,  p.  616 — 683. 
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<“=*,= 


enthalt,  sondern  auch  für  u = — tccp,  x'  = 

J m m ' • ' m, 

direct  *)  die  GAuss’sche  Substitution  des  arithmetisch-geometrischen 
Mittels  liefert,  wie  die  Gleichungen 

mtgy, 


V m ’ c—’  - 


l8'/>  = - 

'cos'ip,  + 11,’sin’ijri, 

dtp  dtp, 

V tu' cos* ••) <p  + «‘sin 'tp  V m' cos’ <pt  ■+■  n's’m'ip, 

zeigen.  Gauss  selbst  sagt  zwar  Art.  16  seiner  herllhinleo  Abhand- 
lung Über  Silcularslörungen  4#),  ohne  Lagrange  zu  nennen:  »Lecloribw 
(intern  gratum  fore  speramus,  si  hucce  occasione  delerminalioncm  hartim 
aliarumquc  Iranssccndentium  per  algorithmum  peculitirem  exjiedilissimum 
explicemus,  quo  per  mutlos  jam  abhinc  anno«  frequenter  usi  «umus,  et 
de  quo  ulio  loco  copiosiu s ugere  propositum  es/«,  setzt  aber  in  seiner 
in  den  Göttinger  gelehrten  Anzeigen  vom  9.  Februar  1818  abge- 
druckten Selbstanzcige  der  angeführten  Abhandlung  hinzu:  » Schliess- 
lich muss  noch  bemerkt  werden,  das « der  Vcrf.  diese  Resultate,  so  wie 
er  sie  schon  vor  vielen  Jahren  unabhängig  von  ähnlichen  Untersuchungen 
Lagrange’s  und  Lcgendre's  gefunden  hat,  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestalt  darstellen  zu  müssen  geglaubt  hat,  obgleich  sie  zum  Theil  aus 
den  Entdeckungen  dieser  Geometer  leicht  hätten  abgeleitet  werden  können, 
theils  weil  jene  Form  ihm  wesentliche  Vortheile  zu  haben  schien,  theils 
weil  sie  so  den  Anfang  einer  viel  ausgedehnteren  Theorie  ausmachen, 
wo  seine  Arbeit  eine  ganz  verschiedene  Richtung  von  der  der  genannten 
Geometer  genommen  hat .«  Bekanntlich  hat  Gauss  bei  seinen  Leb- 
zeiten Nichts  Uber  jene  ausgedehnten  Untersuchungen  veröffentlicht, 
so  dass  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  Abel  und 
Jacubi  von  Neuem  entdeckt  werden  musste.  Vergl.  was  Bd.  3 seiner 
Werke,  S.  361 — 491,  aus  dem  Nachlasse  von  Gauss  Uber  elliptische 
Functionen  enthalt. 


*)  Essepeb  sagt  in  seinem  Werke  über  Theorie  und  Geschichte  der  ellipti- 
sehen  Functionen,  S.  310,  dass  »die  Methode  von  Lagrangk  auf  eine  indi recte 
Anwendung  der  Gleichungen  hcrauskouime , . . . welche  den  Namen  der  Trans- 
formation von  Gauss  tragen«. 

••)  Dctnrminatin  uttrartionis , quam  in  punctum  quodvis  positionis  datac  exer- 
ceret  planet  a,  si  ejus  massa  per  totam  orbit am,  ratione  temporis,  quo  singulae  partes 
describuntur,  uniformiter  esset  disperlita.  Comment.  rec.  Gotting.  18 1 8,  S.  21—48. 
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38. 


Nachdem  im  ersten  Aksehnitte  die  Substitutionen  erörtert  worden 
sind,  durcli  welche  das  elliptische  Integral 


-l 


*dx 

T 


auf  die  Nurinalfonn  / 1 f—  gebracht  wird,  handelt  es  sich  jetzt 
Jo  J \<[  x)  ° 

darum,  an  Stelle  der  Argumente  </  und  x die  neuen  Argumente  u 
und  (/  der  Thctafunclioncn  einzufuhren. 

Die  Berechnung  von  </  geschieht  nach  Jacom*)  auf  folgendem 
Wege.  Wenn  man  durch  den  beige  fügten  Index  n den  Ueltergang 
von  <j  zu  </’  (nicht  wie  Art.  32  von  7 zu  if)  bezeichnet,  so  folgt 
mittelst 


x‘  = (^)  = ,6?(r+ 

xj  = 167*  oder 

Da  Art.  34  zufolge  **) 


27  -+-  27  27 


y~)  = 167C»* 


* /X 

= lim  l/  M 

n«r>  r 16 


I — x 
I -f-  x' 


2 IV 


4X« 

xx 


t*  = *1 

so  wird  identisch 

■ /*n  x 4 xi  -■  /4  xt  -■  /4  xa  -■  / 4 x« 

k«6  16  7“  v v xi  i 

_ ^ ^|_  ■ /x«  |V^«_  | /x«t *» 

16  x#  p r xt'  V xr;^, 


_L__* 

x' 


*)  Fundamenta  p.  14g.  Gbellb’s  Journal  Kd.  2 6,  S.  1)8  oder  Werke  Rd.  1, 
S.  13.  lebrigens  haben  Jac.obi  (a.  a.  O.  und  Mbissbl  Iserlohn  18O0]  fünf-  resp. 
achtstellige  Tafeln  für  lg//  zum  Argument  * =s  arcsinx  berechnet  , Letzterer  nach 
der  Formel 


. U('*  1 , + Ui*“  1 , . 

»56.156  * * ^l»«,l»*oH<  * 


Verhclst  gibt  in  seinem  Tratte  (1841)  von  Loxii  at  berechnete  Tafeln  für  log  log  — 
mit  12  bis  14  Decimalcn. 

*•)  Vcrgl.  die  Anmerkung  zum  folgenden  Artikel. 
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mithin 

1 = y^vx.’x/x.,1 in  mf. 

Berechnet  man  nun  die  Reihe  der  Hitlfsgrössen 

1 = In  j|.  ^ = lg(i  •*■*') 

'<  “ ’K  x’  = 7*  + * — fc*  . *«  = 'g(>  +*,’) 

f,  = !g  -,  = + Iga  , A,  = lg(i+*»') 

** 

u.  s.  w. 


was  mit  Hülfe  der  Tafeln  sogenannter  Add ilionslogari linnen, 
welche  zum  Argument  l = Igx  den  Werth  von  X = Igji  H---J 
liefern,  sehr  hequoin  geschieht,  so  ergibt  sich 

I*7  = I876  + '-t(,'  + T,«  + T,>  + T,a') 

Zugleich  findet  man  wegen 

• = / — \*  = ’_11 
3 \ n / x' 


mittelst  der  nämlichen  Hülfsgrössen 


lf?^=  (/  + /,  + /,  + /,..■) 

•g<\  = |lgx  + |(/-/, 
lg»,  = 

|R^,'=  rißx  + |/-|(/1  + /,+/,...) 
nebst  den  Functionen  j des  Art.  33 

8lg*=  _(/+|/l+L/1  + 1/,...) 

8|m.  = -(/.-+-|,.  + 7/»  + t/*  ) 

8 Mx«  = + 7 **  + 7 *i  -j  f,  • • • 

8^1  = /-7'.-7/*-T/>  •• 

Wenn  man  die  Gleichung  lg^  = — re  des  Art.  39  zur  Be- 
rechnung von  <1  benutzen  will,  so  hat  man  neben  den  Grtissen 
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I lt  lt  . . die  weitere  Heihe  i /’  l'  . . zu  berechnen,  welche  durch  den 
liebergang  zum  complcmcntiiren  Modul  erhallen  wird.  Dann  ist 


'Bt 


Zur  Berechnung  von  u kann  inan  sich  sehr  verschiedener  Me- 
thoden bedienen,  und  wird  nalürlich  anders  verfahren,  wenn  einzelne 
VVerlhe  oder  Tafeln  — nach  Art  der  Lkgksdhk sehen  — berechnet 
werden  sollen.  Die  Substitution  des  arithmetisch -geometrischen 
Mittels  lieferte 

mlWj _= 

r m%  cos  tpt  •+■  siii  <pt 


folglich  nach  Art.  37 , für  % = <pt 

x,  = fl 


x'=~" 

m 


’ n* 
x,  = -L 


•B'/'.  = = ‘pv  VVA 


£L  = 

■+■  x’ 
Jtf 


m 


Schreibt  man  daher 


so  ergibt  sich 


•KT». 


».  = ' *.) 


Vt  + Vx' 
T + |x'i 


und  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens,  wegen  « = lim  <fp  , 
tgu  = tg^i  Vx't, *,  f, . . . in  inf. 


Wenn  in  den  Additionstafeln  lg  ji  -1-  ' j = ft,  v zu  Igx  = /, 
m , 11  gehören,  und  inan  setzt 

I = c = ± lg«  , m = l(/  + r),  n = -j  (/ - r)  = / - »1 

so  wird 

/,  = l + — /—  Ig2  = lg— 5 , - r,  = fi  — r ■+■  - r = Igt,  u.  s.  w. 

1 x,  * 

folglich 

Igtgu  = Igtgi/.  - jl±~  (r,  + r,  + 
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wo  sich  die  doppellcn  Vorzeichen  auf  die  Alternative  beziehen,  ob 

' | . , 

die  Grössen  e zwischen  1 und  , oder  zwischen  i und  *' 

1 1 x 

enthalten  sind*). 

Zieht  man  die  trigonometrische  Berechnungsweise  vor,  so  kann 
man  von  der  Substitution  ausgehen 


™tgV  = »tgVi  > 


(l(p 

Vm*  sin*f/  n*  cos4  ip 


JlT 

Y in* sin*  2 </>,  +■  « ,’i'os*  2 i/j, 


und  erhalt  u = — lim  <pf , wenn 

•g <P  = V'x'lyq’,  > tgzr r,  = F*.'1«*?,  , tg4i/>,  = J/X.'tg^y,  u.  s.  w. 


gesetzt  werden.  Die  I.ANimx’sche  Substitution  liefert  bekanntlich 
analog  u = lim  fitr 

<p)  = *'*g <f  > — U.  S.  W. 


39. 


Obgleich  die  erläuterten  Rcchnungsmethoden  selbst  für  Werthe 
von  x,  welche  von  der  Einheit  sehr  wenig  verschieden  sind,  zur 
numerischen  Berechnung  der  Thetareihen  bequem  bleiben,  (z.  B.  er- 
halt man  noch  ~ für  x’  = 0.999989,  oder  ij  = ('  = 0.367881 


fitr  x*  = 0.999168,  wahrend  für  x*  = ^-  </  = e~n  = 0.043214  wird,) 
so  liegt  doch  auf  der  Hand,  dass  für  x*>i,  q'>e~a  die  ent- 
sprechenden Functionen  vortheilhafter  zu  berechnen  sind,  wenn  x' 
an  die  Stelle  von  x tritt.  Hiezu  fuhren  die  folgenden  aus  der 
Theorie  der  Thetafunctionen  bekannten  Relationen. 

Wenn  man  K'  und  q'  von  x'  ebenso  abhüngen  lasst,  wie  k 
und  </  von  x,  so  erhall  man  für 

r = r'-r^-r  «der  K»  = KV 
J0  J <lpA  J0  J (p  A ) 

7l'  =*  \$q-  lg?' 


*)  In  seiner  bereits  citirten  Abhandlung  über  die  numerische  Berechnung  der 
elliptischen  Functionen  benutzt  J.xcobi  die  Gacss’ sehe  und  die  LAXiiR.N’sche  Sub- 
stitution auch  zur  Ableitung  der  Logarithmen  der  Thel.ifunctionen.  Doch  wird, 
nachdem  die  Werthe  der  Argumente  gefunden,  die  direcle  Berechnung  der  ein- 
zelnen Glieder  dieser  Keilten  in  der  Kegel  bequem  genug  sein.  Man  vergleiche 
übrigens  die  Art.  47  entwickelten  Formeln. 
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Hier  bezeichnen 


9 (u,  q)  = me  " 9t[u',  q') 

U U ' 

^,(11,9)  = me  n 0K[u\q') 

uu' 

^(m,  f)  = me  n 0 u't  9') 

uu' 

9,  u,  q)  = me  ” 0,(u’,  q' ) 


m'  = 'fl' 
>89 


»;«, 91  = #(.„, q)  = 1 - 9 +,,>'“  + r"|?  .. 

= z,l.9l//  i-9,p-V“ 

I 

#,  In.  ql  ~ 9,  (ui,  q)  = 9*  («•"  -«-•)_,*  (#*“  _,-*•)  ±... 

= x,!9)9V-'-)77  ■ 

»,  U,  v'  — 9tui,  q = q\ •>«  + r-“i  -*.7!  (<•*"  + c-1")  + . . , 

= Z.  (9!  91  i 77, 1 + 9,p <•*'')( I + 

»,(«,9)  =#,(1,1,9)  = , +9  + ... 


= *1(9)  77ii  +9*'”  V“.(1  +,’P-V— •} 


Folglich  wird  für  1,  = o 


# 9!  = mOt  q')  = 139,(4')  — & 

9',[ 9)  = ®X(,')  = m'9’  q'j  = <*’  2-K'  }/2K'(XX’ 

#,(9)  = «#(9*)  = ro # 9')  = ro  j/ 2-^-* 

#,  9 = bi«,  9’)  = 3!9,lq‘)  = m j/^- 

4 _ K 11 ' Igg'  /r 

15  k'  D m — /r  1=5  lg«/ 


Die  Gleichung  er  = — * , kann  geschrieben  werden 


-4*5  . 

• 2 C a *4-  2 f * ■ 


— fl—,  —4  »-3  — 9M 

l-*-2C  r *4 -2t  r -k-  2t  * 


Wählt  Dian  die  willkürliche  Constante  a gross  genug,  um  mit  Rücksicht  auf  die  zu 
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Damit  ergeben  sich  nicht  allein  die  Gleichungen 


*)  q 


uu'  u'u'  uu 
n ~ Igg'  — Igg 


sondern  auch  die  Ausdrücke  der  Functionen  x 

n K' 


z"W 


i K 


erzielende  Genauigkeit  e **  vernachlässigen  zu  dürfen,  so  erhält  man  für  die 
numerische  Berechnung  von  — 


a 

r 


r* 

<i» 


eine  Keihenentwickelung  von  ungemein  rascher  Convergenz,  welche  seihst  nach  r 
diflerenliirt  werden  kann.  Zur  Literatur  vergleiche  Caucby,  Bulletin  de  la  so  riete 
philomatique , Antit  1817,  p.  124  und  Lioiville's  Journal  T.  V,  p.  156,  so  wie 
Poisäon,  Journal  de  Vecole  polyt.  Cah.  19  (1823)  p.  420,  Jac.obi,  Cbkli.e’s  Journal, 
Bd.  3,  8.  308. 

•}  Um  ohne  Yemiiltelung  der  Thetafunctionen  den  früher  zur  Berechnung 
von  7 benutzten  Satz  zu  beweisen,  dass  der  Ucbergang  zum  arithmetischen  und  geo- 

1 *”■■*  x 

metrischen  Mittel,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Verwandlung  vou  x in  x,  = 

% I x 

dem  Uebergange  von  7 in  7*  entspricht,  braucht  man  bloss  in  der  Gleichung 


rkn  dtp  /»4*  dqt 

J 0 Vmi8in19>  n*  cos*<f  Jo  Vm*sin*  27,  ■+*  «*cos*  2qt 

i * 


-r. 


dtp  K 

/o  V*n*  sin*  q + n*  cos*  q m 
welche  sich  mittelst  der  Substitution  »Hg*?  = ntg*7,  ergibt,  »1  und  n mit  w»4 
und  lt  = Vf«*  — w*  zu  vertauschen.  Dadurch  geht 


2 K' 
in 


1 1 » , i%  «, 

hervor,  wo  — = x , — = x , — = xt  , 


unmittelbar , dass  die  Verhältnisse  lt  : : n{  von 

K * 

hängen,  wie  die  Verhältnisse  / : m : #1  vou  — oder 


= x' . Man  schliesst  daraus 
oder  von  7*  ebenso  ab- 
von  7.  ().  e.  d. 


▲kk*adl-  d.  K.  S.  üeaellx  h.  d.  Wi*M»n*eh.  XX. 


40 
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. K' 

„ x 3 k i 

71  K' 


X,  '/  = 


Die  Differentialgleichungen , denen  diese  Functionen  genügen,  linden 
sich  zusauiincngcslelll  in  den  Berichten  </cr  A S.  (irxrllxchafl,  1862, 
S.  1 15  f.;  doch  ist  daselbst  y,  y,  an  Stelle  von  y yt  X3  geschrieben. 
Man  erhält : 


249  {3?  £ 


■991 


( x:  )*  + »*■'}-. + »'»:  7 {»• + »,* + »d 

’ Xi  Al  ' 


Xi 

249*  = 

249**  = —2  + y+tf' 
Xt 

-MV*'  = 1 -»‘  + .9,* 

X3 


40. 


Du  vermöge  des  Ucbcrgangs  von  x zu  y die  Amplitude  9 als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  darf,  so  liegt  die  Berechnung  von  u 
mit  Hülfe  von  u auf  der  Hand.  Dagegen  kann  es  wünschenswerlh 
sein,  ebenso  wie  sich  9'  ohne  Vermittelung  von  9 direct  aus  x 
oder  x linden  lässt,  auch  11'  direct  aus  9 abzuleiten.  Dann  ist  zu- 
gleich 9/  mittelst  der  Clcichung 


yxifiif' 


bestimmt').  Zu  diesem  Zwecke  setze  man  entweder  mit  Lecksurr 


sin  (2  ifß' — 91)  = x sin  9 , X = 

wodurch  nach  Art.  35  9’  in  9 und  2 « in  u,  oder  was  dasselbe  ist, 
9'  in  y‘‘  und  11  in  — u übergeht.  Damit  bleibt  «'  unverändert,  weil 


*)  Jacob!  empfiehlt  dazu  die  Formel  Werke  Ud.  it,  S.  9,  N.  $’ 

, 1 1 _ 9'('  “ V'*!1  “ V*  «"4“'+  1 — '/'*!  sin6«'  + 

1 — t/  1 COS2ü,+^rt{l+^4  ni>4ur — </''  H»/*  COs6«'±.* 
als  vorzugsweise  bequem. 
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13» 


A' 

A 


K'  _ ii 

2K  ~ 2»' 


sein  soll.  Folglich  verwandelt  sich 

2 Km  2 K'ii'  pf  ilw 

= = / -j- in 

H II  J[<pX 


Au  _ iAV  _ /«♦'  du 

■ i ~ r ~~ 


J ./  X 


Oder  man  gehe  von  der  GAUss’schcn  Formel  aus 


l?z'  = (»  ■+■  *) 


tyy 

jip  ' 


x = AKl 

I -t-  x 


welche  gleichfalls  dem  Uehergange  von  </'  in  q'*  entspricht , aber  « 
unverändert  lasst.  Dcsshulb  muss  sich  u verdoppeln  und  man  erhalt 
2 Am  _ 4 A V rt'  dtp 

it  ~ ic  ~ Jo  J (</>  A) 


Durch  Wiederholung  dieser  Transformationen  lindcl  man 
, _ ix  /••>>  tlip  ii  /■/,'  dtp 

" ~ 2 A'  Jo  J (ui  i_l  ~ x***AL  Jo  J u X. 


J(<pXf)  2?*'  \^Jo  J ,pXr 

liier  niihern  sich,  wie  bereits  Art.  34  hervorgehoben,  mit  wachsen- 
2 \ ' 

dem  p A^  und  ■ E der  Kinheil,  wahrend 

iinir;^ = r;  -v- = imni 

Jo  J ip  Xv  J0  cmqi  i ' 2 ' / 

Damit  bestimmt  sich 

w' = linilogtgjj  r »der  e~u‘  = lim  tg  } ( ''  — 

Zur  numerischen  Berechnung  setze  man  jetzt 

/'=lg^-,  Ä = lg'i+x),  /,'  = i/'+A-lg2  = lg  ‘ , 

Äi  = lg(«  +A)  . l'%  = -j-f.'+Ä,—  tgz  = lg-i-  , etc. 

Al 

lg  sin  (21^' — xp)  = lg  sin  (/1  — I'  , lg  sin  (21 p[  — q>')  = lg  sin  t// — /'  , etc. 


*)  Man  vergleiche  die  JAcoBl’sclie  Formel  Werke  Bd.  II,  S.  10,  N.  7;, 
welche  geschrieben  werden  kann 

, , I»  \ -u'U  1 >«'/'.  <t'‘l 

<0* 
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welch»*  Formeln  eine  sehr  cxpedile  Berechnungsweise  gewähren. 
Bei  Benul/.ung  des  Winkels  wird  analog 

«'  =. 


Da  jetzt  lim  Xp  = \ , so  darf  man  den  gefundenen  Ausdruck  auch  mit 

».12  12  I 

« = lim  — — lg  lim  — — lg  = lim- — :1g  2 Igzü 

2*+'  ™*Xp  2V+'* 

vertauschen  und  zur  Bequemen  Berechnung  nach  Belieben  die  Glei- 
chungen 


tgx’  = 


oiler 


•k’I 


ig*  i + </>)  •+• 

«ft*  1 (*-  - <r)  *' 


anwenden,  wo  für  x ' = sin  2 1 


/' = lg*|<'=  sin  2t'  , 2'  = lg’  J t,'  = sin 2 f etc. 


41. 


Untersuchen  wir  jetzt  die  Reduclionsformeln  der  Artl.  20  und  24 
mit  Bezug  auf  die  Grosse  des  Moduls  x.  Hierbei  sind  je  nach  den 
Vorzeichen  von  G’ — 27  IT  mul  von  II  vier  Fälle  zu  unterscheiden. 


1)  GJ<;  27 II* . Dieser  Fall  tritt  nur  bei  dem  Beispiel  des 
Art.  20  auf  und  liefert  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  §1  und  te . 
Setzt  man  wie  dort 

fl'  = I2jt’—  G 

so  ist  fUr  <£  = 3A  ft  > o , Ht  = 3 2 — p < o 

, « — + iX 

a-e  2 ft  * i£-«~  ' 

Ist  nun  //>  o,  so  wird,  da  4 von  demselben  Vorzeichen,  x',>x* 
und  somit  x*<  — • Ist  dagegen  // < o,  so  ergibt  sich  elienso 


2)  G’>27 H'.  In  diesem  Falle  erhält  man  neben  den  obigen 
Ausdrucken  ftlr  91  und  (S  vermöge  des  Art.  24  die  Wort  he 

e*  = G — 3 2*  , » = A i+  -v  , r = V X - - e 

J 2 2 2 2 
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Da  jetzt  die  sechs  Grössen  91  6 9 ® A und  II  gleiche  Vorzeichen 
besitzen,  so  wird  für  //  > o , nach  Art.  20: 


6>S>o , 
Ferner  nach  Art.  24 
8>X>>o  , : 


* _ 3 A — /« 

•S  3A  + J»  ’ 


G-a 

iS 


3 A + /' 


a-3) 

8 


•2C 

JA  + e 


v«  = ® = 3A-e 
8 3A  -+-  v 


Wie  früher  gezeigt  worden,  liegt  A*  im  gegenwärtigen  Falle  zwischen 
— G und  -^-G.  Lässt  man  folglich  G von  3A*  bis  4A*  wachsen,  so 
ergeben  sich  für  die  Moduln  des  Art.  20  die  Grenzen 


und  für  die  Moduln  des  Art.  24 
o < x’  < 4-  . 


1 >x'*> 


2 p8 

3 + y8 


I>X'*>T 


Zugleich  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  Modul  x*  der  ersten 
Reduclionsmethode  beständig  der  kleinere , also  für  die  numerische 
Berechnung  vortheilhaflere  ist. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  // < o.  Dann  hat  man 
nach  Art.  20 


% < G < O , X 
ferner  nach  Art.  24 
®<8<o , 


fl  — G 


_ 

f*_  3A  ’ 


® _ -e-}A 
» v-3A 


ß — p — 3A 
* * /*-  3A 


®_-8 


y-i  A 


Die  Grenzen  für  3A‘<G<4A*  werden  resp. 


>x’> 


2 p8 


3 + F8  ' 


0<x’*<3-_^ 

3 + t« 
o<x'*<4 


also  gerade  umgekehrt  wie  vorhin.  Man  schliesst  daraus,  dass  zwar 
die  zweite  Reduclionsmethode  einen  kleineren  Modul  x*  >— , da- 
gegen die  erstere  einen  kleineren  Werth  von  * *<7  hervorbringt. 
Eine  Vertauschung  der  Wurzeln  91  und  6 oder  9 und  'S  der  be- 
treffenden quadratischen  Gleichungen  hat  auf  die  gefundenen  Re- 
sultate selbstverständlich  keinen  Einfluss. 


f 12  W.  SlHKIBM-R, 

Durch  Vergleichung  der  Ergebnisse  sömmtlicher  Falle  gehl  her- 
vor, dass  wenn  man  den  Vortheil  des  kleinsten  Moduls  erreichen 
will,  die  erste  Rcduc tionsiuethod e stets  zum  Ziele  fuhrt, 
allerdings  fUr  II  < o unter  Anwendung  des  complementitren  Moduls. 
Für  Cä>27 //’  wird  jener  kleinste  Werth  des  Modulquadrats  nicht 
allein  < > sondern  < J ^ = 0.0294373 , mithin  das  zugehörige 

(/<  0.0018674 , also  für  die  Convergenz  der  Thetareihen  ganz  be- 
sonders günstig. 


Wir  wenden  uns  zur  Rcduclion  des  allgemeinen  elliptischen 
Integrals  von  der  Form 


px  d.r,  /«j 

fl  - / * e = / xd> 

•Ar.  S Jo 


wo  X eine  beliebige  raliouale  Function  von  x und  4 bedeutet.  Er- 
setzt man  zunächst  durch  successive  Anwendung  der  Gleichungen 
des  Art.  t 

S = py+p,  , 

x und  £ durch  ij  und  y , welche  gleichzeitig  mit  x und  - reell  sind, 
so  wird  A eine  rationale  Function  von  1/  und  y.  Da  ferner  y’  rational 
von  y abhiingt,  so  kann  man  stets  schreiben 

* = F{y,  y)  = F,  \y)  -+-  IJ  Ft(y) 

wo  Ft  und  Ft  y allein  rational  enthalten.  Damit  wird  wegen 
dz  = 


Sl  = f F,dz  — I J Ftdy 

Mit  dem  zweiten,  elementaren  Integrale  brauchen  wir  uns  nicht  zu 
beschäftigen  und  setzen  desshalh  der  Kurze  halber 

S2  = f*  F,[y)  dz 

Jo 

Da  sich  jede  rationale  Function  von  y in  Glieder  von  der  Form 
cym  und  r.lB 
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zerlegen  lasst,  so  entspringen  hieraus  Integrale  von  der  Form 
vm  = / 'j'"ä3  und  «>„  = f ' , 

Ja  J o Vü  ~ PI 

in  denen  der  Parameter  p nicht  zwischen  yt  und  ij  liegen  darf,  wenn 
bei  reellem  Integrationswege  die  Integrale  endlich  bleiben  sollen. 
Wenn  nach  Art.  23 

n*  = 4jr.®y‘  + 3^'/  + ®) 


gemacht  worden  ist,  so  zeigt  mau  leicht,  dass  die  Werthe  sammt- 
licher  vm  und  icn  auf  die  drei  Integrale  vl  wx  und  z reducirt  werden 
können.  In  der  Thal  braucht  man  dazu  bloss  die  Recursionsformcln 
abzuleiten 


(2ni+  i)VvM+,  + bmkvm-t-[2m—  i]Vvn_,  = ~ y?  'li 


(n-l-  i)p{i*p'  + (211+  1 jö/i,  + 6Ap-t-®)u-,+1+6»(#p  + A^icB 

-4-  ( 2 n — i ! 5)  ic.  . = — f— — 2t  l 

1 My-p)  > 

(*/)’+  ilp+D)pwt+(&p,+blp+T>)w,  + %p3  = 8c,  + y (- 

Wenn  dagegen  nach  Art.  19 

= ty'-bly'  + ti 

so  hat  man  zuvörderst  /•’  (y)  mittelst  der  Gleichungen 

F,{yi+F,(- y)  = 2P\y'}  , F,(y)  - F,{-y ) = -\yF,,y') 

in  einen  geraden  und  einen  ungeraden  Theil  zu  zerfallen,  wodurch 

n = TpM  dz- fyr,(y')2-**» 

J 0 * / Un  I 


Hier  bestimmt  sich  wiederum  das  zweite  Integral,  welches  für 
I = ;/*  sich  auf 

/•<  FtJJ]  dt 

\ y*t*-  6it 

reducirt,  durch  elementare  Mittel,  wcsshalb  es  genügt 

U = f1  F(y')dz 
Ja 
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zu  betrachten.  Zerlegt  man  nun  F(y*)  in  Glieder  von  der  Form 

Aj"H  lmd  (?-/<)* 

wobei  F(p)  = oo  wird  und  der  Werth  von  Vp  nicht  zwischen  y, 
und  1/  liegen  darf,  so  bleil>en  für  ganze  positive  Werthe  von  m 
und  n die  Integrale 

,,rKl  & -r)" 

zu  untersuchen,  wo  offenbar  «■  = — 1 • 

" n — i op 

Die  beiden  recurrirenden  Relationen 

2{n+i)p'ftpt—bkp+<&)tcn+t+  [2n  + 0(3*  )>'—  izA/i-f- G)  -*-6ni*/)—  il)u\ 

+ 

y'-vr'  W— p) 

welche  durch  Differentiation  leicht  verificirt  werden  können,  gestalten 

die  Berechnung  von  rm  und  aus  den  drei  Integralen  t,  t>(  und  «r , 

welche  seil  Leuesdre  als  elliptische  Integrale  der  ersten, 

zwei teu  und  dritten  Gattung  bezeichnet  werden.  Für  n = i 

wird  wt  durch  ip,  u\  und  irt  = z bestimmt,  für  n — o ergibt  sich  ir 

durch  ic,  und  «■_,  = / y* — p)  d z = vt  — pz.  Zugleich  zeigt  sich, 
0 

da  man  auch  m negative  Werthe  beilegen  darf,  dass  der  Fall  p = o 
auf  Integrale  der  ersten  und  zweiten  Gattung  fuhrt,  sofern  für 
p = o , m = — n 


«c„  = c_„  und 
woraus  filr  n = o 


(zn+i)(Sc_._,-izn/u_.+(2ii-i)*i;l_.  = -JL  - 


<Sv_,  — + 


y y. 

Natürlich  kann  dieser  Fall  für  yt  = o nicht  einlrelen. 

Bei  dem  Beispiele  des  Art.  26  endlich  würden  Integrale  von 
der  Form 

yndy 


unendlich  werden,  also  können  nur  Integrale 
/»*  dz  /•*>  dy 

" " ~ Jo  [y-pf  ~.fy  (1 r -/>)*■? 
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Vorkommen,  für  welche  die  Gleichung  gilt 

(n  -t-  l)  (4P1-  C,p  - H)  wn+t  + (in  + i}(6;.’  - -j- «)  -+-  1 znpwn 

JL 


+ 2{2n-  1]  wn_, 
bw. 


(y-p) 


Es  bleiben  mithin  «v  und  tc.  = -r— 1 neben  z zu  bestimmen. 
1 * Äp 


43. 

Da  sich  z und  u nur  durch  einen  conslanten  Factor  unter- 
scheiden, sei 

2 = ru  , v,  *s  rv  , 1 r,  — Tw 

oder 

./«  ./«  y -/< 

Dabei  ist  es  olfenbar  gleichgültig,  ob  man  die  canonische  Form 

»•«  du 


du 

-1 — - mlcr  «> 

h y-p 


“•-f. 

wählt,  da  nicht  allein 

/ du  _ r y du  f du 

y-p  J y' — p’  — o* 


/•«  au 
./o  r11/» 


tf  -P 


wo  das  erste  Integral  auf  elementarem  We^e  angebbar  ist,  sondern 
auch 

y’  du  _ 1 1 /*  du  r du  \ 

y'—p  ~ z Vp\-' y—Vp  Jy+Vpf 

gefunden  wird. 

Wenn  die  Function  F(y)  als  reell  vorausgesetzt  wird,  so  sind 
die  Wurzeln  p der  Gleichung  = o entweder  reell  oder  von  der 
conjugirten  Form  <t±.ßi.  Mithin  erhalt  man  im  letzteren  Fall  ein 
reelles  Aggregat  von  der  Form 

y»  c y»/  a + bi  a — fei l 

* y'-p  n “ ^ V-« -/*<)*  (j’-a +/»!)•» 

so  dass  man  fUr  n = I in  reeller  Form  das  integral 


f-»a(y*  — a)  —bß 

J*  {y* — o)*  + 


du 
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zu  untersuchen  lialicii 


würde.  Da  jedoch 

4l_  , rjL -“+<*•  du 

y — « — i J o (y  — "i  + [i 


so  koininl  jene  Untersuchung  im  Grunde  auf  die  Betrachtung  des 
reellen  und  imaginären  Theils  von  w für  /»  = «■+■  tii  heraus : mil 
anderen  Worten,  wir  werden  bei  der  Keduclion  der  Integrale  der 
dritten  Gattung  auch  complexe  Werthe  des  Parameters  p berück- 
siehtigen  müssen,  wahrend  die  Werthe  aller  Übrigen  Grossen  als 
reell  vorausgesetzt  werden  sollen. 

Die  verschiedenen  Formen  der  Integrale  u der  ersten  Gat- 
tung linden  sich  bereits  Art.  33  übersichtlich  zusaiiimengeslclll , es 
kann  sich  also  zur  vollständigen  Iteduction  des  ursprünglich  vor- 
gelegten i nur  noch  um  Angabe  des  Factors  r handeln.  Die  Be- 
stimmung dieser  Grösse  folgt  unmittelbar  aus  den  Formeln  der 
Art.  20,  24  und  41 


für  (i’’<  27  //*  ergibt  sich  r 
für  <«”>  27  II' , // > o:  r 

// < O:  r 


’K 

7t  V 2 /I 

2 Kx' 
n V 2 ft 
2 kx 
n V 2 ft 


ft'  = 12  V — C. 


Nach  Art.  24  dagegen  wird  für  r*  = G — 3 /’ 


fürG”>27//*,  //>  o:  r 
//  < o : r 


2 K * 

~ » 
2 Kx' 
a \ v 


Fs  muss  hier  auf  einen  Umstand  aufmerksam  gemacht  werden, 
dessen  schon  Art.  19  u.  folgg.  hatte  gedacht  werden  sollen.  Wenn 
die  Radicale  i und  tj,  resp.  f,  £t  »/,  sowie  /<{ , nicht  allein  reell, 
sondern  auch  positiv  genommen  werden  sollen,  so  zeigt  die 
Gleichung  des  Art.  19 

_ tl.r riy 

' 3 ~ T ~ ~ vWy,-{%  + $)yi+<& 

dass  ij  mit  wachsendem  x abnehmen  muss.  Die  an  sich  gestattete 
Vertauschung  der  beiden,  der  nämlichen  quadratischen  Gleichung  an- 
gchörigen,  Wurzeln  91  und  6 Uquivalirt  offenbar  dem  Uebergange 
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von  y in  seinen  inversen  Werth , und  in  (Jebercinstimmung  damit 
steht  das  ltesidt.it  des  Art.  21,  demzufolge 

2(.y— ;.  : = flL±I  für  e>a  und  rur  e<« 

1 — y y—\ 

gefunden  worden  ist.  Nun  hat 


dy 

ver-»’) 


dy 

»V- •>(*/-«) 


nicht  allein  das  Vorzeichen  von  x — xt , sondern  ist  auch  positiv  für 
6 >91,  negativ  für  31  > 6 • Daraus  folgt,  dass  6 — 31  = 2 /<  von 
gleichem  Vorzeichen  mit  x — x0  bestimmt  werden  muss.  Dasselbe 
lehrt  die  Gleichung  des  Art.  21 

5,  |£±  IlIj  = yö~r%  l/ ! ±1  resp.  L Il± Itll  = )/a  _ CS  1/  £±-L 

Die  Ursache  dieser  auf  den  ersten  Blick  befremdenden  Be- 
schränkung erkennt  man  in  dem  früher  gefundenen  Ausdrucke  für  y 
(siehe  Art.  22),  welcher  mit  dem  Factor  x — xa  das  Vorzeichen  uin- 
kehrt,  also  ebensowohl  positiv  wie  negativ  sein  kann.  Es  darf 
diess  nicht  aullallen,  denn  die  Gleichung  f(x  y)  = o ist  im  Grunde 

als  das  vollsUindige  Integral  von  anzusehen,  und  je  nach- 

dem x und  y gleichzeitig  wachsen,  oder  nicht,  ist  dafür 

dx  du  . dx  du 

-p-  *3  — odur  -=-  - t-  — = o 


mit  positiven  Vorzeichen  der  Wurzelgrössen  £ und  y zu  setzen*). 
Eine  Schwierigkeit  bei  der  von  uns  betrachteten  reellen  Reduclion 
kann  daraus  nicht  entstehen,  weil  Uber  das  Vorzeichen  des  Integrals  :■ 
kein  Zweifel  möglich  ist. 

Analoge  Betrachtungen  gellen  für  den  Fall  der  Transformation 
des  Art.  23  flg.  Hier  gehen  durch  Vertauschung  von  ® und  'S)  die 
Fülle  des  Art.  24  unmittelbar  in  einander  Uber:  es  muss  aber  für 


*)  Bereits  Art.  5 des  1.  Abschnittes  ist  darauf  liiugcwicscn  worden,  dass  die 

dx  . du 

Integralgleichung  X — Y zur  Differentialgleichung  = jZ  — gehurt.  Es  wäre 

$ n 

vielleicht  übersichtlicher  gewesen,  bei  den  Transfornjatiottsforincln  der  Arlt.  ig 
u.  folgg.  von  der  offenbar  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  gestatteten 
Voraussetzung  x > x0  auszugehen , und  danach  die  Vorzeichen  der  Hadicale  zu 
bestimmen. 
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// > o das  Radical  i,  {oder  naeli  der  Transformation  . /</)  von  gleichem 
Vorzeichen  mil  x, — x , für  //<  o mit  x — x%  gewühlt  werden,  ganz 
im  Einklänge  mit  dem  Art.  25  für  1,  aufgestcllten  Ausdrucke.  Hierauf 
wird  man  bei  der  Bestimmung  des  Vorzeichens  des  Factors  r Rück- 
sicht zu  nehmen  haben. 


Zur  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 
gehen  wir  von  den  dritten  logarithmischen  Differential- 
quotienten  der  Thelafunctionen  aus: 

/ rf  ..  , ,#,«#,«»,11  1 ll  \J  , ,frufr,ufr,u 

U lg  J'u  = - 2 *•  »;u  • ( -/« ) ,g*>“  - 2 *•  -»?-«— 

Die  Integration  dieser  Ausdrücke  zwischen  den  geeigneten  Grenzen 
ergibt  wegen  fr'  = fr  fr,  fr, 

/ ^ tu  fr  h — — — >’  v1 ,7'"  _ ,7‘  j.  V a* 

1,7, J lg,>"  “ fr  #*#>fr*„  “ fr,  + * '/>fr‘u  “ fr,  + ,>  ,7'fr*.< 

(dJ  lg#'U“  fr  “^^frl«  -fr,  ^’fr?«  =»,  tf#«fr^ 

( dT, ) lg#«"  fr  fr,'«  - fr,  - 7 ,7’  fr{»  - fr,  '7  '7* frj-, 

)W  = ^-frjfrj^  = S + fr*frSpf  = J + fr‘frI§? 

\ d 11  / * * fr  * ’fr;«  fr,  'fr;  11  fr,  *fr,« 

Die  vorstehenden  Gleichungen  stimmen  überein  mit  den  am  Schlüsse. 

des  Art.  1 für  - und  entwickelten  Formeln,  wenn  entweder 

ds  ds 

B = l)  = o oder  A = E = o gesetzt  werden. 

Intcgrirt  man  die  obigen  Gleichungen  uochmals  zwischen  o 
und  t» , so  erhalt  man  die  Integrale  zweiter  Gattung 


fr" 

II 

— fr!  fr!  1 

ru|j“d„  = 

u^'+yyi 

rufr> 

„ • — 

fr 

* V 

fr,  v 

0 u 

= 

+ fr‘fr,*J 

r" »;« , 

du 

0 fr  ,1 

rufr!,i  , 

r“  fr?» 

M „ 

— &\&U 

1 „i-  du  = 

M— — fr*  fr!  i 

' -i- 

u 

1 V 

0 frju 

fr,  V 

0 vjB 

u — = 

— fr’ fr!  / 

'"‘fr’ 11  , 
—w—du 

y 

0 fr^u 
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du 


9'u  »n  „,r  9iu , ts;  /•“»'« 

r = « , —9:9:1  -*,  du  = u * + 9*9, 1 ,, 

9,11  9 * ?/  u 9,u  9,  ‘Ja  9]  ii 

wahrend  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  « und  } ,t  sieh 
die  Formeln 

- 1<)  ^ f !;l  fi" ,/.,  = - (-  - «)  f*  - f : ,/„ 

vA ii  \2  19  * ’./«  « \ ->  I 9,  ‘Ju  9*11 

= -{*  -ii)%-9'9*  fi:'**!,d,i 
\2  / >,  V«  ) « 

= _ (ü_„)  ?l  + »'t9',fi!,C‘du  = - r % + »'9] 

9,u  19  * ‘Ju  5Ju  \2  /#,  V«  5Jii 

= -(”-»)  ^ + $’/»,’  fU  du 

\ 2 19,  du  9'u 

p*  = - r-u^  + Mf^f  du  = - t* -„)»*- 9*91  [-"p du 
9,11  \ 2 / * ‘Ju  9;u  \ 2 /#,  ‘Ju  9,u 

= 1(* -u)p-9*9lfinp?dU 

\ 2 19,  Ju  9,u 

ergeben.  Mithin  folgen  die  Werthe  der  ganzen  Integrale  zweiter 
Gattung 

9"  o 9'q  2 ...  fl’*9*u  , 2 " 9*.u 


*2  = - 2 »l»lf  ^ du  = 2 9\9\f  l\U 

9 o ' 9<i  t * V»  #*M  jr  4 .'a  9,  u 

p°=  - 2 9'9irin$U-Ju--J-9'9lfl'$ 

*ßfo  ^ ^t(l  JC  3,'0  •>*«  /r  .'o  \}\h 

£?_  = - 2 9'9\i^!}>Ju  = -±*9\[la& 

9,o  " 9,q  ii  *J«  9*u  ii  *J u //Ju 


i/m 

i/m 


nebst 


»'  = 


... 

^*--9-9, 


_ 9"  _ 91 
1 ZA  », 


Dazu  kommen  die  DilTerenlialformeln  des  Art.  33,  welche  sieh 
offenbar  in  der  Gestalt  schreiben  lassen 


9\u 

&’u  _ 

Al  Jj‘  d,’l 

91  u 

>'1/  €^4  &u 

9,u 

&u 

9u  9,u 

&3  M 

i>t  II  II  1# 

i>[u 

91 11 

al  9 11  9,ii 

9'u 

91 11  ,9,u  9, 11 

9,u 

9,u 

u 11  ’ 

fru 

it3u  4 ^ II  II 

9[u 

91 11 

,tt  9 11  9,ii 

9'  11 

_ >>,'«  _ ^1  9,11 9,11 

9,u 

9,u 

‘ 9,u  9,u  ' 

&U 

frtu  3 it  11  II 
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so  dass  siliiunl liclio  Integrale  zweiter  Gattung  nach  Belieben  von 
einem  der  vier  logarilhmischen  l>iflcrentialf|tintienlen  der  Theta- 
fnnelionen  alilitin^i^  gemacht  werden  kennen. 


45. 


Setzt  man 


= /TV 


du  , 


•’u 


so  erliült  nun  für  //  = sin«/ 
i>'u 


i / # i>  U\  i / fr.ti 

»>£  \ (JA  ^ i/  / \ »/  II  u i>,  m ' 

— 1 1 - 1 / „ ,r  _ _ u«?i « V' \ 

\ ^ %‘/4 ii  3 &u  i>tu  I .vj  \ ^ ^>3n  * öu&%u  / 

u.  s.  w.  In  der  folgenden  Tabelle  soll  nur  der  erste  Werth  auf- 
geftilirl  werden.  Man  fimlel  die  zusammengehörigen  Ausdrücke: 


i/  = sin  tp  , 


^ sin  </• 


U = cos  «/> 

i 

//  = 

cos^> 

y = Jtf  , 

</  = t>ty  , 


1 — ~»  ~ TTi ) ’ 

i i»‘h  y,'\ 

1 / »",  #,'in 

’’  = »'  ( " »,  »,u  I ' 

1 / »'«  #1 1 

1 — ' »II  “»,)  ’ 

I I »j  II  \ 

v ~ »*  I .7,  u " »\  ) ’ 

1 / ‘K  i 


t>  = 


i i>'u 
\ Ü n 

_ i 9'- . 

»‘  1 .7,  M 

I 


i 


-sii 


»n 


i »'  ii 

.7 u 


I / » 

p ~ ( a 

i / #.'«  , 

c = + ( 


>?) 


'S) 

#«l 


u = 


«KV» 


- 4 

-j  tf> 
i/  = . - 

sin</> 


# i 9z  "_u^\  „ = _ y,  I »i « 

» ,1  ' ■ .7*,7;\  »,n 


i / &!  u i n 

* = *;U»  + <7 

_ _ 1 

_ ± i*,'u 
»‘  i »,  ii 


»S 

-4:) 


-“4) 
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I / V *r*N\ 


i iit-lu  ,rr  . ■*>" 

l'  = » + >7 


b J,n\ 

,>  II  j 


Du-  offen  gelassenen  Stollen  würden  unendliche  Werlhc  enthalten. 
Hiezu  kommen  die  Werthe  der  sechs  ganzen  Integrale: 


»"  2 u,  f‘<*  . t , 2 /•*’>««* <r  , 

„ = tf,  / am  wilu  =i  - it*  I , t-tlu 

J n Jo  ' it  Vj  J'tp 

f*  = — * *lflnS9d*  = 

2 , fi*  , 2 y»;  fi*  sin* tp 

V / COS  Iflhl  = — — -4  -*  / .,  ' 

Jf  •'<>  ;f  ./()  J Ifi 


<1  ii 


Es  ist  leicht , diese  Ausdrücke  numerisch  zu  berechnen , ent- 
weder direct  durch  die  Heihen 

J"  = 8 (/  — 4 </*  4-  qtj‘  — ibq"'  ± . .) 

= — 2«/1,  l 4-<)f/'1  4-  25 ij*  4-  4- . . 

y,  = — 8 (94- 4/ 4- 9 </  '-*-  löf/"1  4-  . 

oder  mittelst  der  Hülfsgrtissen  / und  ).  des  Art.  38.  Hierzu  bilde 
mau  mit  Jacobi")  die  Summe 

J 4*  — — 64 <7* 1 4*  4 9*f  ■+•  99**  -e  • • ) 

= ’J  + ‘J>  \f  ~ J, 

— V + * 4-  4-  .‘>i| 

, 

“ 4*  '/]  ~ + tfvtj 

'*3 

wodurch  mil  Vernachlässigung  von  4 1/" 


#3  x 'z ' 4-  f r.  ' 

,g(-^;)  = 4|g^-M(,4-^)4-,g(i4-|^) 


) 


*}  'pn>l.  Jacori  in  der  bereits  ritirten  Abhandlung  Crkm.k’s  Journal,  Bil.  26, 
S.  cj6,  so  wie  die  llahililalionsschrifl  des  Verf.  Feber  die  Berechnung  einer  (iutluny 
von  Functionen  etc.  1853,  S.  28. 
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Hipr  hat  man 

Ir!> H-y*')  - ^ Ik(>  +*')(«  + *,')  = 

wahrend 


in  der  Tafel  der  sogenannten  Suhl  ractionsloga  ritli  men  zum 
Argumente 

L = l(!.-r  = lg  lijl-  lp*;  ■+•  -i- 1/ •+■  io/,  + 6Z,  — 5/,)  — (i 
gehört *).  Analog  wird 


lg(- 

lg(i 


yx  / * 

64  q'\  _ 


-;)• 


letzterer  Werth  aus  der  Tafel  der  Additionslogarithmen  zum 
Argumente 

Ipx  «=!  — —/ 

zu  entnehmen.  Der  Werth  von  J wird  wohl  bequemer  mittelst  der 
Gleichung  berechnet 

lg(-^)  =4,g#,  + ,g(,-^;) 

wo  — lg  1 1 — *n  'Ier  Subtractionsta  fei  dem  Argumente 


entspricht.  Ebenso  kann  man  setzen 

4 4* 


*)  Die  oben  durch  (/  bezeichnet  Grosse 

e = lg  (1  -*-4v',+  9»’‘  ■ •)■+•  -7 ,‘+  » 

darf  in  dem  Argumente  L unbedenklich  vemarhlässigt  werden,  falls  **  der  Einheit 
nicht  Uusserst  nahe  liegt. 
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• 46. 

Die  im  Eingänge  des  Art.  34  entwickelten  Gleichungen  ge- 
statten gewisse  Umformungen,  deren  Richtigkeit  sofort  in  die  Augen 
springt.  .Man  erhält 


».<**) 

9,[u,ql) 

$.(»*) 

#(2H,  f/’i 

*V) 

&d2u>  9*) 

»«(«,«/*) 

^«(<94) 

«'?*) 


nebst 


•>,  ^1(9*)  (‘OS  j; 


frt  u 

»K«.  9* ) 

1 

frt 

^1(9*)  ginJC 

frli 

_ >»’(i«.94) 

— 

J Ifl' 

fr 

#*(94) 

fr%  II 

= J?(K9*) 

1 

fr 

**(9*1 

lg  lp' 

fr*  u 

»](»,  -9* 

)_  > 

», 

' »;(-9*j 

COSIU 

frt  u 

_ («»  - 9* 

) jJ(0 

■>, 

= ^(-V) 

(j’siiud 

und  hieraus  durch  logarithinische  Differentiation 


:K“ 

9,u 

»;« 
9, 1« 


I K (»<  9 J)  _ A4'  , _ 2 *»(««.  9*) 

* ■»,(«.  9*)  /r  **  * (“>  9*) 

, 91)  A , 9*) 

. -t-  eolj;  = 2 

‘9,(11, 9ä)  * *».(“•  9) 


2 Kx' 
IKV 

a 

2 K 

eoty 

n 


9'u 

9u 

9',u 

9,» 

fr^  u 
frt  u 

frfu 

9,u 


»’(2«,  9*} 

2 Mp 

_ Vit,",  q1 

1 2 K ■/. 

+•  — sin  t/» 

»1  «.9ii 

— sin  tp 

9(2u,qt) 

it 

it 

9;  (2  II,  9’) 

2 M 1 

_ (4 11, 91 ) 

2 K 1 

9,(211,  q‘) 

n sin  xp 

">M4“,9J) 

7t  sin  (f> 

, 9i(u,  iq^)  Ni»'  #,'(«, — 9*)  2Kx' 

tßw’  = 2 — -+  tg</> 

*,(«,  144)  » ^,(“.-9)  » 

,#,’(»«,  »9 4 ) N #,’(«,  -9*)  2K 

— ■+• — colo»  =2 — — ■ — coty 

1 9,  (u,  »7 4 ) « »,(".-9)  ?r 


Akbu.ll  J.  K.  8.  0»..tl««k.  i »»Mut.  XX. 


II 
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Den  entwickelten  Formeln  stehen  die  folgenden  zur  Seite 


i #,i<  v * eosy  &t(u,q*  1 cosjf’ 
' »>  ' J<f  »,<ql)  Jt 
»tu,  q*) 


(— -)  x'sin./.  = j y/'sinj«' 
' » »( q *' 

»,12m,  q *) 


P“)  — = 

' .9  / in, 

»,  211,  9*) 


,J,M. 

(»,  )X,i<y  = »,(,*)  ’ 


»,  M COS  ,f  »,  M,  9* ) COS  J 

»,  ,yy  = »ü?’)  y* 

»M  »*  (u,  9*) 

yx'sin«/i  = - . /i'sin» 

» K ' »V) 

»,  M I »]  i",9^j  I 

»>  >'i  »;  -/’ 

»,m  '/*)  , 

— yxt«9>=  - iiüi/’ 

»:-/*) 


/ # U v * 


»(m,  191) 

# 14 

»*;«,  -9*) 

COS  tf  = 

- 1*08  (0  , 

»('  94) 

COS  4/i  = 

# 

"»*(— 9’) 

COS  CO 

sin//* 

»,(u,  19^)  sin  10' 

#,14  siny* 

l/x  - — = 

»:  -, -9* 

sin  <t> 

^/tp 

»,  Jq, 

Jw 

(V 

welche  diflerentürt  ergeben 


^jU 

14 


.Vl4 

#14 


#*  14 


.».'(M1)  Ai'  , A.i;  , 

— + lKZ lit*, 

»,{«,9*1  ,r  " 

»,’(«,  9*)  2 A4'  2Kx' 

2 ,+ lex'-  tgy 

»,  (u,  9 ) n n 

.»'(*  ,9*)  A , A,  , 

— - — . cot* + — cot*, 

»fu,  9*)  * « 

»'(“i  9*)  *A  2 K 

2 coly'4 cot  ii 

»(«,  q’j  fl  fl  ’ 

»!{*",  9*)  2M/‘  . . 

—  sin  9'  + sm  i/\ 

»,  (2  u,  q } ft  n 

#j(1“i9*)  " 4M/*  yKx 

, sin  ip  + sin  9 

»i(iv>  q)  n n 

»1  2 m . 9*  _ 2 M 1 ^ 2 M,  1 

»,  (2  k,  9*)  sini^  « sin  I/', 
(4m,  9^)  4M  1 4K  1 

»,(|m,  9*)  " si" 9'  m sin y 
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1 55 


&'u 


i9}) 

1 &(u,  I'/1) 
# (m,  - ?’) 


Ne'  N,*,' 

— tg«.' 

7t  n 

2 N v'  2K*’ 

tg<»' (g(/> 

IC  IC 


&’,u  . &1(h  , in  * ) N N, 

= - - cotw'+  — colu>; 

*1«  ’#,(«,  >9*)  n 

>>,'  (u,  — 9*)  2N  _ 2 K 

= 2 cot  w ' H cot  ip 

(k,  — 9 ) n ic 


liier  gehen  tltireh  den  llebergang  von  9 in  9*  aus  einander 
hervor 


• • • X.'  z,'  x'vxx,x,-- 

...  X,  X,  X % fi  ft,  fit  . . . 


wahrend  hei  gleichzeitiger  Verdoppelung  von  u die  Reihenfolge  gilt 

...  9-,'  ip;  y'  ip  $ xp,  tpt . . . 

. . . Xt  X,  X x fl  fl,  fl,  . . . 


Die  Verwandlung  von  9 in  — 9*  dagegen  liefert  die  entsprechenden 
Werthe 

. . . ft),'  ft),'  ft)  lp  ft)  IO,  ft),  . . . 

. . . r,  v,  v X Q 9,  9,  . . . 


für  welche  die  Gleichungen  gelten 


^X 
/<  sin* 

■^X 


jtw, 


Jx," 


tgft)  = 71'tKz 


47. 

Die  Ausdrucke  des  vorigen  Artikels  können  dazu  dienen,  tun 
die  logaritluuen  der  Thctafunctioncn  und  ihre  Diflerentialquolicnlen 
in  Itcihcn  zu  entwickeln.  Wir  erläutern  diess  an  dein  Beispiele  von 

t‘>  ' ff  t 

lg)>«  und  Man  findet  sogleich  für  n = 2P 

u* 
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(inn 


&u  _1  _i  _I  _1  r 9 (»»,  qn ) 

T = J w *<m  **••'  •*,-.[  -„V.J-J 

. r #(  : ’ 9")  i* 

= Jip  j >i’,j  i/',  ..d VP-t  t 

1 #(v")  J 

_ , yl'  sin*'  ,!  , | /,'siii)r'  ! / 1 Ä.'sinz.'vl  ; V^-.  »in*p_,  .ir  »,  ?äj  .i 
‘ x'  si»t|i  > ' /'.sinx'  ' ' /,'sin*,'  ‘ ' *p_,sin*p-,  ‘ ' I 

_ /•'  »in*  I f»! sinx,  / /'.'s'n*.  t*  / ^-,sinxp-,  <?“)  l" 

l /'i'si"*,  ’ Vfp-t^nXp-t'  ' 9<Mnl  J 


yx  sin <pxy,u  sin x 
Berücksichtigt  man  die  Gleichungen 


V l'  sinx'  = 1 ±^Z[ 
x'  sin <f  2 


fi  sin  x 2 

y / ' sin  tf  i 


so  folgt 

»u  . . . . . &[nu,  qn) 

— = - T lg  Jtf  - - Ig^V-  - T ■ ' ~ T '*• 'fr-*  + T q« 


= lg 2 lg  .ii/»,' '+  4 lg  Jtpi  . -h  " lg.il /<p_,  -*-  » lg 


\ » ' 9" 
#(7“) 


= ^-Ib(i+^*')  + -J-1b(i+^*1')  + -ilgfi  +-tXp-,)  -(>  - )'g* 

. , »( *.94) 

+ |g 

»19“) 

2 

Hv-x 

»{», ,") 


= in 


2 ,2  .2  n , 2 

— -T-  -+-  2 lg 3-  •+-  4 lg ■■+  — lg 3 

l+Jif  I+Jx  1+JXt 


■ »lg 


#(?") 


Die  Convergenz  dieser  Ausdrücke  für  wachsende  Werlhe  von 
;»  resp.  « wird  von  der  Beschaffenheit  der  Grenzwerthe  der  ReSl- 
glietler  abhitngen.  Da  für  7 <,  i lim  »7”  verschwindet,  so  hat  man 
nicht  allein 

lim  lg  ’ =0  sondern  auch  lim » lg  =0 

•>9")  .917") 


..  . ^ ru,  — qn  1 ,r,it 

hm » lg  - ' = Ilm  »lg  .:  = O 

9(—q)  », 


#,(u,  7")  _ 

) 


1 <®(n,  7") 

l j in  den  Grenzwerth  von  —lg — — - — zu  finden,  kann  man 

" ' .9(7") 

sich  der  Ausdrücke  des  Art.  39  bedienen,  welche 


Digitized  by  Google 


104) 
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»57 


7)  = Igra- 

und  folglich 

» (u,  7 ") 


•Is'M«',?')  für  «'  = -^7  > 'B*?'  = i“ 


!»- 

»(q*) 

-lg  j 

* »(r) 


nuu'  0,(nu',  q'a) 

«.«'  e-"“’)  +q'tn  (e3"“’ + e-1*“’)  • 

u + " ’H  2(1  + 7"-"  .TP 


*87 


liefern.  Kür  wachsende  Werlhe  von  » und  «'>0  ergibt  sich  daraus 
ohne  Schwierigkeit 

, tt  Im,  7“  hm'  u f?r  — hi 

lim -lg  - 


ti  U fl  (TT  — II J « II  V 

h fl'  = =U'  H ) 

n lg—  ' lB<?' ' 


und  eine  nähere  Untersuchung  zeigt,  da  die  linke  Seile  die  Periode  n 
besitzt ') , dass  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  auf  das  Intervall 
o<  #^11  beschränkt  ist. 

Der  zweite  der  oben  gefundenen  Ausdrücke  für  lg  lässt 
olfenbar  kein  unbeschränktes  Wachsen  von  n zu;  die  übrigen  er- 
geben die  convergirenden  Kniwickelungen 

lf!  = — 7 M'/1  - \ 1 - j lg  Jif>,  - /6MV\  — ■ • • 

2 2 2 2 

= lg  , -+■  2 lg  , -1-  4 lg  , -1-  8 lg  — ;■ e . . . 

i+j<r  i+Jx  1 ■+■  Jx,  i + Jxt 

= , — hS2  + y'sU  +-fx' I + 7 l8t>  + T1«  1 ■*■••• 

letztere  lür  o < q>  < n . Die  beiden  ersten  Formeln  hat  Jacobi  **) 
in  der  Gestalt 


iht  _ 2tn  1 2 tu'  v*  1 2m" 


„7  = ],f  1 , 


.5  = •'</'  . 


”)  In  iler  vorhergehenden  Konnel  für  lg (u,  7)  L0111111I  auch  der  rechten 
Seite  die  Periode  it  zu. 

**)  Cf.  Werke  Bd.  I,  S.  16  u.  19. 
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2 A , 
— — cot  y 
n * 


= — siiH/i  cosy 


gegeben,  wobei  zu  bemerken,  «lass  wegen  t<[  = cos  (2  yj' — <p) , 
. /if  = cos  (2  </•  — 1/») , etc.  a.  a.  O.  das  Product 

ros-1  2</>  — tp,)  cos-'  [2tp,  - </>,)  ros-1  (2 y, — </>,)  . . . 
den  Werth  von  darstellt,  während  Fumlam.  S.  ist  die 

U 

Kut Wickelung  für  stellt.  Die  dritte  Formel  ist  besonders  bequem, 
wenn  x der  Kinlieit  sehr  nabe  liegt. 

Die  directe  Differentiation  ergibt  die  Werthe  der  logarithmischen 
Diffcrentialquolicnlen 

9'u  Kx’  sinir  cosi/j  K 1— x’  2.M11  . 

— ' ’ — sin «/»...  = - sin  1 b . . 

tru  71  jitp  71  11 

2 K x*  siiwr  ixis  in  2K11  — x')  2.\  , 2K 

= ' , . . = cos«'  sin  y . = coly  -f-  — rol</>  . . 

71  1 71  ’ 11  11  ’ 

i('u  7 r — 2»  Ai* siny Vosy'  zKx  . , 

Ihi  Igl/  71  1 ■+• .!%  7t  ' 

A , A. 

= -coty  +•  coly. 

71  * 7t 

in  Uebereinslimmung  mit  den  Resultaten  des  vorigen  Artikels,  und 
damit  die  Reihenenlwickel  ungen  für  die  unbesliininlen  Integrale  zweiter 
Gattung: 

!2'h  K'i  — x')  1 . . 1 . 1 .. . . 1 ,/ . 1 

,7h  = _ i jsl"^  + i F/'is""/'i  + 4 F /«,/«.  -+-  s V 11,(1,11,  sini/i,  . j 

= — * j titstp  sin z ■+■  \ (i,  cosj  sing,  ■+■  cos*,  sinz,  + 

+ F>.f‘i/'irosx1«inx,.  . . } 

7f  — 2 1#  2 K /.  I . , I . , , I , , 

=.  { smy  eosjj  -fr-  sin x eosjft  ■+■  — -sm^(  cos^t  -+- 

l 71  * \x  Vxi 

Die  erste  und  zweite  Formel  kommen  mit  den  von  Leuexiire  und 
Gaiss  gegebenen  Kntwickclungcn  liberein  *),  die  dritte  Gleichung  ist 
wiederum  au  die  Bedingung  o < tp  < n geknüpft. 


*■  LeuendiiB,  Tratte  des  fonctions  ellipt.  T.  I , p.  109/13;  Gavm,  Determ. 
attrart.  p.  47,  vergl.  J Atoll,  Werke  BH.  I,  S.  15  u.  18. 
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48. 

Um  ohne  den  Uebergang  von  q zu  q den  Grenzwerth  von 
, 9-(ll,qH) 

— lg 7 — zu  finden,  benutzen  wir  die  Function 

" »(*") 

er 

X [io,  q)  = i — tu  • i — qut  ■ i — q'io  . . = /J  ( i — qptu) 

»'  = • 

für  welche  bereits  Euler  die  aus  der  Functionalgleichung 
X[«o,  q)  = (i  — to)X{q(o,  q) 
entspringenden  Reihenentwickelungen 

• (-.iV*'-"»" 

Aut  = > t T| 

T ■ — 9- ' — 7 '-7 

' _ y «* 

Y<«  ^ I — q • 1 — q'  . . . I — q" 

angegeben  hat.  Mittelst  derselben  ergibt  sich  die  Relation 
A i**1’  7 ^ — -V  (9w,  7) 

und  ich  habe  bei  einer  früheren  Gelegenheit  angemerkt*),  dass  hieraus 
die  Gleichungen 

^ ~ X (?)  ’ * ~ 2X,[q ) ’ Zj^7  * ~ Xi(?) 

hervorgehen,  wahrend 


X,(|)  i-7  i-7  i-7  i—7  i-7  i-7 

wird.  Dieser  Ausdruck  hört  somit  auf,  eine  Function  von  </  zu  sein, 
so  dass  die  Iransscendenlu  x,  für  ntod  q > i keinen  Sinn  mehr  hat. 
Dasselbe  gilt,  folglich  von  den  vier  Thetafunctionen,  welche  x,  a's 
Factor  enthalten. 

Anders  verhalt  es  sich  mit  den  vier  Quotienten 
& («,  q) 


X,  7) 


*,(“>  q] 
Xi  7 


Xi  (?)  Xi  (?) 


welche  s a m int  lieh  gleichzeitig  mit  q in  ihre  recipro- 
ken  Werlhe  übergehen,  also  der  Functionalgleichung 


*)  S.  Leipziger  Berichte,  1862,  S.  115. 
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fti'f  (7)  = 1 

genüge».  Man  darf  daraus  indessen  nicht  schliessen,  dass  für  q = i 
diese  Functionen  der  Kinhcil  gleich  werden.  Vielmehr  lehrt  die 
Gleichung 

lg  A iw,  q)  = J?  lg  (l  — q p w)  «=  - V , 

dass  nicht  alleiu  lg .V  ( c»,  ‘ ) = — lg  X (qu>,  q) , sondern  auch*) 

lim  I — q)  lg.Y  («/,  q)  = — / w 1 w*+  — ca’-t-  41“4-»-  • • ! 

|.i  l 4 9 I»  I 

hs  geht  also  IgÄ (w,q)  filr  q = t durch  ± oo  hindurch. 

Nun  hat  man  für  « = e"" 

lft  = '«  V '? + V ( l ’ «’ ) 

= *8  (V si,,u)  + 's  x (v’".  <?’)  + ig  v (’,?*) 

>B = «B  ( 9 1 «W «)  + lg  -V (-7*w,  ?’)  -4-  lg.v(  - ~ , 9*) 

= Ib  Yi_7''j’  7’j  + lgV(_  ,1  ’ 7‘) 

folglich. 

1 = — r(,-9ä){l8'V(74w.?J)  + lgA(?-,9Ä)— 2lgx(9*)} 

»{q")  n(i—q")  ' ' ui  i i 

n '*  , i~  = -,-T  (l— 9' "){|gs,ni<  lg  A [q"ui,  q")  + lg.Y  ' , q‘\  — 

0.19“)  »(1-9"'  1 " 

- -2  lux.  (9*1  } 

1 

■ '‘VM>9“  ' »I  ii 

„'S-  . = « (i—  9S)  (lgco8u-|-lgJt(—  (j-w,  q")  •+- 


's  ; = 

.9,(9")  h(i-9“) 


+ 'S  V I “ “ - 9"  ) - 2 lsx,(9i)  } 

- &m{u,  q*)  I , , . , . i _ 

)g  _ = — , (•-9‘){lsA(-9»w,r/")  +lg.Y( 

&,{q")  n (i—  qH)  1 w 1 

-2 'S X.(9Ä)} 


*)  Vergl.  Leipziger  Berichte,  1862,  S.  11 2. 
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lim  n ( i — 7“)  = 2 lg  — 
hb«  9 

lim  (1  — 7)  lgx  (9)  = Um  (1  - 7)  Igx,  (9)  = - ~ «* 

lim  (1  - 7)  lgx« (?)  = Um  (1—7)  lg*,(7)  = 

i i>(«.  <i‘)  >(71*  I '7,1 

n »(,*)  ig,;16  4 ' 

Die  Cosinusreihe  stellt  in  dem  Intervalle  den  VVerlli  u[n  — 11) 

dar,  so  dass 

1 , *(“>  7")  , »,(«,  7i)  u(rr  — u) 

lim  — Ig i — = lim  — Ig ; — = 

" »(<T)  " »Hl") 

..  I . ^i(“i  9“)  ..  I . ^1  (“1 9") 

lim  — lg  = lim  lg  , = - 

" *.(94)  ” »,(9") 

ferner 

..  1 . *.(».  94)  ..  1 . 9Ä) 

lim  — Ig = lim  — Ig = — 

" » ,(9" ) ” »,(?•)  '8'/ 

Letzterer  Werth  entsteht  aus  der  Keihe 

71  . * I , . 

— COS  2 M cos  4 u — - cos  0 u Z!  ctc. 

12  4^9 

und  mit  desshalb  in  dem  Intervalle  — 1 <w<  f ■ 

2 = =2 

Durch  DilVerenliation  nach  u endlich  erhalt  man 


i ■>'(«»  9*1 

- lim  I ,n! 

2«-, 

m ” »{«,  9T) 

<S9 

, »j(n,  7*j 

, &j(u,  f/n) 

21t 

lim  , 

= lim  — A 

— 

" »,(«,  9“) 

* #,(«,  9") 

'69 

o < u < 71 


— <«<T 


19. 

Dilferentiirl  man  die  Gleichungen 

's  & («,  7)  = 'S®  — + 's  «,(»',  7' ) 

lg 9)  = Ig  ro  - -*-lgö,(u',  7') 
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für 


lg  »,(«.  9) 

= lg  <B  — 

UH 

7t 

Ip0(«\ 

9') 

lg  »,(«.  9 

= Igo»  — 

Ul/ 

+ 

11 

Ig0,{«', 

9' 

sich 

sogleich 

die  Ausdrücke 

,7'm 

2H* 

»:» 

V 

VAh 

ro  ' 

~ n ' 

V 

- - 

1/ 

u 

11 

1 0 ' u * 

= 0tt' 

2f|r 

»> 

»,« 

=»t 

y 

GT* 

/r 

üzf 

u' 

= ro’ii 

211 

n 

2«' 


Ig^- 


un<l  durch  Wiederholung  der  Diflerentiulion 

: 1*1 


|„  ' | y’"  . 
</  * !ht 


»u  I I 


i | 

7 l w ’ 


\ (Lu'l  I 


Kill  »so  folgt  einfach 

y on 

,V  'g 9 = (l  'g '/  + i 


»r,  . 

■** + 2 ’ 


iS  - ?v 


Man  liudel  aber  leicht  neben 

« io,  v")  = #(o,  7')  , 
0,(o,  7')  = », (o,  7') 
0,1».  </')  = '>,'.0,  7') 


0"(°>  9‘)  = ~ »"io,  7') 

0«’(°»  7 ) = -»,"10,9') 
0,”'°.  9')  = -0,”  o,  7') 


mithin 


» o,  7 ,7  10.  7 

tt  Ig7  ' 

» o.  9t 


»,  0.9  t »,to,  9 »(0,7') 


= ?-7  lg9  + ?i°’<Q'M-=i 

7 ^3(0,7) 

eine  Gleichung.  welche  mit  der  bekannten  LKUKM)RKsclien  Formel*) 

r,dK  , . K ' 


-Kr*»,!-««-.. 

f * . r i * 


übereinkouinit,  wenn  man  li  = f ./(ip,  x)dq> , E'=  | dtf 

einfüll  rl. 


*]  Traile,  T.  /.  /..  61. 
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Die  Tabelle  des  Art.  45  kann  jetzt  in  der  Gestalt  geschrieben 
werden : 


fl  = sim/) 


1/  = cos  ip  , 

1 

<j  = , 

cos</> 

y = J>r  , 

>J  = ‘P'/1  . 

sin  <f 


y 
y = 
;/  = 


j<p  ' 
cos  (f 
-J  ,r  ’ 

COS  (p  ’ 


■ l 

°y\ 

rorfl‘ ' 

0tui 

m'O'  \ 

0,u' 

' 1 

,0; 

"0,- 

0'«'  i 

w*0j  1 

«II  • I 

m'ffj  ( 

öÄti# 

,0"\ 
“ 0) 

' j 

1 0.V 

,0"v 

rar«; 1 

i»,u' 

" 0 ) 

> 1 

,0" 

0'u'i 

1 

0 - 

0k'  1 

0,‘ 

jiiy 

-"07 

CI1»'« 

v«y 

■ 1 

' 'K 

0j»'i 

ai1»'  1 

* 0. 

«7«'J 

1 .0;' 
“0." 

0'h'i 
0k’  1 

Die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  coinpleinenUkren  Integrale 

/»£  71 

p = / y* dt 1 werden  etwas  complicirler. 

U 


50. 


Zur  Ableitung  der  Integrale  dritter  Gattung  gehen  wir 
aus  son  dem  JAConi’schen  Fonnelsystem,  welches  zwischen  den  Pro- 
duclen  von  vier  Thetafunctionen  verschiedener  Argumente  aufgestellt 
werden  kann*). 


1.  2ff,tc  ff,j  ff,  3 = //+//,  + //,-♦-  ff,  , 

2 ff,  ic  .7,.)'  .7,;/  #,3  = II  -+■  //,  — ff,  — ff,  , 

2 .7,  ic  ff , a'  ff , y ff , 3 = ff  — ff , -f-  ff,  — ff j • 

2 ff  1 v ff.;’  ff J ff  3 = ff  — II,  — ff,  + ff,  , 


II  = ff,ra  ff,!  0,ij  ff,C 
ff,  = ff^ff.gff.ijff,? 
ff,  = ff,  01  ff,  | ff,  i;  ff,  C 
ff,  = fflilffgfflj  ff? 


*)  Heber  diese  \on  Jagobi  in  seinen  Vorlesungen  gegebenen  Formeln  vergl. 
Jacobis  Brief  an  Hkrmitk  (Math.  Werke,  Bd.  I,  S.  358;  Crbllb’s  Journal,  Bd.  32, 
S.  177;  L101  \ii.i.e’s  Journal,  Bd.  XI,  S.  98)  und  Hoskmiain  in  seiner  Pariser 
Preisschrift,  S.  371. 
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2 77  «■  Jj  S,J  >,J  = 77  + 77,  + //,  + 77,  , 

2 77,  (c  77,  x 77,  y 77, 3 = 7/  + /#,  — 77,  — 77,  , 

2 77,ie  77,x  77,y77,3  = /I  — 77,  + 7/,  — /I,  , 

2 77,  u-  77,x  77  y 77  3 = 77  — 77,  — 77,  + 77,  , 


77  = 77  ra  77  5 77, i;  77, 5 
77,  = 77,  (3  77,5  77,  ly  77,5 
I1t  = 77,(3  77,5  77,  ij  77, 5 
77,  = 77,(3  77,5  77  ij  775 


3.  2 77ic  77x  77,y  77, 3 = //+//,  + //,+  //,  , 

2 77,(e  77,x  77,y77,3  = 11  + 77,  — 77,—  77,  , 
2#,«!#,j#j#j  = 77  - 71,+  77,-IJ,  , 
2 77,  ic  77, x 77, y 77,  s = 77  — 77,  — 77,  77,  , 


4 2 77,(c  77,x77,y  77,3  = 71  + 77,  7/,  + 77,  , 

2 77,((  77,.r77,y77,3  = 77  + 77,-  77,-  77,  , 

2 77,  iv  77,  x 77y  77  3 = 77  - 77,  + 77,  — 77,  , 

2 77  «’  77 x 77,  y «‘7, 3 = 77  — 77,  — 77,  + 77,  , 

5.  277,1c  #x77,y77,s  = 77  + 77,  + 77,  + 7/,  , 

2 77tr  J7,.T77,y  77,  s=  77  + 77,-  77,-  77,  , 
2 77, 1»  77,.r  77,y  77s  = //  — //,  + //,—  7/,  , 

2 77,  «•  77, .r  77y  77,  3 = 77  — 77,  — 77, + 77,  , 


77  = 77  ra  77  1 77,  »y  77,» 
77,  = 77,  (3  77,|  77, ij  77,5 
77,  = 77,  (3  77, 5 77  ly  77  5 
77,  = 77,®  77,5  77, 1;  77, 5 

II  = .">aro 

77,  = 77,  (3  77, 5 77,  ij  77, 5 
77,  = 77, 13  77,  f 77 13  77  5 
77,  = 77(3  77577,  ly  77,  5 

77  = 77,  (3  77  5 77,  ij  77,5 
77,  = 77  m 77,  5 77, ly  77, 5 
77,  = 77,(3  77,577,  ly  775 
77,  = 77,(3  77, 577  ly  77, 5 


In  diesen  Hiiif  Grup|ien  \on  Fonnclqualcrnionen  sind  die  Argu- 
menle  der  Thelaproducte  aid'  der  reehlen  und  linken  Seile  durch  die 
reciprnken  Gleichungen  mit  einander  verlmndcn 


(l)  . 21(1=  (3  + 5+ V + 5 I 2 (3  = (('  + X + y+3 

6)  2 x = er  + 5 — »y  — 5 1 2 5 = «!  + x — 1/  — a 


c)  2>j  = m — 5 + 'J  — ? 1 2 ly  = in  — x + ij  — z 

d)  23=(3  — 5 — >;  + 5l  25  =10—  X — y + 3 


folglich  auch 

kj  + .r  = (3  + 5 , 

MJ  + J7  = (3  + IJ  , 

W + 3 = (3  + 5 , 


.V  — * = >7  - C 
3 — x = 5 — 5 
x — y = 5 — i? 
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w — x^ij  + g , 


!/  + = = m — I 


«>  — 1/  = £ + £ , 3+  .t  = m — t] 

w—3  = g-t-tj  , x 4- 1/  = rar  — ^ 


wx  — ys  = or£  — ry£ 
M’  y — sx  = nriy  — ££ 
k’3  — xy  — er£  — £iy 


<6« 


UJ*  ■+■  X*  +■  ly*  -+-  s*  = 01*  -+-  £*  ■+•  »y*  -I-  £* 

«t*  + I1-}’  — s‘  = 2 (ras  + i y£)  , 2 (icx  ys)  = o* -+-  £*  — »y*  — £* 

«’*  — x*  + y*  — *’  = 2 (»iy  ■+■  f|)  , 2 (fcy  ■+-  sx)  = m*  — |*  + iy‘  — t’ 

«’*  — x*  — y'+  z'  = 2(ar£  + |iy)  , 2 (u> s -+- xy)  = ©*  — £*  — »y* ■+•  £’ 

Da  die  Gleichungen  n)  6)  c)  <l)  zwischen  den  Argumenten  genau 
die  nümlichc  Form  halten,  wie  die  Gleichungen  zwischen  den  Pro- 
duclen  //  der  einzelnen  Quaternionen , so  folgt  daraus,  dass  auch 
zu  jeder  der  (Ihrigen  Argumentenrelationen  eine  entsprechende  Formel 
zwischen  den  bezüglichen  Thetaproducten,  und  zwar  in  jeder  Qua- 
tcrnion,  existiren  muss.  Wir  dürfen  uns  indess  der  Mühe  des  Hin- 
schreibens Uberheben,  da  über  die  Zusammensetzung  solcher  Formeln 
kein  Zweifel  obwalten  kann. 


51. 

Aus  den  Formeln  ‘des  vorstehenden  Artikels  erhalt  man  sogleich, 
da  die  Werlhe  lr  = u -\-v , x = u — v , ;/  = : = o , or  = £ = « , 
»y  = J = v einander  entsprechen,  das  speciellere  System 


9)9^1 + v)  9,{u-v) 
»\»t(u  + v)9t(u  — v) 
9*  9 ( ii  -+-  »)  9 (u  — e) 
9)  9 (u  v ) 9 ju  — v) 

9)9,  (u  + t>)  #,(«-») 
9'9,(u  -+-  v ) 9,[u  — v) 


= 9\u  ,'ljc  + 9'u9'u 
9)u 9)v  — 9' ii 9* v = !)\u  ^>Jc  — 9) u 9) v 
9)u9)r  — 9)u  9)v  = 9*u9' v — 9)u  9) c 
+ 9)u  itje  = 

9*t/9)t'  — 9)u9'lr  = 9)u9)v  — 9)n9)v 
9'u  9)v  — 9)u9)v  = u 9' v — 9)u  9) v 
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(110 


9' 

»l 

7* 

ferner 


7 (*»  f)  7(u  — i>)  = 7*u7jt>-#-  7ju  7j(>  = 7ju  7*c  -t-  9'u  7 je 
9,  [#  + e)  7, (u  — t>)  = 7*u  7jc  — 7ju  ,7*  i’  = 9'  u 7j  r — 9]  ii  9'r 

7,(u  -t-  r)  7,(m  — v)  = 9*u  >7 Je  — 9'tu  .7 Je  = 7ju7V  — 7Jm7Jc 

7,(m  + e)  7,{m  — p)  = 9\ti  9]r  + 9'u  9',r  = 7ju7jl>  9*u9*v 

7,(u  -+- 1>)  #,(«  — e = ,7jn  9 Je  — 9'u  9'v  = 7ju 9'v  — 9'it  9]v 

7,(u-1-«>)  7,(u  — e)  = 9\ « ,7 J c — 7j u ,7j r = 9*u  9*v  — 9'u  9’v 


7,7, 9a(n  + e)  7,(i<  — r) 
7 7,  7 (ii  -+-  e)  9,1h  — v) 
9 .7,  9 (n  -+•  r)  .7,1«  — r) 
9t  9 , 7,  (m  -f-  r 9 (m  — r) 
7 7,  7,  (in-  v ) 7,  u — e) 
7 7,  7,  In  e)  7,  («  — «•} 

nelisl  den  analogen  durch 
gehenden  Gleichungen 


= 7,  u 7,  u 7,1'  7,  e -t-  7 u 7,  u 7 e 7,  e 
= 7m  7,m  7e  7,e  •+•  7,  u 9tu  7, (’  7,c 
= 7 m 7,  m 7 1>  7,  «>  -►  7,  u 7,  u 7,  e 7,  e 
= 7 m 7,  m 7,  e 7,  r + 7,  ii  7,  u 7 e 7,  t' 

— 7,  m 7, n 7 e 7,  i'  + 7»  7, u 7,  r 7,  e 
= 7, 1/  7,  m 7 r 7,  e + 7 m 7,  h 7,  e 7,  e 
I nikehr  des  Vorzeichens  von  v hervor- 


7,7,  7,11 + i ; 7,  (1  — e)  = 7,i<  7,m  7,  e 7,  e — 7 m 7,  u 9v  7,  e 
7 7, 7,  (u  + r)  7 1 h — r)  = 7 u 7,  m 7 e 7,  e — 7, » 7,  u 9,  v 9,  v 
9 9,9,(u  + v)9{it—v)  = 7 m 7,  m 7 r 7,  r — 7,-  m 7,  m 7,  t’  7,  v 
7,  7, 7 (m  + !>)  7,  (#  — t’}  = 7 m 7,  u 7,  e 7,  e — 7, » 7,  m 7 e 7,  t> 


7 7,7,(11 -»-i  : 7,  m — i»)  = 7,  m 7, m 7 r 7, e — 7 m 7, m 7,  c 7, e 
7 7,  7 ,|><  + e 7,  (m  — r)  7,  u 7,m  7c  7,  e — 7m  7,m  7,  c 7,r 


Durch  Division  der  ge(>ignelen  Formeln  verifieirt  man  ohne  Milbe 
die  im  Art.  17  aufgestellten  Werlhe  für  sin  y,  cos  y und  Jifi. 

Wenn  man  die  IjOgurilbnien  der  obigen  Gleichungen  nach  r 
dillerentiirt  und  alsdann  nach  1/  integrirl,  so  folgt 


m = fj ’l» ^[9li>9]r  + 9'tu 9], ) <_ J'J  du  9\v  + 9'u  9'v) 

- I Ig(7*u7ji>—  7Jh7Ji>)  = l'M du  ^ Ir(7Jm 9'v  — 7jti 7je) 
= /0 U ,tu jt,  ^ (7»"  7jc  + 9'u 7jc)  = I * <1 II  * lg :7j»  7jt>  •+•  7ju  7*r 


nebst  entsprechenden  Formeln  ftlr  die  übrigen  Thetafunctionen.  Man 
kann  diese  Ausdrücke  auf  die  folgende  Form  bringen: 
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9,(U  4-  ü) 
B #,(«-*>) 


9,v 

= 2»  -• 1- 

9,V  J 

r“  . ä . / #Ju 

= 

9tv 

211  ' 4- 

•>,  V . 

(’-«*(& 

4.®;?! 

+ 9]  vf 

= 21t  -i  -4- 

J 

= 

9'v 

211  4- 

+ 9r 

9'v 

= 2»  — H 

#0  J 

= 

2"  ' 4- 

V . 

(•*■»>(£ 

9'v\ 
»:  r) 

+ / 

Wl«T 

II 

r./.* 

r0  öi>  * \ 9'  i<  ^Ji>/ 

= 

9'v 

21t  - 4- 

9tv 

_A,v\ 

9\vl 

#jt> 

= 211^  + 
tfjt’  J 

OA"#>£) 

= 

9'v 

2 " .»  -*- 

+ &\ 

= 2«  ..  4- 

V’  . 

= 

9'v 

211  1 4- 
#l1'  . 

+ ytr\ 

+ »Ji’l 

_ 

8 -»,(«-«) 

• 

9'v 

= 2 II  * 4- 

1’  J 

= 

&'v 

2U~—  4- 

iT-rMS 

9trl 

•>* t’ 

= 2 1/--  -+- 
V’  • 

/•”  . <>  . l9\tt 

= 

9[v 

2U  <*  -*■ 
t'  . 

/■“du*  Ig|§! 

f()  ÖU  * \ t/*M 

9lv\ 

9'v! 

» 

- 2"  +J 

0 Or  \^3m  \tv! 

= 

9'.v 

211  -L  4- 

t>,U  , 

-*'V\ 

9*v) 

= 2 « 4- 

/“  h l9'u  &lr\ 
K </M <Vr  R ( SJTi  — »\rl 

= 

2 11  ir2  4- 

■V'  - 

/>M£ 

9\v! 

= 2«  -+■ 
»,tl  J 

r"  , » . i&l" 

= 

9!v 

2 II  4- 

#,1’  . 

f'-iMg 

»U’\ 

9'v) 

9‘tv 

— 211  4- 

9,v  J 

r*Miü-S) 

= 

#'  «I 

2 «47— 

C'-r.MS-: 

_3S?) 

p *,{»'-  »1 ' 

= 

9!v 

= 2«  ' 4- 

•>,l’  . 

= 

#,'r 

211  „ 4- 

f*-WS 

»>\ 

9^-1 

9'v 

= 2U  ---  4- 
#l>  J 

= 

2 II  ,,  4- 

d31>  . 

C'-AMS 

9'v\ 

~9li! 

9'v 

= 2 11  4- 

Jl'  „ 

= 

9'v 

2 II  . * 4- 

. 

/„  dl'  ' \ .>,11 

_»'s\ 

9',r) 

9'.V 

= 2U-J-  4- 

J 

’0  dt>  h \ 9'tt  *J»’  ' 

= 

9'v 

2«  4- 

^,11  . 

fUdu*  Iglt!“ 

f0  bv”\9]u 

9'v\ 

9tvl 

= 2 II  , 4- 

■V  . 

r“  i Ä i i^'u 

= 

9'v 

2«  , 4- 

C'4A% 

»>\ 

9'v 

= 2«  + 

ru  . d , /#’n 

= 

9'v 

!U  9v  +. 

r;AAP. 

#Jrv 

#*r/ 
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(114 


lg 


#(«!  + »)  _ 
#(«  - t’)  _ 

i.'« 


tf.e  ru  . 4 i9,tt 

= 2u  ’ + / llu  lg  \- 

7,r  ./|)  4e  ' >7,u 

tfV  /**  , 4 . J#'u 

= 2 "Tr  +./0 

= 2.4 ’"+r,,»*  ig/^ 

,/o  dt»  ® \ 

/"*  d tifu 

= 2 u1  + I du  Ik  u1- 

#st»  dt»  \ ^tu 

^'r  /•"  . d /#!ti 

= 2M  -4-  / t/u  lp  -J 

«>t»  ,/„  dt»  \ «A,  fi 

^.'r  /«  d /^f« 

= 2M-2-  -4-  / f/it  lg  * 

i/j f ,/g  dt’  * i/jM 


&) 

.?!rj 

/ 

‘ ,V’r 


y,rl 


#Jr 

‘ >Ir 


/•“  , 4 . / &\u 

211  * + / dtt—  lg  -}- 

,7,r  ./«  4r  I#;« 

7.'e  r*  4 , »Ju 

»7,  *’  t/o  4 t’  I«/  14 

•’tv  ru , 4 in'u 

211  ■ * •+•  / du.  Ighri 
^,e  ,/0  4t>  VtfjU 

2«  ‘ + / ',u\  !g  7,* 

■7,  u ,/„  4r  I Jl  u 

2%,,’+X  ''“4.’lRUj„ 

#-'*V /-“du/  lg  ( 5" 

./„  4rc\tf‘u 


#•« 

■*r 

y'.t 


52. 

Den  vorstehenden  Gleichungen  reihen  sich  die  folgenden  an. 
Die  Formel 

.7,  ,7,  .7,  (u  + e)  #,  » — c i = ,7,11 ,7, u ,7,  r r -t-  .7  ii  .7,  u ,7r  ,7,  e 

liefert  mittelst  Itignrillimischer  Dilferenliation  nach  t>  und  Inlegration 
nach  u 

. tf.lii  + t’IAr  /■“  , 4 , , , , ' 

lg  ,,  * = / du  lg  ,7  ii  ,7  ii  7,  c ,7  e -t-  ,7  ii  ,7  ii  ,/r  J r ) 

.7f  u — c,  ,7,e  4e  ’ ‘ * s ' ' 

= r du  L ( *.« »>ji  + #i'V’ ) 

U,t>  V»  7o  4eB\#K*,«  »tv»,vl 
/#'(>  /•“  . 4 , ilhiit.u  ll,v&,r\ 

= "(.7 v + ^vJ+l 

#'(•’, V1)  fu  , 4,  /^,(«.9J)  #,(<’, 91;! 


►r*M 


(*.’C’.94)^  4^  9*)  . ’»,(*%  9*)  1 

#,  (c,  9S) 


^i(“>91)  '».('N  9 V 


Fuhr!  inan  nun  den  (ileichungen  des  Art.  35 


/*T  1 hf 

Ja  4(ipx) 


2K11 

n 

|Mh /•>/’  it <( 

n ,/0 


2 Ah  _ /■*'  1/1/ 

« “ ./„ 

2N11  f»1  (Itf 

' /1  “,/0  -/(</•  v) 
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analog  die  Bezeichnungen  ein 

2Ke  p<o  dq> 

2Aü  p( 

' dtp 

it  ~J0  2/(9  x ' 

It  ” ,/0 

J{tp  A) 

4M1'  p«  dtp 

2Nc  C» 

' dtp 

it  ~ 2/(9  ft)  ’ 

» ~ Jo 

J(<pv) 

so  erhall  man  durch  eine  leichte 

Reduction 

9 J fu  + n)  9t  V -G'  (»>  9 * ) 

lAV  Jq’ 

pv  du 

«*t(—r)  »,r  " 

It  COS*g' , 

coiz'+i'ige' 

_ (( 9*) 

2A  Jq'  p 

» du 

&>  (t’>95) 

It  sin’ q'  Jo 

X'tgz'+ 

und  wenn  man  q mit  q * vertauscht 

I 3,(u  + v,  q%)  9t(v,  q')  _ 9'v  2 K x'  Jm  r “ du 

■'#,(«  — 1>,  ql.  9,  (t),  9*j  9t  v it  cos*  ttj,  cot  9 + x ' tg  <0 

9',v  2K  z/nr  p«  du 
#,«  /r  sin ,nrj0  x'tgy  + col® 


(*) 

W 


In  derselben  Weise  ergeben  sieb  die  zugehörigen  Gleichungen 


9,(u  + v,  q*)  9(v,  q*)  _ 9^v  2K  Jm  /•«  du 

*9{u  — v,  q*  9t  r,  — i'  11  oos'w./o  tg9  + tg® 

#.'i>  2K  Jm  /■“  du 

— u . 1 — I — 

nr  sin  «./„  00191  + cot  ar 


(J) 

(4) 


ferner 


■»(u  + ti)3,t> 
K »,(u  — c)  »n 


# (u  + c)  #,e 
^,(b-»)«ii 


= 211 


»'[2V,  </*) 

Ä12C,  fl*) 


4M1J  . /•“  du 

- — -cos  aJaj  — — 

•’o  ••;!--  + 11  sin  a 
sin  r 


9[  [ 2 1',  q*)  | M rosa 2/0  ru  du 

9,{2V,q*)  11  sin’ö  J0  u sini//  + coseca 

"/^)  2 N e*  Jx'  /*«  du 

>9*)  "■  cos’r' -K  cotw'+  v'tgr' 

'*i(vt>q^)  2N  Jx'  />«  du 

U i 7-1—,  I i 7 

»,  (n,  *9»)  " Sln  r ’h  v *K“  +OOU 


u.  s.  w.  Die  lelzleren  Gleichungen  fuhren  wieder  auf  (1)  und  (2) 
zurück,  wenn  man  q mit  — q'  vertauscht,  wahrend  die  ersteren 
beim  liebergang  von  u,  v , q in  — u,  und  \q  die  weiteren 
Formeln  liefern 

Abkudl.  d.  K.  S.  OsmIIkA.  d.  «Innat,  XX.  U 
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(4H 


7*)  9’v  2 K * , /■« 

(5)  lg — =n  -f-  — co&mJm  I — — 

« H t ..  & t’  i*  Jo  1 


9,  \ u — V,  q*)9  i t»,  7* 


(6! 


J'.v 


2K  cos  nr  . / itt 


sin 


«>'r 


1b 1 pH 
& J 0 


du 

■ x sin  bi 
du 


X Sill«/  4- 

* sm  m 


9,  Jii-hs  71)#,  5 r< '/  ’ 

7 Ir  , — * 

*«!!"  — •’* 9’  v 


2K  . /»«  (/ 14 

COSPJ.  /ffT  / 


t r 

Ja  Sl 


(8) 


„ siny  + sinra 

#'r  2 K ms  m/m  p“  ilu 


9.  v 


1 1 »in 


Ira  r» 

»i»7> 


«mm 


Durch  eine  Umkehr  <lcr  Vorzeichen  von  v timl  bt  werden  keine 
wesentlich  verschiedenen  Formeln  erhalten. 


53. 

Wenn  uuin  die  hier  abgeleiteten  Ausdrücke  fiir  elliptische  In- 
tegrale dritter  Gattung  von  der  Form  f <l"  auf  die  canonische 

/itt  du 

Form  tr  ==  / -* an  wenden  will,  so  eiiiilll  man  (Art.  4-1) 

Jo  y—v  y 


1 i p**  du  p**  du  | 
— ■'»  H + VP' 


und  hat  folglich  mit 


y = out if  , x * I u 7’  , tu <p  , cot <f  . • , xsiny 

die  correspond irenden  l’arameterwerthe 


»in,' 


sm  7 


±yp  = x'tgra  , cot» . Igor  . cm  bi  . xsüibt , 


sincr  , 


zu  verbinden.  .Man  sieht,  dass  hier  namentlich  das  Beispiel  des 
Art.  24  in  Betracht  kommt. 

Dabei  entspricht  dem  doppelten  Vorzeichen  von  yp  einfach  die 
Umkehr  des  Vorzeichens  von  v und  nt.  wahrend  für  negative  Werlhe 
von  p das  Argument  v rein  imaginiir  wird.  In  der  Thal  hatten  wir 

, , 9.  e , . 9,  r 

yx  lg  rar  = , yx  «in  n = -• 

i/j  I*  \f  V 

welche  Werlhe  resp.  in  i ‘‘  und  J'1  übergehen,  wenn  man  ai 
' ö,c  or  D 

für  v schreibt.  Da  nun  für 
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2 Kr  = 2K', 

;f  n 

’h  Art.  39 

j K — 

/K.« " 7') 

6 (r,  7)  = | 

7)  = | 

/ K — 

/ 7') 

r®'  dtp 

,l0  ) 

,it 

7)  = y a 9Av'’i') 

„ «v 

7)  = y q') 


so  treten  die  Werthe 


■ ■»>',  ?') 
yx'#(t>',  q') 


= isinnr’ 


und 


7') 

V * #,(!»',  q') 


I lg  Bl' 


an  die  Stelle  von  Igitt  und  sinsr,  folglich  auch  resp.  ttg|«,  sec  m' 

und  '*  W ’ * ' an  die  Stelle  von  tgjoi,  cos©  und  (veral. 

cos© 

Art-  35)- 

Es  fragt  sich  noch,  wie  man  den  einem  beliebigen  cont- 
plexen  Parameter  p entsprechenden  complexen  Werth  r = -+-  vti 

bestimmen  kann.  Dazu  fuhrt  der  folgende  Satz: 

»Wenn  die  Coujugirten  Werthe  von  v und  m durch  c und  m be- 
zeichnet werden,  und  man  setzt 


IribJbi  = tglAc*’  , 


4 K _ c*  (lif 
n .Zn  1 <p  *) 


4 Ke,  _ /•*’  dtp 
n ./e  J(<p*') 


so  sind  li  k k'  Hypotenuse  und  Katheten  eines  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks,  in  welchem  die  Seilen  li  und  k den  Win- 
kel h'  einschliessen.« 


Man  hat  demnach  mit  Hülfe  des  gegehenen  Werthes  von  p — u + (ii 
die  Winkel  h und  //'  zu  bestimmen , und  lindet  alsdann  die  von 
Jacobi  in  seinen  Vorlesungen  abgeleiteten  Formeln 

tgA  = IgAcosA’  , sin  A*  = sin  A sin  A’ 


woraus  sich  t’0  und  t>.  in  der  gewöhnlichen  Weise  ergeben. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  erhalt  man  auf  folgendem  Wege. 
Offenbar  ist  filr  ke(  = K'tt’ 


yrt'sinA' 


yx'lg* 

»[2v;,q'i 


3«(2P..  7) 

V,(2V,.  q 

«,(*».;  7»  _ 1 ^iPV.  7 

"t  2 7 I ?) 

li* 
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wofür  man  wegen  r + f = ir#,  r — r = 2 r( i schreiben  kann 

9.  r-*-  r 


y x'tgt  = 


r- 


....  »,  r — r 

i 1 x «nt  = _ 

' #,  r-r 


iJa  nun  Dach  den  Gleichungen  des  Art.  5 1 

!>,  r + r S,  r-*-r  if  r — r _ # #rj(r#,f S,f + i,r#1rifi,f 

J,r+f  >tr  + i d r — r J»,  #rStrifi,f  — #^#,1'},? S,f 

so  folgt  »egen  tgo./rä  = 

T5  ..  -c  S,|  Jr 


«**  = 


lt  a Jbi  ■+■  \s.m  Jra 


I — IgBI  JS  tji®  _/(B 

und  durch  Substitution  von 

t psiJn  = tg  | Ar* ' 

Igt  = tgA  cosA  ’ 

q.  e.  (I. 


sint'  =r 


tcet  /ni  — is mJes 
1 tgro  Jet  tgetJni 


Ipw.y  ra  = lg}Ar  ' 
sint ' = sinA  sinA’ 


54. 

Kehren  wir  zu  den  Formeln  des  Art.  5 1 zurück  und  führen 
unter  dem  Integralzeichen  die  Amplituden  <f  und  nt  ein,  so  können 
dieselben  geschrieben  werden,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

2 K 


fl  = — sin  m '-ns m 1 st  x 


. . S,  » + r' 

- ■t' 

1 ;>,«-(■ 


II  /•“  du  ^t1’ _ ^ r“  du 

— " 3*01. !n  -*'<?  »'"’o  _ " >,c  sin'm  70  x1x,1sin,iy  -t'a 


sin*  id 

ttlv  II  ru  du  &'v  ru  du 

= u - 1 + — / = M — — /I  / 3 

• i/t  r cos  pfj  0 * ^ y _|_  sec1  oj  ^ sec*  q • cos1  er 


x*jr'*sin*9>  ' «y* n 
du 


& V ..  /•“  «M 

= M , —Hl 

*v  '0  sin* 

x*cos*«p 

/>  ' r x 11  II  /•« 

= ti  3 -+•  / 

Ä,u  i 


#,'e  II  r ■ du 

~ " c sin*  nt  7«  »*co»*y  _ » 


>,’r  x’// 


«s*m 

xSin'y  J'ro 
du 


,7.  r 


. r 

'rn-1«  jpjcot V + ^ä 


-/*<p  sin*m 
du 


x'*/7  /'u  du 

_ °“V/„  x,sin*rc-^7L 

* COS*  ID 

#’»’  «../•*  rfu 
#«’  7„  »'’tg'jp  + d'o 

.'/,'c  II  1 « du  »/,'r  II  /•“  du 

“ “tf.e^cosW,  4, ‘-ra  ~ ,'V’“sin*6,70 
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#jt>  x'fl  /■"  du 

tf,ti  J'ibJq  • j * 

x"  ’r  J*u , 

II  /•«  l/lt 

= _*Ä./o  ijcotV/.-lß'ra 


tt’v 

= !<  - -4-  Z 


y v „ /*«  rft< 

= u - — n I 

•>«.'  Jo  “^P_sinV 

!t'tv  _ x1»  /■«  ,/u 

= 11  cos*m./0  1 _ -/,®_ 

sin2qp  cos’ro 
/>■,'»>  H /•“  du 

- “»..-“.TW,  * , *»«'» 

x'*  # -J’lö 

n ru  du 

- " \v  - .W  nj„  yv 

x'*siii*(p 

■Lu  »■(“-*-")  = 

* b #,  f«  — U ) 


r sin 
>,’(■  x” 


•/ü  >7.— '*« 

/T  /•"  i/m 

8in*wJ,  «"lg*?  — «**• 

n /•«  (/» 

sin* BI./.  x/*y  _ t 


>V 

= " ‘ 


> n „ /■“  rf« 

= t,  -h  11  I ---- — 

,l  >/o  cos  y — COS  OJ 

TI  /*“  du 

U II,  v sin‘ro  ,/0  _ -/s  ro 

sin*  gp  sin*  io 

= „ ^5'r  + x'*^  /■“  rf« 

J'rnJm  i-m'ip cos1  in 

-/*qp  -J20l 

y'v  n /•«  rf« 

= « - + -n-  / 

Sin  «ET  Jo  _J « 


sin  rar  J0  *?*jp  * 

cos*<p  sin*co 
x'*il  /*«  </t< 

^®Jo  sTnV-^,"i 

f *7*  ca 

/I  /•“  du 

x-’sec ^ 

f Sill 

,7  / ^ 

Ja  « 

•/o  - — COS  CT 

Jly 


fl  /•«  </n 

COS4W  JQ  — lg*  PT 

x*/7  /»«  <it* 

-/*ro./o  ' ‘ 

J1® 

n /•«  */« 

cos4  GJ  Jq  se(.*  — sec*  OT 


- 

® J o L 


sin*®  8in*ro 


^ (n  + f?) 


Ä («  — t’j 

x'*// 

j“  du 

»;v  x’*n 

v>,»  J*C!^ 

fa  Jz  (f  cor*  m 

x*  cos*93  J9  ca 

= M 1— 

!tt v ros  bi, 

y'-nr 

du 

#.'v  n 

— »/  * _i_ 

»V  Jo 

i ■ i 

v-.  -. sin  er 

” ..  ■ • 4 

c^,  y sm  er, 

/l  /»«  an 
^/4  OT  Jq  »in*y  __  sin*ro 
-/2qp  -/*ro 

x'*/I  /♦“  du 
cos*  05  J0  J*y  

C0S*«P  COS*  09 

• ff  / “— r - 

Jo  sin*f^  — sin*  er 


» du 

x*  cos2  cp  -V2ro 

<J*tp  COS*I0 

« (in 


0 x*  sin*n) r-=— 

^ sin*  co 


Digitized  by  Google 


174 


\V.  SlHKIBM-:». 


[118 


9'v 


du 


— u 

--  — ii  i 

9v  J „ 

>V' 

x1 sin’cp 

cos  ’m 

9lv  II 

■*  

du 

9tv 

Fa  » j sin*« 

0 

=■=  U 

* -x'tl  I 

9v  J , 

• u 

du 

) rol  *#/ 

i ./*ro 

— |< 

9'v  II 

* + 

r 

du 

9t  v cos*  rn 

■h  -j^-HtgV 

Man  sieht 

, d «iss 

von  den 

in  d 

91  v II  /•  •* 

— n * I 

>tr  COS*GlJ0  *^**5SJ 


cos*  tn 

II 

sin*ra 

x*// 

II 

sin'ei 

du 


J-tf 


■+■  sec  ot 


du 

X*  COS*«/)  -+- 

* du 


&'%v  II  /•«  </m 

~ " 9,1  siiiV/„  .7*,,,  + ,01’« 


Integralen  dritter  Gattung  je  drei  nur  der  Form  nach  verschieden 
sind,  wie  z.  B. 

r/i<  /•«  du  /■•«  c/m 


. -/3e  » »fsin’m 

0 — ---«-xx  „ 

siirjf  J 1 tn 


/*“  «m  _ ru 
.Za  • ./«  t!0.« 


sin*^- 


-/Jro 


col  y • 


_/*  CO 


oder 


/•«  du  du  — fu  du 

*'o  xtsiot<0  + x*cos*®  *^ü  c*°l + d 


»10*9? 


snry 


ln  dem  bekannten  von  Jacoii  aulgeslelltun  Tableau  für  Integrale 
dritter  Gattung*)  sind  desswegen  bloss  sechszehu  Gleichungen  ent- 
halten. 


55. 

In  der  folgenden  Tabelle  sollen  die  Integrale  v = j ^ 

nach  den  Werthen  von  ij  geordnet , und  die  zugehörigen  Intervalle 
der  reellen  Parameter  p angegelten  werden. 


i.  y — sin  y 


Ute  — 

9'v 
“ 9v 

1 K#,l«-u)  ’ 

o<p 

= sin*  rar  < i 

n 

9,'v 

| # [U  + C; 

+ T|e#ju~ö|  ■ 

7<p 

i 

— An 

~ f . | — w — 

X SH)  C5 

" if,  o 

x sin  ra 

x’*// 
x1  COS*  ffl  1 

"V" 

* K#,;«-Cj  ’ 

\ <P 

J'm 

«=  « — r-  < oo 

X COS  G7 

x’/T 
J(mw  ~ 

+ JL  ^io  + c) 
1 K #,(«-«’) 

o <./) 

COS*  GJ 

= JT1T  < 1 
. V {77 

*]  Sur  la  rolalion  dun  rorpx,  Mall).  Werte  Bd.  2,  S.  186. 


Digitized  by  Google 


ZlR  KeDITTIO*  ELLIPTISCHER  I VTKORALE. 


175 


^ sinijp 
i . » n + ») 

x Ihr  = n . 1«  „ , 

Uv  a ‘I  ii  — r ’ 

ii  y.c  i . #. !«+«''' 

. , W — — II  - •+■  1(1  ' , 

Sill  BJ  11,  V 1 ll,[V—tt) 

x'*//  »,'c  I , II,  II  + II i 

cos  st  II  tv  1 .V , « — r 

X*x'ifl  t , U.ll  + I'1 

— -+■  — Ist  „ 

-/  w » b#,{u— 1<) 


o <.ii  = **  sin*  w < ic* 


,<''  = SinV<°° 


• < I»  = — *—  < o© 

' cos  ITT 

X*  COS1  CT  s 

O < /<  = . sx 


3*  !/  33  cosy 


« ir ^ 

^>,1?  » ; 


...  »,(«+»’: 
p».  (•>*-“) 
(« -+■ (?; 
»(u  — v)  ’ 
:i,[u  + ei 


r i . ii  t-  i 

-"7T-  + „ 

<V  1 »»(“  - <’) 

»,'P  ■ . »,(«  + ») 


O < f)  = COS  PJ  - 


— OÖ  < I)  = — t . * < — 

f x sin  m 


— oo  < //  = «-  rr  < — 

# xoosdr 


n 

« 

COS  PT 


_.£?+±w**<,*±!0  , 

^,r+  * * */4  « — t’) 

>,»  1 »)  ’ 

i . .7  « -+■  r) 

— ‘#r»+T%«T^  ’ 


I < l>  = .1  • ! „ < °° 

x sin  m 


i < /i  = sec  bi  < oo 


5-  .V  = 

tf'c  i 

-"  - 
. :KV  _ ■ ■ » l«  + r 

II,  v * r H (u  — i’)  ’ 


x'lU  Ihn  i . &,  (»<+«•) 

cos*  bi  ~ " lltv+  » r ,7,(ll  — f)  ’ 

«V*H  tf.'c  i , tl.u  + v j 

i'o  " ~~  " H,v  * ^#,(u  — wj  ’ 


x’*</>  = I 

- OO  <;  /I  = — C0l*6I  'S  O 


— oo  <.  />  = — x',lg,ßi<o 


*’'<?  = j*~„<  ' 
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x ,T  #'«  I . #,(U4-0) 

II  w = — u - — -f-  Io  -11 ! 

X »V  » ®#t(u  — 1>)  ’ 

II  »',<■  . . #,  11(4-1’) 

«'V.n'm“’ = “#,„-  ’ 

-u^'V  1 , » » « ) 

II,  V 2 c #(u  — u) 


II 

— j— «o 

OOS  (!7 


X*/7  #.'f  , #,  (4  4- 1’) 

J‘m"  — "#,o  J * #, (v  — u)  ’ 


^ i jt  l 

1 </>  = -*z/  Or  < — , 
x x 

. I , 

— oo  </>  = — cot  ro  < o 

— oo  </i  = — tg’or  < o 


1 <P  = ->  r - < 

-i  07  I 


7-  y *=  »kv 


X 


-?1  n w = m — ic  , 

#(■  * *#,(«  — vl  ’ 


n 

x'^sin*!? 

n 


1 ig  t"+p) 


#,  o » #,  (u  — o ’ 

'*  #,'r  i . #.  M+l>) 

cos  ro  »,(:  » r #(  (o  — nj  ’ 

x*/I  #,'o  I #1(4-0) 


“ „<«  <P  = i 

o < /)  = 'n  col'm  < oo 


o < />  = l g m < oo 


~^<P  = 


.'Jvi 


< - i 


8.  y »z  coty) 


i ir  #0  i 

X / 1(0  = M — Io 

#0  I R 


# (l(  4-  r) 

#0  * 'B#(u-ti)  ’ 


n »’v  i , #,  (u  4-  o) 

sin  o #,(!  1 B#,(l’  — u) 

x‘/r  #,'«>  1 #,(«4-«j) 

COS  BT  #,0  I P #,(«—«) 

x’x'*/I  #'»’  I # f|(  4-  0 

— — 10  = — II  ■ ’ 4-  Io  — 

* 8»,(u-«)  ’ 


J m 


&,v 


— 1 <li  = — J'm  < — x'1 
O < /J  = C0l*BJ<OO 
o</>  ==  x',tg,ai  < 00 


Sllltf» 


1 „ #'f  1 . #,{u  4-l>)  I , | 

7*  H"  “ - “ #0  + ^ lg 5*fe=7)  > °<  P = xi,C0S  01  < X-* 


n &jv  1 #,(1(4-1’) 

xST^sin*®"  ~ U#11t>  » ®#,(u — v)  ’ 

x cos  ra  £tt>  X *#{u  — v) 

n &'v  1 # (« -f- 1») 

w = u - ~ lg  r — 


. ^/,ro  1 

OO  ^ J — ~| — 7|  ^ — | — ^ — -j 

x x sin  oj  x 


J zs 


&%v 


IW  — “) 


— 00  < p = — sec*  ro  < — r* 
o < />  = 


x 

sin'  m 1 

■P 


J tu 
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io.  y = 


Jip 
sin  <p 


x'üw  = 


If’v  i . Plu- 

II  v ~~  J 


■ v) 

•«') 


n 

- — I — u> 

sin  ra 


n 


X 

cos’ ID 

*V*n 

J'm 


_ (tl  -f-  (!) 

i (t>  - u) 

«fl 


w;  = — (i 


■ . »,(B  + rj 

* $,(«-c) 


-**</> 

*"<!> 

x"<l> 

-*'<!> 


J'm 


. <°° 


J'm 


<o 


II  w = 


n 

■ . U! 

x sin  nj 

*'n 

. — i - in 

x cos  ID 
x”n 


II.  y = 

1 1 *iM 

#n  * ”#,(«  — (>)  ’ 

>,'»  i . £.  («-§-») 

— i/  1 -f.  Io  3 

J.t  i *£>-(>; 

HLv  i , H-lti-t-v) 

* lftv  i “ > (u  — t>)  ’ 

h #,(»-“) 


costy> 


&iv 

1 TT'  ■ 


x*J7tr  = 

n 

T-r  ^ = 

sin  cj 

%'n 

r U>  = 14 

cos  zu 

xV^jrr 

~7*gj 


12.  t,  = 


-o) 


d (p 
cos  qp 


..  _ ■ 

»U  3 «»,(((— 1>)  ’ 

9‘,V  I,  #,(«-*-!)) 

— lg *; 

•>,(’  1 «>,  /*  — r) 


w — — u 


#jii 


»,v 


1 .„^i1 

* h #,[(’  — n)  ’ 

^ | » ;»  + <•' 
* e#(u  — cj 


o </( 

i«<p 

O </> 

O </) 
'</' 
■ </' 
O </! 


sin  io  < i 


l 


<oo 

< oo 


x sin 'id 
j/4  (D 
x1 cos4  m 
COS*  (D 

: J'm  < 1 


x'  sin*  rar  < x* 
sin*»  < °° 

,/*(D 

cos4(D<OQ 


J'm 


<*' 


Da  die  Integrale  dritter  Gattung  unendlich  werden,  wenn  inner- 
halb des  Integrationsinlervalles  ;/’  = p,  so  sind,  wie  leicht  zu  sehen, 

für  reelle  VVerthe  von  if  und  m die  von  abhängigen 

Formeln  an  die  Bedingung  «<»,  dagegen  die  lg^*|“^^  ent- 
haltenden an  die  Bedingung  u ■<  ~ — v geknüpft. 
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56. 

I-bghndrk  unterscheidet  die  Integrale  ir  logarith mischen 

Charakters  von  denen  trigonometrischen  Charakters  ie\  Die 

letzteren  gehen  aus  den  vorstehenden  Formeln  hervor,  wenn 

mau  v mit  vi  resp.  lg .!  bt  mit  i'lgJcj'  vertauscht.  Da  hierdurch  // 

2K  sinnj'ro.sm'./  or'x'  . fl'i  . . 

in  , , t = , , übergeht,  so  erhall  man  das 

;r  cos  01  oos  nr  0 

correspondironde  reelle  Formelsyslem : 


II’ 

— w 

ros  fff 


II' 

t ■ i >*<> 

x sm  fff 

*'*  ii*  > 

a II  W 

X' 

x'*//'  , 

w 


1.  t/  = sin  ip 


fl'» 

1 flo  "*■ 

1 fl,(e  + iii) 

21  "fl, je  — mi)  ’ 

— OO  < /)  = 

— IK*oj'<o 

’o  1 
0 21 

. 0[v-hui^ 

^ fl  ( 0 — 11  1 ) • 

— OO  < p = 

— 1cottm'<o 

X 

fljO 

flie- 

1 fl,  e + in  t 
Vi  Bfl,;e-  Iii)  ’ 

1 < /'  = 

1 r ^ 1 

X«  ' m < X* 

’f»  1 

fl,(W+Ml) 

■ </'  = 

t»  2 / 

*«,(»  — Ul)  ’ 

J'm'  ^ x 

1 

2.  V = - — 

Mil  I/1 


x'TT'  , 

— 1 — • w = 
cos  <n 

ir 

, ,ro  = 
sin  bi 


x”/r'«?'  = 
xV‘JT  , 


0'  o 
-u»v 
fl.'o 

’V 

fl.'o 

-v 


I . fl  (0  + Ul) 
21  11  fl  ('  — Hl 

21  ^ fl,  (e  — 11  i j ’ 

| fl,jl’+MI 

+ 2i  11  fl,  je  — ui) 
1 - fljie+Ml) 

21  **fl,(i> — mi)  ’ 


— 00  < />  *=  — x*  Iji’BJ ' < o 

— 00  <p  = — col*Bi'<o 


x*  </)  = J*oi'<  i 

. «*  ^ 

* * 3*5»  < 1 


rr 

COS*  BI 

II' 

x*  sin*  bi 
x‘ 


3- 
fl.  10- 


SI  = 

- Ml] 


1 COSI/> 


/r 


*ir 


»'«’  . . ■ 

, «'  — M . Ilt  „ 

flf  21  0,(0  — Ml) 

, fl.Y  1 , fl  Io + 11») 

«■  = — « „ + lg 

21  fl  .0  — Ml  I 
- Ml) 


fl.  0 


= 1 Ig^-  , 

fl,r  21  fl,(o  — 111) 

fl.)r  1 fl,;r  + 11/1 


, _ _ J_  , A.fl’S 

J'm'w  ~ " 0,0  21  ^öt(t)  — mi) 


1 < /1  = sec’  ro ' < 00 
.4*01 


></>  = 


, <0O 


— * , <11  = — cos*m'<o 

•/  r y 


- </>  = 


'sin’ro' 


_/'nr' 


<0 
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4 ■ y - 


X II  , 0 V 1 . 0.IV-4-  III)  x * 

- « , «o  = — « - + — lg  „ . . — ou</i=  — i , < ,, 

x cos  ro  flo  2t  c ö3t> — ui)  ' x'cus’m  x* 

IV  , _ 0Jv  i fl,(»  + ui) 

x'*sin*B7'"  "fl.u  2i  ^ß.lv  — ui)  ’ 


m'  fl, o 2i  °fl,(<;  — ui)  ’ 

, fl>  i , OJt'  + ut) 

II  w = - llj’  •+■  lg  1 : , 

0,t>  21  0,{V  — lll) 


x'ir  , 0'v  i , 0 (r  ■+■  ui) 

* ” fl3r  21  ®fl(t>— Ul)  ’ 


— OO  </l  = — „ . , < ,« 

x sin  07  X 


o </>  = cos1  or' < i 


o</>  = 


5-  .V  = 


x4/T  # 

ß'v 

1 . < 

4 x 

cos  ro 

= w v — 
Ov 

77,pi 

J7' 

0[o 

1 

» *o 

■+- 

sin  ro 

0.  V 

21 

sin  ro ’ fl,o  2i  °0{v—ui)  ’ 

■Irr'  ' Ö«U  1 1 fl,(f+U«) 

X fl  W = II  : lg  1 -r  , 

0,(1  21  0,(0  — Kl) 

x'x'‘n’  0'v  i fl,  lt’  -+-  ui) 

w "■  = -"fl;,.+2,^fl;(„-^  - 


1 < /I  = , _ , < OO 

COS  CI 


I < /'  = . * , <oo 
sin  ro 


o </i  = x'4sin4ro'<  x'4 


6 - y = JTr 

x'n'  , 0'v  i fl,(ti+ui) 

COS*07 ' =,‘flc-2ilBfl,l,-,,,,  ’ 

rv  , o'.v  i , fl.(o+ ui) 

sin'ro"  — " 0tv~*~  2 i !'fl,[r— ui)  ’ 

hv-uJ-*-  , 

0,t>  21  */>(!?—  M|) 

x‘n'  , 0'v  i fl. (t>  + ui) 

x/rW7“’  * u0,v  + 2i  B «>-»«)  ’ 


l </>  = -,t  <oo 

x cos  rar 


—$%^p  — ■>  ^ 00 

x ' x sin  ro 


o<  y>  = sin2ro'  < i 
cos2ro' 


7-  y = 


x'n'  , 0'v  i fl , o-t-uij 

('*  cos*  07’  " ~ Mflr+2i  ^fljio—  ui)  ’ 

— «.  u°i?  ^ J-  lc ^»(r + U'] 

c'*siu*07'  fl,t)  21  Bfl,(ü — Hl)  ’ 

,,,  , 01  v i , fl,  1’  -f-  Ul 

fl,|l  21  — Hl)  ’ 

x'n'  flj'o  i fl(e  + ui) 

" 03v  2i  **  fl  (»  — ui)  ’ 


— CO<f> 

— oo  </» 
- i <>( 
-■</( 


^/’io'  I 

X '*  COS* 07  * x’1 


x'*sins07'  's 


j/'w'  <0 
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8.  ij  = roiift 


x'ir 

ros'nr' 

II' 


, w = — II 


’ II'  w' 


ft'v 

0 v 

0,  V 
ft'v 
"e,v 


x'x'II' 

J'm' 


rr 

x'*  cos*  m ' 

II' 

x’x^sin4©' 


0,0 


ft'v 

U>  = " ftr  ~ 

ft[v 

iv  = — II  ' 
ft,  v 


, II'w'  = u 


X 
11' 

J'm' 


w — — II 


ft'v 


x'n' 

cos4  m 

TV 


7 «’  = — II 


— , M’  = 


sin  (0 
x'*/I>'  = - « 


0'o 
0o 

*■>_ 
0> 


xV*/J' 

J4©’  ' 


0,  c 


IJ' 

COS4PJ 

IT 

x*sin4ro 
x 
x 

X*JI 


, «’ 


0.  V 


-j //'„/= 


i . ft  r •+•  ui 

+ . lg  7.  ‘ ’ . 

21  ft[V  — Ul 

— oo</>  = 

1 | ft,  v-t-ui) 

2.  1 8 0,(0  - Ui)  ’ 

— OO  < /)  = 

1 1 O + Ul; 

■h,,lB0,  * 

— *'<]>  «■ 

1 | 0,f''  + 

21  — Ul  ’ 

— x'*</<  = 

sin  tf 

JL  «,  r + Mij 
2i  b0,(o  — tu)  ’ 

II 

V 
- 1? 

( X 

. 1 

21  B 0,(0  — Ul)  ’ 

1 

i 0 r -f-  ui) 

2i  B 0(r  — inj  * 

~i*<r  = 

1 , 0.  0 ■+•  III 
+ 2 I B0,  r — ui , ’ 

io.  j = 1^-— 
siny 

-!'<p  = 

i 0 (o  u l ) 

21  ^ ft  [V  — ui)  ’ 

— OO  cp  = 

1 i„Öi  (''  + «" 

21  15  0,(0—  III)  ’ 

— 0O</l  =» 

1 0,(0  + ui) 

21  h0,  0 — Ul)  ’ 

o < /<  = 

J- . 0,  '’  + «•) 

2i  B 0,',o— ui j ’ 

o</i  = 

cosa> 

ii.  y = — i 

J'P 

_■  ,„ö.  »’-*•“«) 

21  ”0,(0 — 111, 

— 00  </>  = 

21  b 0,(0 -Uli  ’ 

— OO  < /I  = 

i 0 (o  -+•  ii  i) 

21  g 0(0  — Ul)  ’ 

1 </'  = 

i 0,  (r  -+-  ui) 

21  80,(O  — Ul)  ’ 

1 </’  = 

J'm' 


* — | — 7 — I 

COS  OT 


_7  < I 


X COS  CT 

-i—  < o 


x cos  m 
J'm' 


t i(  . t i ^ ^50 

x x sin  er 


x 

sin*  er' 


J m‘ 


J'm' 

sinder' 


Tm’ 


i 

J'm’ 


i 


Digitized  by  Google 


Zur  Reduction  elliptischer  Integrale. 


181 


125] 


12.  y = — — - 
cosy 


x*JZ  , fl  p i , 

cos  m Öt1  2i  0,(t> — hi) 

JT  , I , Ot(v  + ui) 

sin  © 0tv  21  0t(v  — mi) 

n„  • - „ e'v  + 1 \a°"v  + 

04t?  2i  Ö,  r — i#i) 

xtx',TT  , _ Öjr  i Ö'r  + ii/ 

J'm'  u ~ u 6tv  2i  ^0[v  — ui)  ’ 


— OO  < /J  = — X1  (li*OT'<  o 

— oo<;j  = • — cot*  m'  < o 

x*<;i  = J'm' <c  i 
« x* 

*<P  = JriP<' 


Selbstverständlich  können  die  logarilhmischen  Glieder  durch  die 
reelle  Form  eines  arc  lang  ausgedrückt  werden , wenn  man  für 
«(»-»-  «i)  = tj  -t-  Ci 


1 1„  °SV  + u,i  - arc  / te  - - T tl  \ 

2i  8 ö(t>- ui)  “ i «(n  + ui)  + 0(t>-u«)/ 


= arctg 


? 

V 


setzt.  Von  den  vieldeutigen  Werthen  des  Logarithmus  oder  arctg 
ist  überall  derjenige  Werth  zu  nehmen,  der  mit  u verschwindet, 
also  mit  u im  ersten  oder  vierten  Quadranten  liegt.  Ausserdem 
hat  man 


ö(t>+mj  = i — q(e"'+-  (■-**’)  C0S2H  -+-  q'  je"’-*-  «■“"’)  cos  41/  qp  . . 

— i{q[e"’  — e-*®)  sin2u  — (e* *’  — e~"’)  sin 41/  ± . . } 

0,  (t>  •+■  ui)  = q ^ (e®  — f~  ”)  cosu  — q ^ («**’  — c-’®)  COS311  ± . . 

-h » {7 ^ (c*’+  e~v)  sinn  — </’  (eJ,’+  e~,v)  sin  31«  ± . .} 
0t(v  11«)  = q^  (e®  + e-®)  cos u + q^  («*® -t-  e~ *’)  00531/  ■+•  . . 

■+•  ,{9*(e® — e~v)  sin««  4-  //  ' (es " ~,r)  sin  31«  + . . } 

ö,(u  + u«)  = 1 + ?{«**  ■+■  e-*®)  cos 2»  ■+■  e-*®)  cos 4U  + . . 

-t-  i{g(e*®  — e-’®)  sin  2»  + g‘(e‘®  — e-*“)  sin 4 11 


57. 

Die  Ausdrücke  der  Artt.  55  und  56  zeigen,  dass  für  jeden  der 
zwölf  Werlhe  von  y das  zugehörige  p für  reelle  m oder  m‘  alle 
reellen  Werthe  zwischen  ±00,  und  zwar  doppelt,  durchläuft. 
Ersetzt  man  v durch  ^ — t> , so  gehen  die  beiden  dem  gleichen 
Intervalle  angehürigen  Werthe  von  p des  Art.  55  in  einander  über, 
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wahrend  in  den  Gleichungen  des  Art.  56  zu  gleichem  Zwecke 

''  — »'  an  die  Stelle  von  »»',  oder  was  dasselbe  ist,  '^5 v an 

2 2 K 

die  Stelle  von  v zu  treten  hat. 

Den  Formeln  des  Art.  56  kann  eine  modißcirte  Gestalt  gegeben 
werden,  wenn  man  bei  Ableitung  derselben  v unverändert  lässt  und 
dagegen  »/  mit  ui  vertauscht.  Dann  entspringen  z.  B.  aus  der 
siebenten  Qualernion  die  Gleichungen 


y = sin  if 


-t,  Ihr  = 


tt'v 
‘ »r  ' 


1 | #|(r  + iii] 

21  r — »I  ! ’ 

n .‘i.v  1 , tt.iv  uii 

■ 4 «'  = " ,, — Ib  ,.  . , 

< sin  ro  .7, r 21  .7,  v — ui] 

COS  CI  &t  r 2 t &,  (v  — U I ) 

x1//  1 , -»■«#} 

— 4 . w = M ' — T Ifi  : 

_/  CT  t>,  r 21  \l'  — Ml) 


^/fBT  ^ 
P — TT  ^ ; 


— 00  <n  = Ti  cot  CJ  < 0 

X 

— 00  < ;/  = — lg*  nr  < o 


Lässt  man  hier  nur  in  x'  «'  »'  übergehen,  so  ergeben  sich  die 
Ausdrucke 


■ . y = mih/ 


, II  1 r 
X 

n' 

1 . t . «’ 

x sin  (it 
«' 

— i — r «■ 

cos  ro 

x”  n'  , 


o'  1 1 , #.{(•'+  k'i.  o'J 

— II — — — - -J.  Ix-1  . — i 1 

J»c,9:  21  «itr-ni.9) 

f/'i  1 | 

.7,  / ',//'  2/  *3*  / 7' 

7' j 21  »,(<*'—  tt'l,  ?')  ’ 

<.gJ'(c*.  7')  1 , »(e*-4-nV,  7') 

tts(r',i/’j  21  e’i,  7'  ’ 


_ ./'nr'  1 

— OO  < 1)  = — cot*  BI ' < O 

X 

— 00  <g  = — (f;*nr'<  o 


1 <;<  = 


1 


deren  (lelrorerristiminung  mit  der  früheren  Form  leicht  direct  zu 
verificiren  ist. 

Audi  in  den  Ausdrücken  des  Art.  55  kann  man,  wenn  x der 
Kinhcit  nahe  liegt,  mit  Vortheil  das  Argument  7'  anstatt  7 einfuhren 
und  erhalt  ohne  Schwierigkeit 
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i.  y = smf/i 

it  ,0,V  i . 0,(«'+r') 

/Tir  = u — -IPi,  , rf  . 

0,u  * 0,(1)  — ii  ) 

n , 0.v  i . o, 

x sin*  ro  0,ti  > 0,,u  — * ) 

x ’/I  ,0  V i , 0,  M’h- t)') 

x^-os'^"  U 0r'  1 ^ 0,  ll'—  l ”j 

x'*n  , B'.v'  ,i,0  tr+v'i 

^V',  = “u  87  + Tl«tf(fr?j  * 


o < />  = sin  er  < i 


i ^ ^ 

x ' x sin  er 

i J'cj 

« < V = < oo 

X ' X COS  CT 

COS*  CT 

°<?'==  <’ 


und  entsprechend  für  die  Formeln  der  Übrigen  Quaternionen. 

Wenn  es  sich  endlich  um  die  Aufstellung  der  complemen- 
türen  Integrale 

ei«  <lu 

■>u  y — V 

handelt,  so  wird  man  nur  zu  beachten  haben,  dass  = — ’1''  , 

ila  <iu 

und  dass  tu  für  u = verschwindet.  Damil  erhalt  man  sogleich 


1 

1/  = sm 

Hm  = 

/ rr  \ 0'r  i 

\ 2 1 0e  i 

, 0,  (« -+-  «>) 
*.(«—»)  ’ 

o<)>  = 

8in*ßT<  1 

n 

irSiÄw  = 

/ ” \ 0,’e 

(2  ) 0,  r 

■ .0  («+*’) 

1 ■*>  („  _ ,.)  • 

^<P  = 

x*  sin1  er  < 00 

x"ll 

1 l;_m  = 
x cos  irr 

(*  + ' 

1 2 / 0,r  « 

0,(n + e) 
*»,{'• -V)  ’ 

' ^*<0  = 

x'cosV  *'IX> 

x H / ir  \ 0,c  i . — 0,  u + et  _ cos  ct  . 

J m I 2 / 0,t>  1 J),  ii-i'|  ' z/  er 

u.  s.  w.  fllr  die  logarilhmischen  Integrale,  sowie  für  die  Integrale 
trigonometrischen  Charakters  die  entsprechenden  Gleichungen 


i . ij  = sinr/> 


x'*  / rr  \ 0,'e  I , 0,(r  + ui) 

«•"*  = -(-  -iij^-^lg^^  , 

II'  1 7t  10>  I ß |l>  -4-  II  ll 

x'sin'oj'  ’ — \ 2 ” ) 0,t>  21  ^0(1)—  ui)  ’ 

ll’  , I 7t  \0'r  i iß,(r  + ui) 

cos ‘n'n  ( 2 ”)  0i)  2/  **  — 10,(1’  — ui) 

x"  IV  , in  \ ßlv  i 10  r -f-  m) 

= (T— «j^  + jjlg-  - 


,<P  = 7^ro'<x* 

— oo  < ;i  = — , col’sr'  < o 

X 

— oo  < g = — tg*  or’<  o 
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Wahrend  also  in  den  Ausdrücken  für  das  Integral  «■  die  Function 
>'/,  eine  Art  Ausnahmestellung  einnahm,  sofern 


I + (“+»•)_ 

gt»,(r-u)  ~ K (u  - v) 


an  Stelle  von  lg 


■»!  (“  t’) 


auftral*),  so  ist  beim  complementtlren  Integral  in,  sowohl  filr  reelle 

wie  filr  imaginilre  Werthe  von  v,  " + ' durch  I« 

° v)  ° 5-, j«  — e) 

zu  ersetzen.  Im  Zusammenhänge  damit  steht  die  weitere  Forderung, 

wonach  wenigstens  im  logarithmischcn  Falle  in  den  von  lg  !*>,(«  — 1>) 

abhängigen  Formeln  die  Bedingung  «/>»,  und  in  den  Ausdrücken 

mit  lg[ — ,\{u  ■+■  u)1  die  llngleichung  «>  — v erfüllt  sein  muss, 

damit  der  Nenner  y* — p unter  dem  Integralzeichen  nicht  verschwinde. 


58. 


Die  Werthe  der  ganzen  Integrale  dritter  Gattung  er- 
geben sich  aus  dem  Früheren  ohne  Weiteres,  wenn  man  in  i c 

11  ' ‘ ' Doch  hat  man  dabei  zu  berück- 

I"  du 


u = oiler  in  W u — o setzt. 
2 


sichtigen,  dass  das  ganze  Integral  J'  <“  f nur  endlich  bleibt, 

wenn  p nicht  mit  y * zusammenfallen  kann.  Damit  gehen  für  die 
sogen.  I oga  r i l h m i sch  e n Integrale  — wenigstens  unter  Voraus- 
setzung eines  reellen  Inlegrationswegs  — folgende  vierundzwanzig 
Gleichungen  hervor 


_ / 

■ 1 " <lu 

/•I*  du 

1 

0 -tt x*  sin’ in 

sur  (p 

f*  $ n du  f 

/ o x sec4 <f  -fr-  X4  cos4  m 

du 

.1 

o cot  'ip  + jJ'ia  Jo 

x',lg*y  +■  J'd t 

1 

r»4  ” du 

/•{*  du 

-J 

o “J f x4  cos4  ro 
sin1^ 

Io  — x4  sin1  ro 

eosrtp 

*)  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichförmigkeit  sich 
hätte  hersteilen  lassen,  wenn  man  die  Argumente  der  übrigen  Thetafunctionen, 
was  offenbar  gestattet  ist,  in  gleicher  Weise  abändern  wollte. 
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,i  siu'oi  !1[r  du  /»Jt  du 

2 11  '*i  v Jo  — x’ sin1  </i  Jo  ■+■  cot*  rar 

Sl  ll  * fr}  • JVfi 


4»  du 


r l"  du  rln  du 

i i J-w  i ,4  sin2ir 

•"0  «1-4-  oo  v v # 


'•  X cos  y 
_ /“4  -t  du 
Jo  J'ip  -+-  cot’or 

.i  ros*®  _ /•J'i  (iw 


4«  du 

o xx 
4*  du 


-/’m 


JJy  Hin2  pj 
/••i7*  Cf  fl 

./„  I ~ «*003*9» 


sin2©  ~/2y 

I /»J7*  du 


ui  irtv  __  /»i71  du  __  i /M7*  du 

" V " •/„  -x'sinV  “ *'■'»  + lu'm 

«•os2  Ol  f /n  ~ 


COS  © 

/•l7*  du  I /»i7* 

•'(»  xf cos1  <■/>  -fr-  x sec* er  x «/o  x*s 


dJ*<p 

in  du 


J*tp 


f\u  du  r\n  (tu 

“Jo  .Jt'F  + x''lnim  -J0 

cos2  ra  J'tp 


'{n  du 


7rJ*us  &’v  __  rln  du  i /»i7*  du 

*“**'*  11  ~ Jo  - J! , - _ 1“  “ **  ./o  seV1^~+  x'Ym 

sina«p  ' */2ro 

_ rl71  du  i /»I7»  du 

colV  + ^ x ^°  + 

_ fin  du  _ p\u  du 

-Jo  , *"  “Jo  ~“Jl»  1 


sin2qp  -7*  n 


cos*y  -J2ro 


Bei  den  Integralen  trigonometrischen  Charakters  kann  für 
reelle  Werthe  von  u y1  nicht  mit  ji  zusamiucnfallen,  dagegen  ver- 
schwinden jetzt  für  u = — die  logarithmischcn  Glieder  nur  bei  den 
von  •>  und  abhängigen  Argumenten,  während 

1 °i  [v  + «i)  _ ± ^. («»-«)  llnH  2.  Io  H'{-v + “ Ll  - i.  Io  •>«(«-*’') 

21  h fl,  (v-Ul)  2 1 K !>,  {vi+n)  U 2»  **<?«(«  — ***)  2» 

in  J,  l8(- I)  = (m +7 


übergehen,  wo  die  ganze  Zahl  m für  den  reellen  Integrationsweg  zu 

bestimmen  übrig  bleibt.  Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dass  m 

verschwinden  muss,  wenn  man  etwa  x ==  o und  m'  = — - sub- 

2 

stituirt.  Durch  die  erste  Bedingung  wird  nicht  allein  % = i , 
K = ^ , y = o,  u = ifi,  ,Jta'  = cosbt',  ll'  = sin rar' cos1»' , son- 
dern auch 

Abhandl.  d,  K.  8.  üexllicb.  d.  Wiiiionsch,  XX.  4 3 
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=r ’cir» * +m')  °,irr  *■*- •**(*-■') • 


Folglich 


= o 


0'v 
Ov 

01  v e”  — e~ 


aV  —V 

«■  e — e , 

* = = 8ID8T  , 


0 ' I’  f _ 1 

0,7’  — e<’  _ — sinBj’ 

0> 


o,  v 


Damil  erhält  man  die  48  Integral  werthe 

frcns*ür'  0'v  r\u  du  ri* 

2** IT  Ov  7 - Wtc5®’  x',f 

sin’y  ^ 


du 

sec’ cp  x4sec4BT' 


du  ft* 

•'0  COt*^  4.  _W-r  A x'*tfi* 


’*4*  l/tl 


cos»  in 
du 


* */*n 1' 

x li|öl+  , , 

13  ' COS3  DJ 

"i7»  du 


/»jtc  au  _ Z*3  an 

Jo  ^2.  Jo  -y,'p 


' 0 *4-  x‘  sec*  fff' 

iios4P 


® 71 •+x’tg’wf 

cos  7ip 


ncos'm'i  Ö'tn  _ r\n  du  _ , r 
' Ov  J0  gin*®  -+■  lg*  ns'  J 0 


2 IV 


, ri*  du 


> 0 sin  tp  + tg 

'>}'■  du 


du  ri”  du 

•Iq  seo’nr' — cos1  tp  J 0 sec*tu'  — 


J*m'  ^ x'2 
cos2»'  J*<f 
£ 71  du 

sin2  9 
J*<p 


/r  sin4  cst ' / 0[v 

~Tn 


’ \0,v 


'4* 

du 

cos 

- -7  — ^ 
2OJ 

V 

du 

x4  sin 

'ip-b  COl* 

ta' 

r 

du 

~/3ro 

' « 

•in2  m 

, — x cos 

V 

du 

1 

sin’m 

, — J'<p 

f 

du 

1 

-+-  cot’ra ’ 

sin2  9) 

1 

du 

cot  V/> 

sin5 10 

r 

du 

^ _/*  DJ  ' 

= . 

sin*  9? 

sin2n» ' 

f»^7r  du 

1 §*+< 


sin3oj'  ^/3qr 
ri7»  du 

/„  J’®'  .rsin1® 

sin2  id  ' 


p!"  </« 

9 x sec’®  h 

pl»  du_ 

• >*Vf  + 

-1 » d u 

0 J T ■+■  cot 

OOS5® 
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'0  x cos  <y>-4-x  cos 
*$7»  du  /»I*  (lu 


o x"  " T -f-cos*©' 

~j'<p 


* COS*«Jp 


«w  r * 71 

«/o  J*(p  — x'4sin*©'  i/o  Jlrs' 

* j-(p 

7t  i 0* v \ /•$'**  du  i du 

2x'4//\  öft’ / ,/o  * *./o  sec* fl)  — cos4© ' 

sinatjp 

/»i7*  dfl  I /»4*  r/ti 

./«  cot* rp  ■+•  x n sin1©'  x »/o  lg 


y -+-  sin  © 
$7*  rftt 


/*  J7J  tffl  ^ /» 

-./o  f,’’  -x'Wor' 

Rin1^  COSaqp 


nj'm"  öjr  _ fl*  du  i piu  du 

2X^W0,U  - ./„  I Z-jC.-T'J'  sec'r-x'^f 

I /»l*  dw 


8U)atJP  J-vo’ 
r\n  du 

•' 0 r»nl* 


0 co»V  + «-^r  * ^ 

rkn  du  /»: 

= ./o  ' = J 

sin  * J«®' 


itJ'tn'  I 0'v\  r\u  du 
2x’iW  ( ' “ O.ü)  “ ' 


0 tg  tp  + 

J’  m ■ 

7»  du 

J*tp 

x * 

cos  Jitaf 

< du 

zT*®'  v */»9  -/>ra' 

1*1»  du  i /•}’»  da 


/*** du i /*!«  du 

“•A.  “ ?V. 

r xJ'm*  <J*tp  J,w' 

, et*  du  ci*  du 

_ Z ./O  -/*,  x^cos»®;  “ ,/o  _ 1 _ «“!?» 


59. 

Die  Formeln  der  Artl.  55  und  56  sind  mit  Rücksicht  auf  reelle 
Wertlie  des  Parameters  j)  entwickelt  worden,  allein  selbstverständlich 
behalten  die  für  die  Integrale  «’  und  «•'  gefundenen  Ausdrücke  auch  für 
complexe  VVerthe  von  p resp.  rar  und  tu'  Gültigkeit.  Es  handelt  sich 
dann  nur  um  Bestimmung  des  complexen  Arguments  v = *’„  + »,» 
der  Thctafunclionen  für  ein  gegebenes  p = u -+-  fti , und  diese  Be- 

13  • 
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Stimmung  kann  genau  nach  den  Vorschriften  des  Art.  53  ausgeftllirl 
werden.  Indess  ist  es  wtlnschenswerth , die  resullirenden  Formeln 
in  ihre  reellen  und  imaginären  Theile  zu  zerlegen , da  nach  Art.  42 
bei  der  Rechnung  mit  elliptischen  Integralen  beide  gesondert  ge- 
braucht werden.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  reellen  und 
imaginären  Theile  der  Integrale  mit  complexem  Parameter,  selbst 
wieder  von  solchen  mit  reellem  Parameter  abhängig  gemacht 
werden  können. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  von  Jaoxi  in  den  Vordergrund 

gestellte  erst»'  Form  der  zweiten  Ouatemion  fllr  1 1 — und 

J sin  tf 

p = x*  sin*  ra 


x*/lic  = 1« 


9'v 
9 r 


9 u + r 
9 11  — «j 


P+(J. 


und  bezeichnen  wie  früher  durch  P und  bi  die  conjugirten  Wert  he 
von  r und  sj , so  ist 

n ä , 1 9 > ■+■  r)  9 u + r 

Jr,  8 1 * 9u  — c 9{u  — r; 

. ä 9c  1 , #11  + 1#  11  — c 

2^1  = 11  — lg lg  . 

dr,  C9c  * r$(u  ■+•  e,  9 u — r 

Die  Anwendung  der  Formel  des  Art.  51 

9*9  u + r 9 11  — r)  = 9tu9,c- 9'u9',c 

eigibt  sogleich 

-i‘  = **  jjT  '•  P‘,  i'~9\ r.  r,  1 ) 

, 9'  11  ■+■  i , c,  i'  — 11  -t-  r.  9'  r,  11 

1 ^ u*  ..  ..  ••*  ..  . 


9 u- 


9'  h — r.  9 ] r,  1 
>V 


9’  r 9 u + c J . ^!ri®!ril 

9>.  9n  — 1,  »r,  M 9'r.O'r! 


O'c,  9’  11  — c.  1 , 


1.  I Oje,  u . , »,i,a,  11-1, 

— -If  1+  . r — + — lg  I I -t-  , 

1 ' ÖV,  9 H + r ' I * ' 9 c 9 u — t . 


Bezeichnet  man  iin  Folgenden  durch  //,  ir^  resp.  sjj  //’ 
und  1 r*  die  Werthe.  in  welche  10  //  r resp.  e>  If  r’  übergehen, 
wenn  man  r durch  r(  resp.  r,  ersetzt.  so  hat  man  zunächst  vermöge 
der  Venlop|H'lungsfonneIu  des  Art.  iS 

tgji  = Ubs,J  ■>,*  , tgjf  = tgo,'_/  or,'  x‘ 

und  für  sin/  = xsini  , sin/’  = x'sint’ 
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u. 


sin  «3, 
cos  mu 

j«. 

s.  \v. 


sin  J k 
cos  | / * 

x sin  ro0  = 

sin{/  2 K 

: cos  J A-  ■ //„=  — ipii  cosm. 

cos  J k 

cos  cr0 

sinl/  2K  ...  , 

II,  = — tgl k COS  fff. 

sin  4 * 1 ji  D * 1 

cos  } l * 

* z/m0 

Führt  man  ferner  die 

Gleichungen 

ff  11  + t’„! 
9*  (u  ■+■  t>,) 

= *sin*V>,  , 

ff  («  -t- 1>,  1)  . , , 

■jjn ™ x sin  Ui. 

» * " - «•; 

. , 

ff  («  — c,  < ) . , , 

Ö*(U  -t’,j 

x sin  idjj  j 

«1",  -i  “ X Sill  w. 

# (u  — t>,  1)  * 

ein,  so  crhüll  man  durch  die  Additionsrormeln  des  Arl.  1 7 
. _ cos  ro,  ^/nr,  sin  ±sinmacos<pJ<p 

1 — x’sin4®,  sin4y 

. ipl  _ z/rar,'sinf/)  ± isincr'cosiiT'cosy^/yi 
“<  1 — sin4  tu,' 


wo  folglich  die  Winkel  < ifi'  und  w'  conjugirte  complexe  Werthe  be- 
sitzen. 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  liefert  nach  einer  leichten 
Rechnung 

/> = *'noU,,+  *' *•'*'<  j. ,»+«v<  ■*»;«. 

1 x sin  er,  tg  bt,'  4 1 -r- x tg  ra,'sin  co. 


In  analoger  Weise  findet  inan 


2 Qi  = u 


l9'[va+v,i)  _ 9'(v,—  «>,»)  t _ j_ . 9'[u+v,i}9\ 
ld(e,-*-i),i[  9{v,—v,i)l  - k9t\u-v,i)9\ 


»Ku+v.iWv, 
»J(u— C.ljtfje, 


Durch  DilTerenliation  des  Integrals 

x'JT  /•“  du  _ 0'e_  1 9(u  + vi) 

COS 4Iü'./0  _J l-x't.-’Bj'  _ ' 21  15  — l’i) 

sin’qp  ' ' 

aber  folgt 

x’/I'sin’y  ß'v  1 i9'[u  + vi)  9’(u — ci)  v 

cos4sr'(i  + x*tg*ia'sin*y)  lil#(»+tii)  9[u  — cijl 

und  damit 

ö'jt»,  -t-  c,  1)  je,  — c,f)  _ ^ fO'v,  x*il,'sin‘w,  ) 

# (c, t>,  i)  &{vt  — v,i)  l öc,  cos4«,']!  -i-x’ sin* ^tg'ro,'  f 

n .1  ß'v,  1 . ^jii+p.i)  1 x,JI.'sin*nr0 

2Q1  = — 21I  u ~ 1 + tu  ’ . } — 2i(i  V ~ 

l öl’,  21  9[u  — c,i)/  cos* <3,  (1  -t-  x*sin*nr, lg* (3, ) 

_ J_  , j , _ ff  (»  + *’■»)  \ . J_  | { _ ff*’.  ff  («  ~ 0 

1 ' S'u.a’ju  + ti,«)'  1 ' J>Y„  9\u-v,i) 
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Die  Anwendung  der  eingefuhrtün  Bezeichnungen  ergibt 

. x*ii;  , x'n',  sin* ro,  i i — /.’  siidra.  sin'i/*,' 

~ ‘ ~ 4*  l — x’iin’v.  sin*»: 


COS  CI, 


ros  rar,’  ( i x sin  cr,  lg  ra,’j 


wo  das  lugarilhmiscbe  Glied  in  reeller  Form  durch 


- arc lg 


zx’sin1  er0  sin  Di/cosro’./oT^siny  eosipjip 


i — sin! ro,'_/,i/  : — x’sin'ro,  /,nr1'sin,i/ — sin1ra1’cos16r,'ros1i; .J'</ 


ersetzt  werden  kann. 

Man  sieht,  dass  die  Werthe  \ on  P und  Qi  durch  gegenseitige 
Vertauschung  von  und  ti,i  in  einander  Uhergehen.  Das  Integral  w 
aber  mit  coni|ilexeni  Parameter  ist  auf  die  beiden  Integrale  wt  und  u>' 
mit  reellem  Parameter  reducirl.  Die  Ausführbarkeit  einer  derartigen 
Keduetion  ist  liereits  von  Leukmirk  erkannt  worden*). 


60. 


Eine  abweichende  Bestimmung  von  Q gehl  hervor,  wenn  man 
dasselbe  auf  die  Form  bringt 


„ x1/!,’ sin1  rar,  i i 

Q = — - , . II { '(+C, 

cos  cj,  i + x sin  er,tg  ra,'  1 < 


Ov, 


1 I »iw-t-e.-t-  e.i’i 
2 t h O » -t- c0  — r,  i I 


2 COS1 85,  i ,/0 


«— r,) 


o-r. 


sinay 


du 

+ X* ®1 


(Tr,  i ,„■>  u-v,+r,t)\ 
Ov,  21 

jusiu’nr,  i 
i -+-  x*  sin1  er,  tg1®'  ’ 


Durch  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  dem  früheren  entspringt 
das  Additionstheorem  für  die  Integrale  dritter  Gattung  in  der  Gestalt 

i’  ( 2 !’ “ _ f u+,°  _ f%~v*  _ di* i _ i . i—  x'sin'w.sin1^' 

cos  er,  1 ,/„  J0  J0  — * +x*lg,ar'  21  * i — x’sin1®  sin1!«.' 

sln’iy  oi  ui 

oder  mit  leichter  BuchstabenvcrSinderung 

x'lll  /'u+"-+  _2/‘a du  I _ Aig1.“ ‘',sinVi_siü,‘? 

'o  x1  sin1  in  * 2 ' i — x*sin*y,sinV 

surgj 

wie  man  auch  direct  mittelst  des  Ausdruckes 


*)  I.Kl.KMilii:.  Traitc  des  fonctions  eUiptv/ues,  Vot.  /,  Cap.  24. 
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i , im  + r)  (ti  ■+•  ii,  — v)  9(u — «,  — r) 

* p 9*  ( U — v)  9 (II  + II,  + t>)  # (ll  — 11,  + t>) 

beweist *).  Filr  ti  = nt  ergeben  sich  die  Verdoppclungslbruieln 

**///  r"-w“ — — } = iigi— K,iin>8iu% 

wo  Jn  K*sinm'  1 i — x*sin*iy>sra,i^ 


Slü’<p 


*11'  , /■«“  /■“  du  , _ ! i — x*  sin’i/1  sin*iu' 

s4bj  J0  — hx’tg’iij'  21  i — x*sin*y sin4!/»' 


siiri/- 


In  entsprechender  Weise  leitet  man  das  Additionstheorem  für 
die  Integrale  der  zweiten  Gattung  durch  logarithmische  Differentiation 
der  Gleichungen  ab 


9*9(11  + ii,)  9{u  — u,) 

9*u 9*u, 

9*1,9'», 

9*119*11, 

9*9,  (11  ■+•  «,)  9,(u  — 11,) 

__  u £1" 1 

9]  11 9' 11, 

y,u  9*u, 

9*9t(u  + ti,)  9t  u — ii,) 

u 9' u, 

9*it  9*u , 

9* 9,(11  + 11, ) 9, in  — 11, ) 

#JiT#,ii, 

_ 

#|u  9*u, 

i — x sin  ipt  sin  ip 


sin  Op, 

I “1 

sin  tp 

■ , 

i — sin  </>.  / 

r COS  tf 
4 . 4 COS* fl) 

.-x  sin  Vl-,* 


wodurch  die  Formeln 


9‘  (u  + u,)  y [u — ti,)  y u 4Kx>8in*9',  sim/iros <p-l’p 
9.11  + 11,1  9 .U  — u,  i 9 ii  71  i — x’gin'y,  siu’r/i 

9[u  + «,)  9[iu  — »,)  :> [u  _ | K sin*»/',  co\ipJip 

9,  ii+ii,)  9 , (u  - ii,)  ii  sin>  _ s\n*tp, 

9 1 u + n, ) 9j  u — tl,)  9^u  _ 4Kx'*  sin*«p,  tg</>  J<p 

(“  + •*,)  #,(«  — «!,)  9tii  ti  eos'tp  — sin‘y,  J*<p 

9',{u  + u,)  #/(u  — «,)  Sj'b  _ 4Kx'x"  sin’ip,  sinijpcosqp 

#,(11  + 11,)  9i{ii  — iil}  9,u  ;c  Jtpfp*  + x*  cos*  91,  cos’ 91) 


erhallen  werden,  denen  die  weiteren  Relationen  zur  Seite  stehen 

9',  (t<  + 11, ) 9t’(ti  — ul)  9ju  9jn 

9,,u  + u,\  9,[u  — ii,)  9,u  9t  11  ~ 

2 K x ,4  sim/i,  1 — x’sin’ip 

7t  cosipJip  cos  ip  dtp  cos  tp,<Jtp,  + x"  sin  ijp  siny, 


*)  Ycrgl.  J 0:0,1,  Fundainenta,  S.  161. 
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y in  + 11,  j 

.*> ' 1/  j>jn 

+ M,r 

9,  (l<  - II,) 

’Kx*  sin  tp,  cos  rp,  cos'  ip — sin  'ip  J'ip 

7t  J ip  Jip  Jip,  -b  n' sin  ip  cosip  sin  ip,  cosip, 

yj" + ",) 

9;  (11- 11, ) 

9'u  »i  11 

9 (u  ■+■  «,) 

#t(u-u,j 

»11  9,u 

2 K sin»/!,  Jip,  J'ip  — x*sin'y  cos'ip 

n cos  ip  cosipcosip,  ■+■  simp  Jip  sin</>,  Jip, 

11  + 11,) 

, y(u— »,) 

9[u  9’ 11 

»{■<-«,) 

9, 11  9u 

2Ksiny,  1 — x*sin  '<p 

71  sin <p  siny  cosip,  Jtp,  cosiy  _/</>  siny. 

11  + 11,) 

+ &!("-«,) 

9 9,u 

9,  (« + »,) 

»t(ii  — ii,) 

9, 11  9,n  — 

2 K sin<f,  cosip,  cos  'tp  — sin' ip  J'ip 

:i  sin  ip  cosip  sin  y costpJtp,  •+•  .J  ip  sin  ip,  cosip, 

(«-*•«,) 

9’, 11  “9',u 

Ü,  («  4-  «,) 

9,ii  9 , 11 



2 K sin  ip,  Jip,  /'  <!  — /'  sin 1 cos  'tp 

n sir uf  .Jtf!  sim/ . hp  cosip,  -f-  cosipsmip,  Jip, 


nebst  den  durch  Umkehr  des  Vorzeichens  von  n,  und  ip,  entspringen- 
den Ausdrücken. 

Bei  dieser  Gelegenheit  wollen  wir  noch  die  vielfach  zur  Rc- 
duction  dienlichen  Ausdrücke  anmerken,  in  welche  die  Addilions- 
forineln  des  Art.  1 7 sich  verwandeln,  wenn  für 


2 Ku ey  dtp  2 Kr rx  dtp  _ rx'  dtp 

-t  —Ja  J\<p x)  ’ n —Ja  J(<px)  —Ja  J tp*' j 


2 K 

v in  vi  übergeht.  Dann  wird  ip  = am  — (ti-t-vi)  und  man  erhalt 


^ii  _ sin  <pJx'+  ieosip  Jip  sin x' cos x'  _ siiH/'cosijr  eosx'.^x  ■+■  ijcp  sinx' 

1 — J'<p  sin*x'  cosijpcosx'-t- 1 sinx'^/x’ 

1 — cos'ycos’x’  sinijp^/r/>cosx'-l- icosqpsinx'^/x’ 

sin ipJx'—  icosipjip  sinx’cosx'  Jtpco&x'  J%'  + ix*  sin  </H-osy!  sinx' 

cos (f  cosx”—  1 sin (p  Jip  sinx'Jx'  cos <p  JtpJx  — ix’  sinnpsinx'cosx' 

1 — J'ip  sinsx’  Jtpcnsx'Jx '-+■  ix’sinycosqpsinx' 

i — sin’i pJ*x'  Jip  sinx'-*- i sin  ijpcosy  cosx'Jx' 

cosi/icosx '+  i sin q>  Jip  sinx' Jx'  cosip  Jip  sinx' cos x' +■  isiuipJx' 
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J<l>  = 


9«^  = 


dtpeost  J%'  — ix'sincjpcosijpsiDz'  casip&mx'  -4x'  + iimtpjtp cosx' 

i — ^'tpsin'x'  cos<p^/ipsinj('cosx'+  isiny^j;' 

x’cos’y  + x'*cos'x'  coscp^/rp'/x'-t-  ix',siiupsinx'cosx’ 

J tpcosx'  d x' + ix’sini/jeosysinjc'  cos  <f  cos  % ' ■+■  ismyjip  sinx'Jx' 

sim/>  cosy  cos^'^z’+  i^qpsinjr'  _ sin  cp  .1  cp  cosx*  -f- ; cos  ff  sm  %'  .J  %' 

i — sin'rpj'x'  cosipJip^x' ~ ' s,ntPs'nx'cosx'  • 

i — cos'f/icos’jt'  »iiup  J x'  + ifosip  Jip  sin  x'co&x' 

siiup  cos  tp  cos  x'  4 x ' — i<J(ps\nx'  costpcosx'—  i s\ntp  J tpsiox'  J x' 


Eine  vereinfachte  Gestalt 
au,  wenn  man  an  Stelle  von 
ciufUhrl.  Zu  diesem  Zwecke 
gange  *)  des  Additionslheorems 
menli  ptiramelri  tlicorcma),  und 
und  v — 6=  2»,».  Dadurch 
und  w resp.  II'  und  w'  in  l/k 

»'(v 


x'ntWi  = « 


61. 

nehmen  die  Wcrthe  von  P und  Q 
mo  und  ur'  die  Amplituden  k und  k’ 
bedienen  wir  uns  nach  Jacobi’s  Vor- 
ftlr  den  Parameter  (de  addilione  nrtju- 
ersetzen  v resp.  durch  v -»-£'=  2 vt 
mögen  m in  k,  tu'  in  k\  so  wie  11 
wk  Il'k  u'k  Ubergehen,  wo 
t>+  u) 


x'nk 
cos*  /, 


#(v 

b wk‘  = u7iT, 


■i’)  i ■ , 9(v- 

• t>)  i g 9 je  1>  — ti) 

— ü)  i & (v  — v ») 


£>(e- 


— t’)  i (t)  — V -»■  H) 

— v)  * 14  9 (t>  — v — u) 


Die  Verbindung  dieser  Gleichungen  mit  x'flw  — P-t-Qi  liefert 

m 


z (/*+  Qi)  - x'  | JT*«)*  + -- u>ij  = 


“de  g tfv&'v 


t>)  # 1 1<  — 6) 


_!_ , »*(e-u)  J(e- 

* g#,[e- 


■ V -*-»)#  (ti  — V- 


■ u)  H(v  + v — u)  H[v  — v — ti) 

Durch  Zerlegung  in  den  reellen  und  imaginären  Theil  erhält  man 
leicht 

„ i&'(v+v)  &'v  #'ü\  i . u)#(ö— n) 

zP  = x /Itict  — »U-- — — ;r  — t_  I h — lc„;  — ^7-; — £ 

* * \#(e-»-t>)  v 9vl  * &[v+v—  u)#(e+u)vf[e+u) 

xVfj.  , . i y(v — 5)  &'v  #'tn  i g(e— ti-m] d[v — iiifr  ii-t-n) 

— cos*Ä  ’ “ &v  Uv)  + 21  g#(o — ü— i t)&[v—u)&(v+ü, 

Die  weitere  Reduction  bietet  keine  Schwierigkeit,  wenn  man 
sich  der  von  Jacobi  aus  der  ersten  Qualernion  des  Art.  50  abgeleiteten 
Formel 


*)  Fundamente,  Arl.  55  u.  56. 
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9 9{y+3)9[2+ar)9(j-+y)  = 9.v9y9z9  .i+y+z)  + 9l.r9,!/9,i9,'jc+y+3) 

bedient.  Setzt  man  x — ±u,  ij  = v,  z = P,  so  folgt 

.7,0 .7,  r .v , » 7,  I r -+-  r — u) 

i>  I’ — «1  |7  C — Mj  i l’ + (•  + «)  #0  tfö  Jt»  — u) 

.7  r + uj  9 (o  + 11  9 r+  r — » — 9,  r .7,  ö .7,  » .7,  o ö + uj 

1 90  9ll  # (O -t- Ü -►  «) 

mithin 


i .7  r + r •+-  » ,7  r—  n Pr  — „\ 
1 8 9 ,r-4-  ö — III  ,7  7 (•-+-»} 


t'B 


i -+-  p sin»  sin™ 
i -f-  ysituf  sin  tp 


WO 


8,0 « 


wahrend 


i .7,  «±2o„i  _ oosA_/Asim/' ± sinAeos</’./</) 
yx^i/±2r0'  " i — x'sin’Asin'ryi 


p = x‘ sin  in  sin  bj  = iihkI/j 


also  im  vorliegenden  Falle  durch  den  Modul  des  Parameters  p — x'sin’ra 
gegeben  ist.  Diflerentiirt  man  nach  u und  lasst  dann  « verschwinden, 
so  wird 


9 (v  + v)  9 v 9 v 2 K . , 

, — — r. Tr  — o stn* 

9 [o  + o;  9v  9v  n 

Ebenso  erhalt  man  durch  Umkehr  des  Vorzeichens  von  t> 

i . 9(v  — ü + M;#(e  — u 9fi  + u)  i i — p sin  sin«/ 

— ö — «)  9 (o  ■+•  m)  9\i'  — uj  2i  8 l — p siny  sin  i /«' 

tp ’ i #,(11  + 211,1)  Jk’shuf  +1  isink’co&k'co&tfjtp 

s"'o/  “ Jx  ,>(»±2  0,71  ~ i - siu' k'j'ip 

und  durch  Ditferentiation 


j , 9'[v  — r) 

yr 

i \ 9[v  — 0} 

9'v  \ 2 K . , 

9v)  = TT*1«* 


Damit  ergeben  sich  schliesslich  die  Wcrlhe 


2 P = x1  IJ/,  u.'h  ■+■  ’ ^ " p sin  k -f- 


1(5 


1 -+-  p sin  tp  sin  01 
1 -t-  p sin  tp  sin  tp 


20  = 


F 'n; 

cos *k‘ 


«’*  - 


2K» 

n 


p tgA'-e  artig 


p sin  A'cos&'sin  i/>  cusip.Jip 
1 — sin’A'z/'y  — p^/A'sin*f/) 


welche  sich  durch  Einfachheit  empfehlen.  Je  nachdem  r,  oder  va 
verschwinden , gehen  diese  Gleichungen  Uber  in  die  Verdoppelungs- 
formeln 
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siuracosro./ra  / — 

•*o  — x’sin’ro 

surqp 


sin  kcoskjk 


/•«  du 
Jo  -xW* 


4kx*  sin  et'Jej 


Je i /•“ 

3»'  ./o  I 


sin k 

sin  ~(f> 

2K11  , . - . , 1 . 1 + x*  sin*  rasin  u>  sinnt 

I x sin  rosin A -t — Ir — — 

3C  1 n- x sin  rosin (/i  sin i/i 

du  2 Kx1  siak'Jk'  r “ du 

cos’k'  ■ 


0 — % — t-  x*  tg‘  ro 

sur^p  0 

zKu  , 


-+•  x*  tgV 

sm’tp 


n 


, , , ,,  1 . 1 — x ta  ro  smr/i sinw 

x l|i  ro  lg/.  + . lg  ~ Ti 

21  1— x lg  ro  sin  t/i  sin  1// 


x sin  ro  = 


1 — Jk 
+ cos/. 


, , , Jk  — cosft 

x lg  ro  = 

1 -1-  cosA 


1 1 + x* sin* rosin  1/  sinn»  _ cos  J (tu  — <f>) 

2 b 1 -+-  x’sin’rosiut/isin^i  — °cosJ(i//  — ip ) 

1 | i — x* ig’  ro’sin</>  sin  tu’  ^ 8rcig  [Jk' — cosAf) sink' sin  tp costpjtp 

21  1 — x*  lg*ro'sint/>  sini/t'  1 — sintk'Jt(p  + cosA'cos’ip  ■+■  Jk'sin'ip 

Bei  der  Vergleichung  mit  den  entsprechenden  Resultaten  des  Art.  60 
hat  inan  die  verschiedene  Bedeutung  der  Winkel  ip  und  <0  nicht 
ausser  Acht  zu  lassen. 


62. 

Auf  analogem  Wege  kann  man  auch  hei  den  Übrigen  Formen 
der  Integrale  dritter  Gattung,  welche  im  Art.  55  zusammengestellt 
worden  sind , fUr  coniplexe  Parameter  die  Trennung  in  den  reellen 
und  imaginären  Theil  Ausfuhren.  Es  wird  nicht  nülhig  sein,  die 
Resultate  sämmtlicher  48  Fülle  einzeln  anzugeben;  wir  bcgnilgcn  uns, 
die  entsprechenden  Gleichungen  zwischen  den  Thetafunctionen  hinzu- 
schreiben, von  denen  die  weitere  Rcduction  abhüngl. 

!f  9 (y  + s)  9 [x  y)  9 (sc  •+■  *)  = 9{x  + y + z)  9x9y9s  •+■  9{(x+y-o-3)  J,*#,  y 9,  3 

= 9 j [x-t-y  s)9,x9,y  9 ,3  — 9,(x  + y + 3)  9,x  9,y  9, s 
9 9iy  + 3)  9,(x+y)  9{(x-t-  3)  = .'>(x-*-y-*-3i  9x9,y9,z  -1-  9 , (x ■+•  y -t-»j  9,x9y9z 

= 9,[x+y + 3)  9,x9,y  9,3  — 9,{x+y  + 3)  9tx9,y  9,3 
9 9 ly + 3)  9,(x+y)  9,\x-t-  3)  = 9,(x-t-y- f-  z 9tx9y9z  + 9,(x  + y + 3)  9,x9ty9t  3 
= 9(x,  + y + z)  9x9,119,3  — 9,  (x  + ij  3)  9,x9,y9,3 
9 9 ly + 3)  9,  x + y)  9, ;.r  3]  = 9, [x  + y-o-  3)  9,x9,y9,  3 -+-  9, (x -4-  y + 3)  9,x9y9z 

= 9 [x ■+■  y ■+■  3)  9x9,y9,z  — 9t(x+y+z)  9lx9,y9,z 
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9t  y +•  s)  9{x  + y\  9(x-t-z}  = 9(x  + y + 3)  9x9ty9ts  — 9t[x  + y + z]  9tx9,y9,  z 
= &,[x+y  + *)9,x9,y91z  -(-  9,[x  +y-*-s)  9tx9y9s 
3)  (x  + y)  (x  + 3 j = (x  •+■  y •+■  , x 9,y  9,  3 ■+■  9,  (x  + y •+•  1)  9tx  9,y9tz 

= 9 (x-t-y-4-  3)  9x9,y9 ,s  - Sjli'  + y + sjS^Sjfls 
1 !y ■+■ 3)  (x  + y)  (x  + 3)  1=  9, Ix  + y -+•  3)  X »,  y »,  3 + 9, (x  + y + s)  9tx 9ty9t» 

= 9,{x+y  + 3}9,x9,y9,3  — 9\x  + y+ 3)  9x9y9z 
ü,!>,‘y+  = v>j ix  ■+- yi  #,  x + 3)  = »,(x  + y-t -3)  9,x9ty9t3  — 9(x+y-t-a)  9x9,y9,z 

==  #,{x  + y + »)  9,x9y9z  + 9t[x+y  + s)  9tx9,y9, 3 
^3^3  J/-**1)  9[x  + y)  9(x  + z)  = d(x  + y-n)#x#,y$,*  — #t(x+y+  j)»tx#,y^,s 
= (x+y-4-  3)  9tx9ty9t3  -+■  *,(x+y-«-3j  9,x9y9s 

*1  '“f3  !/  + 3,  ^ (x-*-y)  tf,(x  + 3)  = >,  {x  ■+■  y + #ji/ ; -t-  (x  + 9 + 3 9,x9ly9l  3 

= 9x  + y + 3)  9x9,y9, 3 — »,(x-+-y  4-3)  9tx9y9s 
#i*»(sr+a)  9t{x+y  9,[x  + 3 = d X -4- y -4-  3)  9x9ly9lz  + 9t [x  -t-  y 4-  3 9tx9,y9iz 

= tf,  x + y + s)  9,x9,y9, 3 — ^(x  + y-f-i)  £,x#y#3 
s)  #,(x4-y,  i>,(x4-  3)  = #,(x  + y + 3)9^9^ 9,s  — 9t(x-hy  + 3)  9tx9,y9,  3 
= 9(x  + y-h  3)  9x9y9z  -1-  >t(x4-y4-3j  9tx9,y9,s 


sin  (it 

i/nr 


Bezeichnet  man  durch  A,  /< , r die  Moduln  resp. 
und  Igor,  so  gehen  die  Werlhc  hervor 


von  sin  m , 


9[v—  u)  9(0 — l()  #(2t>,+  «) 

9 c-t-w9  v + ii\  9 21',-  i/j 


9l  [v  — u}9,  (£•  — u)  9,  (2  o, 4-  u\ 
9,  v + u)  9,  (v  4- 11]  9,  (2 1’,—  u) 


9,  r — „9t  (6 — u)  9,  (2  r„4-  u) 
9, , c 4-  u)  9, 1 i'+u}9,(  2 r0  — u i 


4-  x’A*  sin  tp  sin  ot 
4-  x’A1  sini/sini// 

— »V*  cos  <jr>  cos  <«  _ 1 — v'  J ip J m 

— X*  fl*  cos  <f  cus  >fj  ~ i—v'JipJtp 

+ _g_ 

sin  «jp  sin  tu 

-T  . iii: 

siniy  sin  V- 
4 J OP  mJ  (U 

-f-  ||  ’ . 4 

f sin  9?  sinw  l *4-  V COl  tp  rotcü 

-f- I +7  COi^p  OOllff 

‘ sin<jc>ini^ 
cos  <p  cos  Ol 

+ ; * JyJty 

COS  <f>  cos  il> 

-*-  x'*/«1  seef/  secctf  i x'1*'4  tg^>  ig<o 

+ x'*  u*  sec (p  sec  tp  ~ i x '4  y*  lg  (p  tg  </; 


^,(v—  m)  — m)  2 P,+  u, 

9,{e  + u)  9,’t  + u)9,{2V,-u) 


Jtf  J«l 
. « jicosycos^ 

JtfJy 

j >t  « sin®  sin  tu 

x t\  jvj« 

i it  «sintrsini/; 

“xx  f-  -J^JyT 


Jtf  J W 

X,aK» 

aJtjP  J 
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A*(21’,)  9v 
_ »;v 
#.l«J  9,V 


&t(2 «',)  'V' 

nebst 

i 

i \ >(2t>,  l) 

i '*,(*•».») 


£ pt(*V) 
i (a  t»,  r) 


# v 2k  , . . _ . , 2 K * . « . . 

— — = — x sin  bi  sin  bi  sin  A x /.  sinA 

v/r  /r  /r 

#,'»  2 K l — cosnreosiöeosA  _ 2K  1 — JtnJäJk 

#,ü  /t  sincr  sin ci sin/.'  — » x1  sin  cisinci  sinA 


2K  JmJmJk—  roser  cos 01  cos/,  _ 2K/S111A  Jk 

.1  z 1 sin  CI  sind  sinA  n \ A1 

2 K /sinA  IV  2K  /sinA  Jk  V 

njk\  fl * tgA;  ic cosA  \ r1  sinA  / 

91  v 2K  ,,  _ , 2K  „ , , 

— , * = X tllBTtl'BIlgA  = X V IgA 

9tV  H ■ c ]C 

9lv  2K  , ,,  sin  er  sin  S sinA  iK  . ,<  , sinA 

— = — xx  = — XX  11  — - 

9,v  n JmJnJk  n H Jk 


+ 

51* 

1 

d'ih 
9 61 

= — x*A’tgA' 

7t 

W\ 

2K  /sinA' 

Jk' 

9,v 

9,  vl 

ircosA’  \ A1 

sinA 

2K  /sinA' 

1 V 

= nJk'Yf?" 

"igA'/ 

91v 

9tv’*~ 

9^\ 

9tvl 

= — x'*v*  sin  A' 
n 

iK  , „ , 

sinA' 

9,  v 

9avl 

ss  — XX  U 

7t 

z/A'~ 

Jk' 

igA“' 


1 


wahrend  in  den  vorhergehenden  Ausdrucken,  durch  den  Wechsel 
des  Vorzeichens  von  v,  A*  fi‘  und  v'  ihr  Vorzeichen  umkehren  und 
tp  6)  in  ip’  ca'  übergehen. 
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S.  68,  Z.  5 bemerke  man  die  Gleichung 

_ I \La -rro  + K !-r  + ®,)  -*•  AT,1  ■+•  f,  jixx,  .1/ (<r  + X,'  -+-  iV) 

A , — 3 

(*—*•) 

S.  8i,  Z.  io  lies  £ -t- 6x*-*- 2 6,a? -H  c,  statt  2 6, -fr,. 

S.  86,  1.  ii  lies  ■+•  f’(Q  statt  — so  dass 

[t.-r»y,  + K !*t,  + y.)  + -v,l  — f, ■+■  ®?„(x,  ■+•  yj  -t-  9J,] 

* a(<r.-y.l* 

S.  88,  Z.  ,,  lies  n + f*  statt  fV  + f* 

J o «/  o •/  0 «/  o 

S.  89,  Z.  1 3 sind  die  Worte  ausgefallen : 

Der  Winkel  ^ wird  durch  ein  auf  die  Seite  tc  gefälltes  Perpendikel  in  die 

Jt  , rt  , 

beiden  Theile  — und x zerlegt,  wo 

ir<j'  = lev^x  und  irz'  = tRj-Jy 

, . lKf^7  + tt!y^9 

Die  Gleichung  w = a>  + y oder  tg«i»  *=  ist  bekanntlich  für 

i — *e<msxJvJx 

die  numerische  Hcchnung  besonders  geeignet. 

S.  93,  Z.  12  v^u.  ist  hinzuzufügen , dass  für  G*>2’jllt  die  Wurzeln  A,  und  Af 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  A und  II  besitzen  müssen,  weil 

A -fr*  A,  -f-  Af  = o und  AA,  At  = ~ II . 

S.  96,  Z.  20  lies  (o* — o)1  . 

V^V  V®v 

S.  104,  Z.  7 lies  —2 statt  — 2 • 

y y 

S.  117,  siehe  den  Nachtrag  zu  Art.  16. 

S.  1 22,  Z.  ii  lies  (1  (\  ^ ) statt  (» t/^)  . 

S.  125,  Anmerkung,  lies  tg|w  = i tg  ' . 

S.  132,  Anmerkung,  ist  zu  erwähnen,  dass  die  Gleichung 

xM  _ x, (—  V</1  = 1 ; + _ |*/l6y 

Xt1/)  x,(v*l  1 — v*  — V ** 

auf  bequeme  Reihen-  resp.  Kcttcnbrucliscnlwickclungcn  führt.  Zunächst  er- 
hält man 

V?  = j/ (1  + 9 — y’+y*  — y*.  •) 
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1 90 


un«l  durch  Potenzirung 
x* 

q =»  -^r  (l  -f*  Sq  ■+■  20q*  — 62  q*  ■+■  21617“  • • ) 

«der  für  A = 


- x x 

“7  i 

• X X 


q =»  i“  (i  ■+■  20q'  — 62/+-  2167'.  .) 
woraus  wiederum 


= ]/  (•  + 57*—  537*+  7*49° 


.V* 


oder 


' + 5?-53?1-*-  724'/s--  = ]/ i6?(x  + - )* 

hervorgeht.  Die  Umkehr  dieser  Reihen  ergibt 

Vv=ff{^(f)V7(:-)V68(f)V76.(-f)V 

. X . «*  ,x  It  » 

-4-9218 (- ) + 117451  (-) 


oder  in  KcUenbruchsform 

1 x 


19  x 
96  I 


19  x 
96  1 


= l/JL.  i-JLf- -1 

Y ^41  16  i • 

— lV*  » ^ 5 **  • 61  4*  • 771«  C 
^ r 8 1 64  * 160  1 39040  1 


JJ 

’i  5*  1 


»7453  * 
■96976  1 


Um  die  Convergenz  dieser  Entwickelungen  zu  steigern,  braucht  inan  nur  q in 
q*  oder  q* , folglich  x und  A in  x,  A,  resp.  x4  Af  übergehen  zu  lassen,  wobei 


x.  = tg*  1«  und  für  x ' = cos*f . x*  = ‘ = ( * 

* l + x,  \i 

2 X 

ferner  für  x4  = tg-Jy  , A,  = =»  siny  und  für  x4  = 3/2  sind 

. 1 x« 

A4  = lg  d werden. 


S.  135,  Z.  8 v.  u.  lies  J(q>xf)  statt  J(qt'x'). 

S.  140,  Z.  g u.  10  lies  sin*',  sin*,,  sin*4  statt  sin 2*',  sin2f'  und  sin 2 *4 . 

S.  148,  Z.  7 v.  u.  setze  man  hinzu:  Zugleich  geben  die  aufgestelltcn  Ausdrücke 

zu  erkennen,  dass  die  höheren  Diflerentialquotienten  der  Thetafunctionen  sich  auf 

diese  Functionen  und  ihre  ersten  DilTerenlialquotientcn  zurückfiihren  lassen. 

S..148,  Z.  2 v.  u.  lies  u statt  u — • 
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Fortsetzung  der  Berichtigungen  und  Nach  trüge. 


S.  60,  Z.  3 v.  u.  hinzuzufügen:  Kür  6 HCl)  = A D*  -+-  H* E oder  i + T = o wird 

i«  = (»**  + ")(  jJ<p'+4*+  i 

S.  61,  A um  er  kting  zum  Schlüsse  des  Art.  3. 

Aus  ^.3 — Gk  — II  = o folgt 

g3  — 27 //4=  (12/.*-  G)*(G  — 3z*) 

Für  3 A4  > G ist  mithin  nach  dem  Obigen  If*  — AC">  Ak.  Ha  aber  die  cuhischo 
Gleichung  in  jedem  Kalle  eine  und  nur  eine  Wurzel  hat,  fiir  welche 
4**>G,  so  fragt  sich,  ob  auch  in  dem  Intervalle  G>A4>-*-G  stets 
H* — AC^Ak  bleibt.  Ware  Letzteres  der  Kall,  so  würde  die  Wurzel  A, 
welche  gleiches  Vorzeichen  mit  II  = k (4A4 — G)  = 4AAtAt  besitzt,  stets  eine 
reelle  Zerlegung  herbeiführen.  I)iess  tritt  in  der  Thal  ein  für  H 4 — A ( ' > o , 
weil  wegen  t ss  o A,  und  A4  resp.  dz,  und  Akf  entgegengesetzte 

Vorzeichen  von  /.  resp.  Ak  besitzen.  Da  nun  bei  vier  complexen  Wurzeln 
nur  eines  dieser  Prodnele  « — A C sein  kann,  so  hat  man  die  Fälle 

1)  Ak  < B*  — AC  , Akx  > IC  — AC  , Akt  > H 4 — AC 

2)  A kx  < //4  — A C , Alt>  I?  — AC  , Ak  > H*  — A C 

3)  Akt<  //4  — AC  , >IA  >Äf  — AC  t Akx*>  tt*  — AC 

Die  Fälle  2)  und  3)  enthalten  für  II*  — /tG>o  einen  Widerspruch,  der  für 
IC — AC<o  wegfällt.  In  der  Thal  kann  letzterenfalls  die  Wurzel  k einer  nicht 
reellen  Zerlegung  entsprechen.  Wenn  aber  auch  $,  und  ronjugirt  eomplex 
werden,  so  bleibt  doch  £, §40£4  reell.  1'ebrigens  wird  für  den  Kall  von 
vier  reellen  Wurzeln  A4 — GA  < 2 [C* — HD),  während  bei  vier  complexen 
Wurzeln  k*  — Ck  > 2 (C*  — HD)  . 

S.  66  sind  zu  den  Formeln  des  Art.  6 die  Gleichungen  hinzuzufügen: 

7 = M*—LN  , \h  = [Lx+M  <Mxx  + \t)  — [Lxx  + Mt){Mx+  N) 

3*i  = 2 [AI)t  — * 4»,  *3  = ••»4  + 3«V« 


2is  = — EAX  , 9 *i *4  = *0 *r.  + 8*j*s 

3*4  = 2(BEX  — EHX)  , 4 *3 * 5 = + 3*4*4 

^ G 27/i  / = 4*4*4  *1  *6  3*3*3 

S.  85,  Z.  16  lies  cff4  statt  <?#,  . 


S.  86,  Z.  6 v.  u.  lies  »mit  dem  Modul  x < 1«. 

, also  in  diesem  Kalle  eine  absolute 

4 (C  — 27  //* 

Invariante«. 


27  G 

b.  103,  Z.  13  lies  »p  = ~~ 


AhbanJl  d K.  8.  Ge*<‘llinli.  «1.  Wi*#on>.rU.  XX. 
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S.  tog,  Z.  8 lies  «in  Bezug  auf  x und  auf  y«. 

S.  113,  Z.  10  lies  xy * stall  x* y . 

S.  119,  Z.  6 einzuschalten : Man  sieht,  dass  die 

liellcn  Differentialgleichung  genügen  (u,  q) 


vier  Thetafunetionen 

= - 4» "(«.») 


der 


par- 


S.  119,  Z.  10  lies  »folglich«  statt  »nebst«. 

S.  125,  Z.  11/12  hinzuzufiigen: 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  durch  die  Elimination  \nn  y aus  der  Verbindung 
von  la  und  II*,  so  wie  von  lb  und  llb.  die  Venloppelungsformeln  des  Art.  18  als 

*g-i  = lKXJ  (/■  /')  uml  •«!*'  = 


hervorgehen  müssen. 

S.  126,  Z.  10  lies  »wodurch«. 

S.  126,  Z.  4 v.  u.  lies  1 -fr-./*f  statt  J%  • # 

S.  129,  Z.  11  lies  »aus  dem  Ccntrum  auf  die  Tangente«  statt  »auf  die  Tangenten«. 


S.  13 1,  Z.  10  v.  u.  lies  »was  aus  dein  Nachlasse  von  Gvrss  Bd.  3 seiner  Werke 
über  elliptische  Functionen  enthält«. 

S.  138,  Anmerkung  zum  Schlüsse  des  Art.  39. 

Wenn  hier  durch  Einführung  des  coinplemeutären  Moduls  7 oder-s/'<  e"“n  ge- 
worden ist,  so  gilt  selbstverständlich  diese  Ungleichung  nur  für  rcel  lo.Werlhe 
des  Moduls.  Das  allgemeine  von  Jacobi  aufgcstclitc  Transformationstheorem  er- 
setzt q durch 


. .. ...  , m i'  + m r « 

— TTf—  — . — rri  —rp-r—  -rjrr. 

m .1  < + 11  lg  7 — m A-f  n A 1 


► « 


q = c 

wo  «in' — m*n  = 1 , und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  durch  geeignete  Be- 
stimmung der  ganzen  Zahlen  wi  n m*  n'  stets  mody'^c”71^  gemacht  werden 
kann.  Siehe  Jacobi,  Werke  Bd.  I,  S.  385  und  Bd.  II,  S.  35,  sowie  Leipziger 
Berichte,  1862,  S.  92  Hg. 

S.  138,  Z.  8 v.  u.  lies 

sin»*'  — 7'1  sin3»*'  -fr-  //'“sin  5*1'  — y'1*  sin7«'  + ••• 
y'xtgy'  = , ,v  ~ 7 7e  , ,,'4  “7 

cos  u -fr-  q cos  3 w y cos  5 u -+■  y cos  71*  -fr-  . . . 

S.  140,  Z.  9 lies  »wo  für  *'  = cos* 


= tg*  J (frw  — *)  = cos»,  , i,'  = lg*i(Jnr  — *,)  = cos»,  de.« 

S.  142,  Z.  6 einzuschalten  »oder  x =3  3 — 4/8 . Vergl.  Tiiomae.  Theorie  der 
complexen  Functionen  (1873',  S.  111.« 

S.  146,  Z.  7 v.  u.  lies  »$  und  ij , sowie 

S.  150.  Vor  Art.  45  sind  als  neue  Artikel  cinzuschalleti : 


44«. 

Die  Diflerontialformeln  der  Art.  33  und  44  lassen  sich  in  frucht- 
bare Rcihencntwickehingen  unisetzen,  wenn  man  die  Logarithmen 
der  Thetafunetionen  bildet: 


Digitized  by  Google 


117) 


Zl  II  liciU  CTIIIN  KU.IPTISCIIKH  InTEUBALE. 


Ipffll  = Ijl*,  -4-  V |(i  (l  — 2( I*"  *C0 *211  4-  q"'~i) 

W = 1 

/ , q”  POS  2 II II 
= 'l'Xi  -*>  , «„ 

»1  = 1*  (l  11 

Ijt^M  = l}(  (2Xi  </'  sin«)  -4-  V4  lg  (1  — 2q4"  cos2H  -4-  q'" 
. q4B  cos  2 11» 

= lpS2xVsm«)  — 2 2, 

I — q » 

l(;  .‘>,11  = IjJ  2 X,  ql  COS»;  -4-  NT  l[{  (1  4-  2q,nC082ti  4-  q'" 


= IH  3t.  <P  f<>s»)  4-  2 (—  0" 


q cos  2 11 » 


-q  n 

lü.*/,»  = In Z,  4-  V I*  ( 1 4-  2 q4" ~ 1 cos 2 „ 4-  q4 " - V; 

^ i — q n 

Durch  DilFerenliation  folgt  sogleich  für  die  Integrale  zweiter  Gattung 

lb’  H 


= i V 


= 4 > 

■*7'  1—2  q‘"  ' cos  2 » 4-  q 


q*”-  ‘ sin  2 1<  scr  ?" 

1 = 4 > — i-v  Sill  2 1 

IB“  I 


,1-7 


7*  sin  2 1# 


1 »*  7 »in 

' = rot  u -fr-  4 > 1 - 

i w 1 — 2 7 * ros 


V * 


= coln  -f-  4 > -*  -n  sin  2 n v# 
2 7' " cos  2 1#  -h  7'  ',l  1 — 7i  " 


\blli  mry  fl*"sin2W  VT-  ■ n 7 

-4-  = _lgu-4^  ' 75  “ -‘«"  + 4^  (-')  - 

A U I -h  2 7 COS  2 M 7 I — 

, = 4V'-.r  ,B 


q4n  * sin  2 ii 


f*“  = - 4 V 

'*3"  14-2  qin  1 cos  2 »4 -q 


V 

sin  2 » » 


I -q 


Sulistituiil  mau  diese  Werlhe,  so  erhalt  man 
9,ütu»,u  ^ ^;>t(u,qi)  =cnlu  + Av  1” 


■>"  ■>,  " &,  (»,'/') 


1 4-q 

(-I)V 


= cot»  — 4 sin  2 » ^ 

— I — 2 q"  COS  2 II  4-  q ‘ 

t &,  (11,  ql)  *,  ...  q " 

t>4 1 = #4  1 ' =l('»4-4>  — i)*— * sin  2 MM 

!ftu  .‘>,11  j>,(l (,  q«)  — I 4-  q 


= tjui  4-  4 sin  2 ii 


I (-'IV 

I 4-  2 q"  cos  2 1(  4-  q4 
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, , ,7»#,ii  , , tf  (211.  n')  2 »-i  fl'"'*  . , , 

!>'  = 17*  - 1 = 4-8^  sin  (4«  — 2)u 

#,«1.7,11  #,(211,7  sin  21/  1—7 

4-8sin2i/>  7 — 1 

sin2«  1 — 27  OOS41/ -*-7 

„,#,11.7,11  , # (21/,  7*)  „V  l'"’1  . , , 

*•  - a-  w>  ■ - 

- V *-•"  +»'•-: 

J 

,Vlt&,u  _ ,.,.7,11,  I>/J]  _ 

*i(».'71) 

= cot«  4-  4 sin  2 11  N7  ■ 

1 

, .7,  11 .7, 11  „ t .7,  (ii,  ii/1 ) x-r 

#,*  1 3 = •'>,  ’ =Ikii  +1Y-  ' „sin 

#ii#,n  .7,(11,171  Ä 1 + (—  7) 


, _ 27*— ‘co*4«H-?",_‘ 

. 

, _ C0I114-4  > - sin  2 11 11 

.7, 11 .7,11  #,  (11,  ii/i)  ■“  1 + '—'/  " 


I — 2 (—7;  cos  2 11  4-  7 


= 1(1»  4-  4 sin  2 11 


14-2  — 7) "cos 2 1/  4-  7* 


folglich 


,7.7,?*"=  ' ! 1-4- 8 sin'./ V ‘ 


1 M I jj  1/  I 


I — 27  COS  2 M H-  7 

2 A 


«n  } 


m-T  7 2 A 

= colo  — j > - - — sin 2 mm  = cot rr 

w 1+7 


.7  .7, - 1 U = t{*  o | 1 + 8 cos’mV  - - 1 } 

* 1-4-  27  w COS 2 U -f-  7*  ' 

vT  »1  7 2 A x 

= lgii*4-4^>  — 1)  —sin  2 nn  =••  ljjr/> 


„ ,.  5 ti  1 I . , vt  7”(i  -t-  7*"  1 

#.  " sin»  I ■“ “ 1 — 27  "ons2ii  4-  7 * 


V*  T 


--  ^ — sin  ( 2 » — 1 ) u = " * -r- — 

n sim/i 


.7,  .1 

#11 


7’-i(, 


') 


= 4 V — ? 


1 — 27*"  ,COS2ll4-7,n  * 

2 A'x 


»-J 


1 -7 


sin  r 2 n — 1 ' 11  = sin  ic 

n — t > .-i-  » 


lind  wie  sieh  (hireli  Vertauschung  von  7 mit  — 1/  und  von  11  mit 
K -4-  | n leicht  ergibt : 


Digitized  by  Google 


1 49) 


Znt  Reiiictios  elui*i im:hkh  Intkghale. 


..  „ #,«  i I ^ . , Vt  (—  l'V  i +q' 

— { i -4-  4 sin  ii  > — - 

« sin«  l , _ 


2 (]  cos  2 II  -4-1/ 


i v»  9 ■ , i 2hJip 

= 4>  ■ --  - —sin  2ii  — i u = ' 

sin«  • ' 


;i:  siiii/i 

....  V'  • 

,/  .7,  ' = 4 sin«  >,  — --  J — 

i 2qin~ 1 COS2«  -4-  74n  * 

VT,  in  • , i 2A'zz'sin«) 

= *2  <-  «)  , •)«  = —-jf 


1 / 1 ^T7  <?B  ( 1 0* 

- = { i 4 cos  u > ' -- -(  ' 

COS«  l I + 20* H COS 2 1 


• 2 q cos  2 u -h  q • 

= — — -4-  4 y'  (—  l)"  - COS  ( 2 li  — l)u  = ■ A 

COS  tl  — 1 »«-•  > ,-t  COSI/1 


,1  0,iU  ^rr 

Jt&*irT  = 4 COS«  > 

1 + 

5 TT  ,■  .„-I  q"  * , , 2 hx  CO 

CO» (an- i)a  = t - 

,,  „ -V-M  li  «VT  (— O’Vfl  + 9*")  1 

*.«  cos  u l 1 + 2 qtn  cos  211  + q'n> 

~ + *2  l~') 


- i/ 

»- 1 (.  j_ 

2 7,’,-,COS2IH- 7,n~‘ 
•"-1 


■ 27 

„SH  - I 


[*OS  () 


2 hx  1 


n Q 

— cosy 


1>  — 4 cos«  V 1 

• »«  1 -27*"-,cos2«+7,"-‘ 

VT  9"_‘  I 1 2ÄX 

= 4j>  , +7„,-,cos(2"-,)w  = ~ -cosv 


Zur  Vervollständigung  dienen  die  Ausdrücke 

v (-  i)"7**-,(cos2tt  + 7*"-*) 

' • * ‘ >1  - * 

2ÄV  1 


= ’+4~  , 

-•  + 4^{-.J*  7 


27*"  1 cos  2 u -4-  7 


cos2n«  = 

1 + 7*"  » 


-.)*-,7,"-,(co S2U-7*-') 

tfll  ' ' . -~‘»-l. 


^='+4-2 


= .+42" 


1 - 27 

7"  2 A*  . 

. cos  2 II 11  = Ja j 

I -4-  7*"  » ' 


*)  Jacobi  tjibl  in  ilon  Fundam.  S.  87  dem  letzteren  Ausdruck  die  Form 

<>,u  ^-i  (-1  )V"-' 


') 


«»3^  = «3*  + 8sin*u  V " ¥ liü 

*»•  ^ (,  -7,B-'j(i-27,n- ‘COS2U  + .,4 
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ausserdem 

gehörigen 


lim  Im  sich  in  den  humlmii.  (S.  187  noch  die  hierher 
Entwickelungen 


»u 

K 

v,  u 


•V' 


»i 


1 » 

27  — , _ iqtH~ ' voS2U  4- (/*“”* 


1 I 


4 sin’ 11  V 


sin  11  i'  ■*"  i — ,*"eos2U  4-  q' 


I 

.*"1 


. v(- («-r) 

I — 2,*"  COS2II  -f-  ,* 


sin  11 
1 


- |l  + 4 ms  11  > 1 

rus«  t — ■*  1 4-  j if  cos  2 u 4-  7 ' 


_L  v1 * 

ros  11 


Vl  - 


<r  ii  - ? 

1 -4-  2 (f  ” ros  2 11  4- 


2,1  V 


’ 2'/ 


7 

111  — 1 „ 


J 


H'*. 


Durch  Integration  der  (ileicluing  für  gehl  der  Werth  hervor 

2 A'u  „ „ /•«#,«.  xt  ,*  sin 2 «11 

11  = «im  — .7  / -—au  = in-  2 > 

' ii  v 0 <>||  w 1 4-,  11 

. 11* " sin  2 11 

= 114-2^  ; — 1)  are lg  - - 

1 — q cos  2 11 


*j  Hieraus  entspringen  die  trigonoinctrischcn  Hcihen 

i>;  xi  1 

1 ’ </,.  -+-  1 > a„  cos 2hu  , - = 

ft  u ü " W4«  CO! 


| V*  (—  |)n6NtiOS(2»  — l)  u 


ft.u  sin« 
wo 


1 — 4 \T^»nsin  (2M  — l)  M , ' !'  * 2fl0  H-  4 vr  {—  i)NaMC082ff 

sin« 


V(-, 


,w  — 1 


<>„  = V(-  «) 


m— t »Mm ■*■*«—») 

V 


Ucbrigcns  leuchtet  ein,  dass  die  im  obigen  Arl.  gegebenen  Entwickelungen  für 
u = o oder  u = 4 » Ausdrücke  mauiiielifaelier  «\rt  fiir  die  Potenzen  von  0 f*4  03 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  fiir  die  Producle  0 0t  , 0 09  und 
und  deren  Quadrate  liefern.  Wir  führen  beispielsweise  nur  die  Gleichung 
n— J »~i 

,'  = 4V  7 — = 4 V(-  ‘ 

= 4 2T(-«)-,*,w-,,,--+d 
1 —7 

an,  welche  in  den  Fundam.  S.  187  nicht  ganz  corrcct  ausgedrückt  ist. 
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Zm  Kedk.tion  elmi'tische«  Integhalk. 


wiihrcml  die  Integration  der  übrigen  Quotienten  die  Formeln  liefert 


>•  , 
r/n 

1 ^iu 

= X'J 

fV  ',4  = arclg(x'tg7>)  = 7»  - 
0 " V 

= « + 2 V- 

„ 7”  siu2NH  VTi 

— +,^<- 

, vr  M 

-/ 

'f  OBS  ff  tltp 

) J,p 

= arcsin  (x sin 71]  = 

-42’, 

7-‘ 

sin  (211  — 

ilff  = 2 V(_,]— 

4-7s,‘ 

~ 1 2n  — 1 

“ du 

rf  d(f 

! dtp  -+-  x'sinyi 

— ft  rl 
1 

= *J 

'0  cos  7»  jJ(p 

— r cos  7) 

7*»- »sinau 
-f-  q,"~  1 cos 2 tt 


■ - 9*' 


■z) 

V) 


i . i i . „i  . yr(—  i)V"~‘ain(a»  — l)l! 

= ig«8l  (*»  + «) + 4^  --Tr' 

= igtßl  4*+“  +2  — ‘1  jpv “ü 

" i — 2q  sinu  H-  q 


v r/‘  J sin  (2  « — i j « | i +29"  * sin  11+ q 

'■  ■ in— 1 __  B d—' 

■ — " 211—1  1—27  =smM+„ 


1-7 


in— 1 


9t»tf'tedu  = fl*-  = Ig^rr-Mp)  = Ilg  ' +'!-n* 

,/0  ./o  «•*'/>  1 1— sin  ,p 

«(—  i)*-,7*""‘sin(2n  — 1)« 

- igtgi(i«  + « +4^  —,hi 

1—7  2 n — 1 

. . V.  I -4-  2(1*  Sinn  -+-  qin 

= lg‘n J l‘T  + »)  + 2 !g  TV  ” in 
1 — 2 7 sin  « 4-  7 

/•}*#,«  , , pi™  simrdip  . 1 * \ *' 

a h = z/  4 = urc  i,?  < cüs,/’  > = a,u  tH,s  ^ 

= 4 V _9’,-*_'-»8>'T_lLu  _ ,y  (_  .V-'arc^2’""1008" 

•*“'  1 4-  7»"  1 211  — 1 


..in-  I 


r^^Ltiu  = rin4£-  = igcoi^T!  = igeotj»  - 4 — 

V«  ./»i  Sln9’  w 1 4- 

, . VT  n,  I + 27"  COS« + 7*“ 

= lgeot£u4-^  (— lj  lg —Ti 

1 — 2 q COS  M -h  q 


1-7 

' COS  ( 2 Ti  — l)li 

7 »"-'"Yn-, 


4) 


. ..  ru9tu  1 pfcnstpdtp  i+xsinif  , . 

= *1  J'V  = '*  ,l<p  = ^ ^ 5) 


6} 
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li; 


/• ' 1 .7,  u . /•  J sin  */  ilt/ 

l> ,/  du  = x / / ' - 

v.  ■>«  -J'l 

l/"'s  COS  2 II  — I 1/  _ I H- 2}*— *C08«  f/’“- 1 

* 4'—  I 211  -I  “ — 


/•  J'T  7|I  , /•»  » .. 

°i  7,^/  ,,  </<**=  / = Ifi 

7,11  SllUf  /.f 


•I»  ,/./> 


1—29*  • COS  II  •+-  t)~ 

f q *+■  i’OSip 

x'situp 


Ml  + x 

i'-*”1* ) 


= ly  ent  | ii  + | V 1 


ros  2 ii  — i ii 


“ 


/•“  .7,  ii  , rrf  I o ii  mi 

7 7,/  - </«  = * / 

./o  7,h  .'o  y7  (> 


i , i VT,  I + *9  cos« + 9” 
Igcoljii-t-^  ly  ' ' 

i — J /y  ros  ii  -f- 1/‘ 

, rviw  <l<r  *' 


= la  ' * 

4-x  eosy  ros  ^ 


« T i—  I "9  "sin* MM 
= -lgrosi«  + 4>  ■ 

— i -+-  (/  " n 


= - If;  ros  ii  4-  V(-  i n_  ' If;  I - 

— 1 > i + 


21/  sin  i/i  | 
/ I 


7 7,  /• ! n f *“ d«  = r 1 1 n" i d'?  = iB , ■ = ■„ . 1 1 

Ju  7,u  y'/*  (i  + * J sin  i/i  sm* 

vr  (—  i)" 9* "sin* ii  ( J,i  — «} 

= — lgsmin-4>-  ' — -s — 

• .VT  r — 1 1 I / * 9”  ros«  1* 

= - If; sinn  + > - 1 Ipi  1 — I 

“ 1 ' I + 9 ’ 


I 

In  diesen  Formeln  sind  manche  Itemerkenswerlhe  Kesultale  ent- 
hallen.  So  z.  li.  folgt  aus  1) 

,/.-«=  1 v_,  »-V  ’ - 

1 1 w b , _9«- 

milliiu  für  t,*“‘  = w 


e'V-“i'  = 


1 — 1 ■ 1 — 9‘m  • 1 — * • 1 — 9’ 10  • ■ ■ N*l—  1 


1M+  I M 


I — qoj  • 1 — 


-9 


v _ , v 


wenn  die  Summationen  im  Zahler  und  Neuner  zwischen  ±00  aus- 
geführt werden*).  Damit  erhalt  mau  (Jacobi,  Werke  lid.  I,  S.  9) 


*;  Die  Keilicncntw icLrlunyrn  der  Producte  riffelten  sieh  leicht,  wenn  mini 

0 M 

berücksichtigt,  dass  Nenner  und  Zähler  in  übergehen,  wenn  inan  tu  mit  yw, 

1.1 

resp.  mit  vertauscht  und  dann  7 statt  7 schreibt 
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, , V'  (_  sin 21 

, ,(»-■»<  j.  , _ 'gjl'/»  — «/  = 1+  N’(_  ,)"  r/“1**- 1 (,  + qtn\  7™  in 


Aus  2)  ergibt  sieh  ferner 


‘g  4(4« -V + 2 0’)  = - 


»,14  . J.r-i/.f/ä)  1 


2 7 i cos  2 11  — 2 7 * sin  3 u . 


!>  ( } ■ |.t  — m,  7* ) 1 — ji/i  sin«  — 27 S cos 2«  + 2 q^  sin 3«  . 

während  aus  6 und  8)  die  Gleichungen  hervorgehen  ') 

. . ! i • 4 ar  + “ ■ 9^ ) 

tgil.r-e  w)  = 1 11  * JJ-ri  = 

sinj  ; \ ,1  -+-  »)  — 7sin|'};>  + 11)  •+■  7' sing ( Jff  + u)  — </“sin|  ( J;r  + 11)  + 
cos}  J.I  +«;  + 7 cos} [-}  ;i  + 11}  + q*  cosg  [ \it  + u)  + q''  cos|  ;J,T  + «)+.. 

( Ju)  />,  ( } m)  l>,  {}  11,  ö/i ; sin  } 11  -+-  7sin|  u — 7’ sin  } u — q*  sin|  « .. 


‘gir  = - 


9 ( 4 u)  9t  ( ] «)  9t  ( J u , iq  i ) cos  } 11  — 7 cos  | n — 7"  cos  | u •+■  q"  cos  J u . . 

Die  Formeln  3)  und  7)  liefern  resp.  für  7 = } jt  und  7—0  {Fund. 

S.  108) 

arcsin*  = q^(—  i)"-1—  — -- — - — 

1 + 7 211  — i 

= jJS'f—  i)"-,arctg  — = 4^f(-  i;’,-,arctg7"-J 


Die  Ausdrücke  9)  Ins  12)  endlich  enthalten  die  Werlhu 


1 + * , _ 

*'  i>(J«,7  = ) 

<'USZ  _ »,(»,7*1  ?7*) 

JX  •>,(“.  7*) 


*’  . = ( i » » 7ji 

1 + * ‘ (4M.95i 

.7,  (m,7*)  (7*) 

smy  = 

9 ) tf«(7  ) 


welche  sogleich  direct  verilicirl  werden  können. 


14“. 

Hei  den  Inlegralen  der  zweiten  Gattung  erscheinen  die  Qua- 
drate der  Quotienten  zweier  Thctafunctiouen,  desshalh  mögen  auch 

*)  Jalobi  a.  a.  0.  sowie  in  Chelles  Journal  Bit,  3,  S.  172. 
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,.  /'  1 1 >'*,  « . /•  1 i sin«/  ihi  /«/  + x rosi/>  . <1  + « . ,\ 

* ’W.  *«« ""  = 'Jr  ./V  -*  ' «•  = M x*  "H 

CHS  2 II  — l II  • -*-  -1-  «tW  “ * 


V // 


— 7*  " ” 1 2 M — I 


i ><  __  V'ij,1  + -'/  ®m«  + 9 


,« « — i 
,*  H - » 


1 0. 


i — 27"”^  cosu  ■+•  7‘ 

.f“ «/« = /*J*-,-rfv  = ig^.r™''  = iK/'tW) 

• ’u  ^1  M ,/y,  Sil) </./</’  X Sill  </>  \ X ^ 1 

= lg  COl  J 11  4-  .) 


7 ros  ’H  — I « 


.-9*"-'  2 II  — I 


I .1  . xrr , 1 -t-  2 7 ins«  4-7 

lg  rot  J « 4-  > lg  ' 7- 

1 — 27  ros « 4-  7 


>«) 


cos* 


r^du  = x'  r "w/i'  = 1, , •+  *'  = ig y 

,/o  •>,»  ./„  / 7 (14-x  j oo8i/>  rros 

. vti  - 1 "7*"  sin*«  11 

= - lg  r<Miii4- 4 > 

1 4-7  11 

■ »)  * »,  r 1 * "» = f 5 : * - 'r. d,f  = ig  1 - .f?  = ig . ■ 

«/«  « J(p  J*p  (i+x  suiip  sm  ^ 


, . x-r  (—  i)*7  "sin  « (i;r  — u 

“ — lg»rai»  + 4 > !■» 


«4-7 


= - lg  sin  11  + y,-  ij*  * lg  { * — { 


In  diesen  Formeln  sind  manelie  betiierkenswerlhe  Itesullale  ent- 
halten. So  z.  B.  folgt  aus  1) 

f fl  — 1 — t u i 


7.  - 1,  = £ - 


i‘-‘ig'  7 

« - 7 


in  - 1 a u 1 


iiiiliiin  für  etut  = 


Ai? -UM  _ 


7 .1  7 7 

I — • 1 — 7 m • I — ■ 1 — 7 VJ  . 

«1  1 m T 

H*  x Ö* 

i — 7«f>  • 1 — • 1 — q io  • i — • 


Jff-nV' 

V -7pr9ir‘"-’vi 


wenn  die  Summationen  im  Zahler  und  Nenner  zwischen  ±05  aus- 
gelührt  werden*).  Damit  erhall  man  (Jacom,  Werke  Bd.  I,  S.  9) 


*)  Dir  llcilirnr  II  l Wickelungen  der  Pruducte  ergeben  sich  leicht , wenn  ni.m 

\l  u 

berücksichtigt,  dass  Nenner  und  Zahler  in  tibergehen,  wenn  man  oi  mit  701 , 

1«  *> 

rosp.  mit  vertauscht  und  dann  7 stall  7 schreibt 
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Zl'H  Kklh  ctiun  elliptischer  Inteurale. 


IN 


j - üi i . = •eil'/’-«)  = 


V"  {_  (I  sin 2 (I K 

1+  V( — l)"?"’*"-  1 (l  +■  9**!  COR 2 II« 


Aus  2)  ergibt  sieh  ferner 

1 J - J,t  — m.  f/i)  1 ■+■  27I  sin«  — 27s  cos 2»  — 29*  sin 3«  . . 

ig  i 1 1 — <r  ■+•  21p')  = -r  --  • = -j— i ; 

9 li  • — u,  7» ) 1 — 27-  sin«  — 27*  cos 2«  -P  27*  sin 311 . . 

während  aus  6)  und  8 die  Gleichungen  hervorgehen  *) 

*,(!■  1*  + H|  7*) 

sin 4 ( J/r  -P  i<)  — 7 sin  j ( J yr  +«)+  73sin$  (\>r  -P  11  — 7“ sin  J ( J/t  + «!  + . 
cos|  ( } tt -P 1< ) -P  7 cos | (•Jsr  -P  h)  ■+■  7* rh{  j J ,1  + 1#  1 + 7* cos | ( J it  •+■  m) 

tf,  (i »)  #i(  J «)  H«,  ir/i',  sin  J u -p  7 sin  J « — 73sin|  11  — 7“ sin  | . 


lelv>  = 


9(ju| 1 11  ^ J 11 , «gl ) cos}»  — 7 eosf  » — 7’  cos 3 u ■+■  7* coaj u • 


Die  Formeln  3)  und  7)  liefern  resp.  für  7 = J n und  7 = 0 (Fund. 
S.  108) 


•csin*  = 


= 2 yi- 


2H- 


= 4 V{- 

-IH  - \ ^ x 


i]“-,arclg7*-J 


Die  Ausdrücke  9)  bis  12)  endlich  enthalten  die  Wertlie 


— Jip  = j — , 

cosz  _ »,{«,7*1  V?*) 
JX  ~ 9t(u,q')»,[ q')  ’ 


x , 1 « 1 7 M 

‘8<^  = — : r 

i+x 

sm  y = — - 

»{*,  1) 


welche  sogleich  direct  veriGcirl  werden  können. 


iK 

Bei  den  lulegralen  der  zweiten  Gattung  erscheinen  die  Qua- 
drate der  Quotienten  zweier  Thelafunctionen,  desshalb  mögen  auch 

*)  Jacobi  a.  a.  0.  sowie  in  Grelle  s Journal  llil.  3,  S.  192. 
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für  diese  die  lielreflenden  Kcihcncnlwiekchingcti  i'iisunmiciigcsti'lll 
werden.  Durch  wiederholte  Differentiation  der  logarilhiuischen  DilTe- 
rentialquotienlcn  folgt 

I 11  \‘i„  /*'"»* 

\du 


u i & u 4 „ n q 

ig  »u  = - — ( f.  = 8 y — — - 
fru  \ 1}  u f , q‘~ 

= 8 V " _ 1 roS2 ii _ l6  V( 

)‘  lg  », « = f"  “ ( )’  = - + H V -ü^cos 

I },#  \ 1t , II  I Sil)  M — * | — qtn 

r«y 


9*"“*  sin  2 m 
29**” * C082II  -f-  ?**"* 


ü‘- 


(if 


9 008211  lü  \J  I ^ 8 D2U 

IUI  II  — I — 27"1  COS  >11  ■+■  iy‘"  ^ 'I  — 2 q’ " cun  2 11  + q‘ 

I g.v  = f"  - 1 ?" )‘ V + 8 V[-  .r-ü* 

.V,  II  CI«  II  _ 


= — -V-hV  ’ cosi"  . -.6V( 

COS  M ■”  1 -f-  1 f/  " cos  2 II  -f-  1/  •“  ’ I 


9 

(/’*  sin  zu 
2 7*  “cos  2«  -+-  1/ 


= -8  V 


q,n~ ' cos  2« 


lO  V7  I sin  2 1/  1 # 

l + 2?,"-,COS2K  + (/,"-i  — ' 1+  2 q'H  - ‘ COS 2»  + V*  " ■’  ' 


ijttsst  man  hier  u unendlich  abnehmen,  so  wird 


= 8 v "’r  = 8y 


»7 

»: 


1 -7 


■24 


y Jül.  = _ , 


24  V 7 

— (>  -</”V 


J*’  - - • + 8 V-l-  .)"  . ^ = - 1 - 82" 


8^V(-  1)" 


»1 

, -9* 


— <l 

-«y 


(1  4-  7*")* 


(<  + 7**_ 


= 8 ^S7  — M 7 — sin  2 du 
1 — 7 “ 


•]  Durch  nochmalige  lliircrentialion  wiinlcn  sich  ilic  Gleichungen  ergehen 

...... " 1“ 

' (»> 

• 7 

0u  (,«u  ,ll"  cos«  O X.T  "*7*" 

,vu--  = sä-82  I_v»sm2nu 

= — ,u  — 8 y(_  -n-7- sin  2,1 ,1 

' 1 tf/u  cos  11  — 1—<I 

= «27;- -^rsin-’uu 
“1*  I — 7 
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Zur  Kkduction  KU.1PT1SI.HEII  Isteoiiale. 


XI 


• ; Die  Substitution  dieser  Wcrthc  in  die  Gleichungen  des  Art.  44, 
S.  148  liefert  die  gesuchten  Ausdrücke: 


*/■«  / ^ I — - (/ 


= »,*-  ,6^-^,  sin*  nu 


I 1=1+  “ (~  7)") 

\ %/«  / I — q 


= t>  ‘ — 10  V_ü— «to'i.« 

1 — 1 - 7 


IW»)'-  \ +»  V n,",»(>-7"‘ 

\ 1 ’>,»)  sin  u Ä [ _ q** 


4-8  Vf  -!2i-  cos*»«! 


sii?  11  ^ +*  1 1 _ 7"  1 _ 

= cot*«  4-  l6^(—  1)"  '-—  — sin’ii (J 


/r  - 11) 


( iü  )4 = sik + *&-  ■>" , r”ö.  t«  - 1-  »r 

= *,  +8Vj(-i)' ^ 1 

sill*„  + ö— 1 i 1 I 

(»#'*")  = — T-+ 8 y'f— 1)"  ,„(i  — <fcos2nu) 

\ *&tUl  COS  u I_  qin 

__  nntn 

= 4-  lg’«  16  V(—  1}"  1 — — sin*nu 

1 — 9 


* folglich  auch 


»'  = 1+8  V(-.)"  = ,+8  V(-,]” 


t\11  - 1 

( . , /I  ' t 

(l  + y I 


wi-i  . , in  — 

ny» - 


■i 


"7 


»,*  = 1 4-  8 Js1 
Vergl.  auch  Leipziger  Berichte  1862,  S.  114 


-*  1+8  V L 

— - L,  4-  (- 
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= ‘8'“+  O“— 

’ w*‘*'  I — if 

( ) = '»  -*-  8 V*  ",|  [ i — (—  C/j"  cos  jux] 


— + ig’ii  + i ( “ 


.»-■  ”9 
] >-?* 


( * 'Vj  S.H  ) = ' + K— ’ ( ' “ 1 )*  [ ~,n  (C0S 2 " « - 9"  1 

= >‘  + 16  y(—  i)B_  1 — — — sin’nu 

i — 9 " 


= #,*  •+•  — ij" — • sm'«  ii 


• — 9* 


Bildet  man  endlich  die  Gleichungen 


#"«  fili:#ii  „v’l  "9*”  ( 2 n — i ) 7* " 'ros2ii—  71 

« — — 17  — x — o \ — + — : : — 


»«  " Vl “»9  "°— U-7^- 

„in  , »j 


27*  B~  * cos  2 11  ■+■  7*1*""*  < 


_ o v*9  "+9"  '■  +9  ")C0S2HM  ^ 7"  | T+71".,  1 

, ..  — = ^ { " - 2 r .iS  sm  " “ } 


(■  — 9 * 


1-9 


2 »r/  (COS2K  — q ’ 
1 — 2(/*H  COS  2 U -f-  7 4 


) J 


f“  = _ 4,yH?.»._I+8y/.j!£ 

“ »9  » 1 - 1, 

n . t i n 

= - 1 + («  + 2CQ*2nu)  = - I - — 4C08#«fi) 

?**?  _ _ _ _I  + Sy|  »7<B 2n7<n  (cuS2t<  •+•  7*")  1 

»9  wU-7,n  I +27,bcos2«  + 7*"> 

— * Ir^)’" + * - 1 + ‘Z'r-f  I * - 7*  I 

= _ aiKtf,»  = 8 v ( - 2,1  ~ *'  '/ln- ' c'"s2"  + 9*"-_'  1 

>>1«  1 »9  — , + 271”-,cos2«  + 7‘,,-r  I 

_ o v'/l"  + l-9l"lI  + 9,")*-’“|i  „ — 7 1 ” I i+9,b  • « 1 

('-9  ) — i-7’"l  1 — 7,b  > 
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Zur  RenucrioN  elliptischer  Integrale. 


xiii 


so  ergehen  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Quadrate  der  logarilhniiselien 
l)iHcrentiul(|iiolicnlcn  in  der  Form ') 


/ ft’u 

l6  V*/  ”1"  . 

<n  1 

~ y*i  1 siirmi 

\ 7lf 

I ~ '6— 

(1- 

-D‘  ’ 

1 7;» 

i 

in  in 

| - cot’l/  -1-  | 

2i 

- 1 5 ens‘nu 

\ ft, 11 , 

(1-7 

*")*  1 — 7*"  1 ' 

/ ;K"' 

| = tg8  0 ■+- 16  y 1 - 

n<l'\_  Z7‘"„U  jn 

\ 7,11 1 

11  1. 

1 | 

1 — ifi  V*/  — ,1"  1 _ 

•ri'+l”) 

' 1 

1 — t — 1 j 

-<r 

(1-7 ”i*  r 

i i •*. 


Da  man  die  Iintwickelung  der  Quotienten  von  Thelalunclionen 
und  von  Producten  derselben  in  Parlialhrüche  und  in  trigonometrische 
Bedien,  wie  Jacobi  gelehrt  hat,  aucli  direct  vornehmen  kann,  so 
lassen  sich  umgekehrt  auf  diesem  Wege  die  im  Art.  33  angewandten 
DilTerentialausdrUcke  ohne  Schwierigkeit  ableiten.  Auch  bemerkt 
man  leicht,  dass  a.  a.  0.  die  Relationen  &*0'u  = ft* ft* « -t-  ft*  ft* u 
11.  s.  w.  seihst  einfache  Folgerungen  jener  Diflcrcntialformcln  sind, 
wie  z.  B.  durch  Suhtraction  der  Gleichungen 

ft[u  ^ , ,‘hi O-'u  7,’n  _ ^ t ,7, u .7, II 

ft,  u fttu  1 ft,  11  !},n  ftu  fttu  1 ftiift,u 


erhellt,  wodurch  der  Werth  von  ^ " hervorgellt. 

ft,u  ftu  ° 

In  einem  an  Beruhte  gerichteten  Briefe  vom  6.  Aug.  1845  bo- 
merkt  Jacobi**),  dass  er  die  Zerlegung  von  ^ " in  Partialbrüchc 

in  seinen  Vorlesungen  behandelt  und  auf  die  inverse  Transformation 
und  die  Division  der  elliptischen  Functionen  angewandt  habe.  In 


*)  Vergl.  § 85  dos  reichhaltigen  Werkes  von  Sciiellbacii  über  elliptische 
Integrale  und  Thetarunctioncn,  wobei  bemerkt  werden  mag , dass  die  Formeln  2 ) 
und  3)  nicht  ganz  genau  zu  sein  scheinen. 

**)  Werke  lid.  I,  S.  357,  auch  Cbblle’s  Journal  Bd.  32,  S.  176,  so  wie 
üouvillk's  Journal,  Bd.  11,  S.  97. 
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seinem  Schreiben  an  die  Pariser  Akademie  vom  30.  Juli  1 849 *) 
kommt  er  auf  die  betreffenden  Kntwickelungen  zurück  und  fuhrt 
eine  Anzald  darauf  bezüglicher  Ausdrücke  an.  Ihrer  hituligen  An- 
wendbarkeit halber  stellen  wir  die  Fundamenlaiformeln  der  erwähnten 
Zerlegung  im  Folgenden  zusammen**). 


Sei  (o  = c,ui , £ = e'"1 , so  erhall  man  auf  elementarem  Wege 


tn-tt*  q*  q'  q*' 

• • 1 — q 1 J«i  ■ <1*  — \ ■ hi  — ’ •••  <a  — V. 


, = Inn  — — — - — 

* H V V ps  1 — in  • 1 — i/  in  • • 1 — 1/  **iti  • (n  — q - di  — q * • • (11  — q*? 

P „ *11 

= iim  v --"7  = y - 

' — V •“  T!  > — 7 

- r" 


i»; 


folglich  iler  Symmetrie  halber 

(1/  -4-  e)  _ _ 2j  yj 


— •« 


- -zf  V— — — 
"T  1 — 9"? 


Zur  (Konvergenz  wird  erfordert,  beim  eilten  Ausdruck,  dass  mod  £ 
und  beim  zweiten,  dass  modo)  zwischen  q'  und  1 enthalten  seien. 
Durch  Umkehr  der  Vorzeichen  von  11  und  r erhall  man  für  das 
Intervall  von  1 bis 

7 


.7,\V,  11 + r 

U V 


-■ 


Man  bildet  damit  * **)  die  für  das  ganze  Intervall  zwischen  und 
gellenden  Ausdrücke,  in  denen  u und  v reell  sein  dürfen: 


*)  Comp t es  rctulus  f)«i . 2Q,  S.  97,  so  wie  die  Abhandlung  über  die  K0t.1l ioo 
im  2.  Kd.  der  Werke,  S.  144  und  in  Chkllr's  Journal  Kd.  39,  S.  197. 

Vcrgl.  Sciirllbacii  a.  a.  O.  § 66  und  § 7 2,  wo  für  »*  = lg 
&tx&x  y ^ sin  (<r  •«- «*») 

geschrieben  ist. 

***)  indem  man  die  Summe  auf  die  Form  bringt 
« ,.»» 

2*  . \Tsi_  2i  V«1”  ! ' 0t 

* v' 


21  „ • X7 *■«  X7  ‘n  I s 

I — o>  l I — , 


r"  I 
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Zl  II  ItEIHTTInN  ELLIPTISCHER  I NTF.IUlAl.i: 


.7 r ; _ i 


.7,  ii  .7,  v 


1*5«  lg» 


,„sin2  («  ■+■  nv)  — 7 " sin 2 nt’ 
, ^ 1 — 2f**C0S2«  + q*u 


7*  < ? < 


1 1 vi  j.sin2  ( »1 »/  + »)  — o’*sin2n«  , _ _ 1 

= * f"  T H 4 U . ft  ^ W ^ 4 

tgu  (gt>  1 — 27  ros2» -+- 7 'I 

Die  übrigen  Formeln  der  nachstehenden  Tabelle  ergeben  sich  bequem, 
wenn  man  die  Argumente  « und  v um  | n oder  um  + ' lg  1 
ändert.  Im  letzteren  Falle  erhallen  01  oder  f den  Factor  (resp. 
Divisor)  q und  es  gehen  über  *) 


i 7, « 

resp. 

(Jf‘  ]/tü 

7.  MVCO  n • 

, 7,«  in  — resp. 

7 1/  7 * |/|0 

#3  U y CO 
■? 

ilh< 

resp. 

<y * yw 

,7«  1/w  „ . }.» 

v.  , ■>, » in  , resp. 

7*1  7 * y io 

,7,  » y/10 
? 

ar 

_ _ 2t  y 

r»-i 

7*<C<  > 

— Jy  * 

-7  ‘"-'w 

r m. «sin  : 21/  ■+•  2/1  — 1 r)  — q “ sin  (2»—  i)v 

. 7 

1—27*"  ' COS2U  + 74*-* 

q <f<  7* 

!ht  in 


7.  it  in 


7(7  11  -+-  r) 
_7Ü7.e 


:>;»(»  + 1>)  . qntH 

.7,  « .7  e K 

1 „sin  {2 nv  •+•  «) — 7*“sin  (20»  — t«) 

~ sin«  + '■"  7 , _ 2 7"* cos 2 u ■+■  qtn 

V ^ i+7,#» 

_ 1 + yr(_  (*««  -h  11)  + 7*"c!Osj2nti  — _«) 

cos«  t + 27*"  cos2u  + 7*" 


.7,’#  (w  e) 
.7, « ,7t  » 


-2  5? 


(-i)V~ 1 

i+7*"-'<., 


4 V(- 


n »„-»«os  (2«  •+■  2n  — i r)  4-  7*"  ’cosjan  — 1)» 


1 27*"  ‘cos2»  + 7*"  * 


% . 

VT  n- ; s'n  1 2 " — 1 !’-►«}  — 7*"- ' sin  (20  — 1 v — u) 

1 1 — 27*"”  1 ros2«  -+-  7"1-* 


7 < C < 


7<  ?< 

'I 


1 < 


7 < ?< 


* Jacori  in  Chku.k’s  Journal,  Uit.  3,  S.  104. 
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(4611 


_ _*  r- 

.V,  m »•  ^ i - 7,nt„ 


^ J |i 

vT  «„ sin 2 m •+■  nr  — 7 sin snr 
= rot« cotr  4-  i > q - - — ' 

, I — 2fl*"c082M  + fl4" 


»+«)  _ 2Iv»'ti>T 


= tgH  + ,pt.  + , v(_  „V"sin  - + 7 

, I -h  2f  rOS2M  -+-  7 

-V'-V  — t+q'—'u 

_ VT,  .-jsin  an  - i «>  + «)  ■+■  i*  " 

■“  1 i -t- 2<lin~'eoa2u +qtn~* 


ii  + r) 


v -i  V"1;’.“1 


_ vT,  --jcostlä/T—  i«+(()  — 7,"~'ros(an  - ir  — w) 

' * / i n — t i f i — i 

, 1—27  ros 2 m 7 


;»+••;  = _2,  vir  * ;v 

1 — 7* "ff/ 


- ■+•  4_V{-  >)V 


, sin 2(m  + «»']  — 7*"  sin 2 w r 
1 — 27*"  cos  2 fi  -+  7<" 


M + »’)  _ _ 2(.  V» 

«/■jf/«/,!’  I + 7<nw 

• , 4 11 

•vt  sin 2 11  + nr  + n sni2iir 
= -lg„  + c«lr-  i/” 

, 1 -+-  2<l  na 2 n + fj 


»;»,  (»-+-'(  v1 7' 

' =21  r-/  > 1 


Vt  „ _ j cos  ( 2 11  — 1 1'  + k)  ■+■  i/,n~ 1 eos  (j»  — II'-# ) 

” 7 'r+2'7*”-,ros2«  + 7,"-‘ 

» ■+■  t\  _ _ VT  ( — 1 i " S"  ^ 

I . . -VT,  .,n-t..n-tTOS(2»  + 2«-  «'•  — 7,"_,COS(2«  — 

= CÜSr, + 4-f  (-  •)  7 r~2frz • cos 2 „ + 


(u  -f-  r)  o-'lV?" 

-v-v  1 rr  1 


, „ „sin  ;2#i!  «),  — ij*"sin  (2hf  — «1 

f I * J 7 4 1|  4 II 

I — 27  COS  2 II  -f*  7 
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Zm  Kkihictiun  elliptischen  Iktechale. 


XVII 


JA, f*»  > + v'i  _ , , v 9I'£" 

I „ COS  ( 2 nv  4-  II ) 4-  (/‘"cos  ( 2 M O — « ) 

COS«  ''«Ä  q 1 4-  2 7*  " COS  2 II  4-  7*  " 


JA,' JA,  (ll>  ’’)  _ _ • yr  C * 

JA,“  ■>, *»  “ , 

■ I sin  { 2»  4-  2«  — I r)  4-  r/*"_  'sin (2«  — l)«J 

— sine  4-"f/  1 4- 2v‘"-,cos2»  4- 


7<?< 


I 

9 


9*  < £ < 1 


Zu  bemerken  ist,  dass  die  beigcschricbenen  Convergenzbe- 
dingungcn  sich  auf  die  Moduln  der  Grössen  £ und  </  beziehen. 
Ks  ist  wohl  nicht  nöthig,  die  analogen  16  Formeln,  welche  sich  für 
die  nämlichen  Quotienten  durch  Vertauschung  von  u und  v 
resp.  10  und  £ ergeben,  ausführlich  hinzusehreiben.  Ucbrigcns  sieht 
man  leicht,  dass  diese  Vertauschung,  mit  Bezug  auf  die  Ausdrücke 
des  Art.  44“,  dem  Uebergang  von  den  l’arlialbrUchcn  zu  den  tri- 
gonometrischen Reihen  entspricht. 


44e. 

Um  schliesslich  ein  Beispiel  der  Transformationen  zu  geben, 
deren  die  Knlwickeluugen  des  vorstehenden  Artikels  billig  sind,  be- 
trachten wir  die  Gleichung 

JA,  JA,  ( « -*-  0)  2 s" 

~ ‘ “ 1 -q'ntü 

und  trennen  zunächst  auf  der  rechten  Seite  die  Glieder,  welche  un- 
geraden und  geiaden  Werthen  von  n entsprechen.  Dadurch  crhiilt 
mau 

»;»,  («  4-  v)  _ >9;  (9*)  I a (»4-  20,  7*)  JA,  (11  4-  2 0,7*)  ) 

»,u»,v  JA,  (20,7’)  l »(«,(/)  JA,(«,7T  1 

_ »,'(7*)  JA  (II  4- 20,  7*)  + .'A,'  7*1  ,‘A  ( «4-40.7*)  + JA,'( 7*1  JA,  I»  4-  40.  7*1 
(11,  7*)  JA,  (20,7’)  JA(«,7*)  (40,7*)  JA,  (11,7*)  JA,  (40,  7') 

und  bei  unbegrenzter  Wiederholung  derselben  Operation 
JA,' (7)  JA,  («4- 0,7)  _ JA,'  (tP)  JA  (»  4-/10,  f ) 

JA,  (11,  7)  JA,  (0,  7)  JA  {«,  0’’  JA,  (P». 9P) 

wo  /)  = 2"  die  Potenzen  von  2 durchlituft. 

Abhudl.  d.  K.  8.  <i<»ll«:b.  d.  Wlauntch.  XX.  ||l> 
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Ferner  setzen  wir*) 


n = mn  -f-  /< 


wo  m eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten  soll.  Damit  n allen  Zahlen 
zwischen  ± oo  gleich  werde,  muss  n'  dieselben  Werthe  annehmen, 
wahrend  11  ein  vollstllndiges  System  incongruenter  Zahlen  nach  den) 
Modul  in  zu  durchlaufen  hat  Dadurch  geht  die  Doppelsumme  hervor 


(u  + v ) 


iihkI  m 


■ s ? y — 

i y ^ i _ , 

ft  II  = - JO  * 


an  n + itt 


Da  in  den  Factor  </’■"  erhellt,  wenn  u um  /i  i lg  * getluderl  wird, 
so  folgt 


, < tf, v)  _ "’jl“  [7” I »,  (m-  wc- 

!K 11  ’A r ,,  " (11  — /«i  Ig7,  qm)  »,  (me,  7") 

a » n 

Lasst  man  jetzt  f in  «J  übergehen,  wo  <t  = e ■»  eine 
»ite  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  so  wachst  i>  um  ' ' und  es  wird 

m 

("  + < ^ »n  = »,*(D  ^ (»  + »»’  - D 

»,u»,  (e  + ^)  ' *«(“  — #“■ in».  »”)*!  («•»»?") 

Summirt  man  hier  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Wurzelwerthe 
von  «,  oder  was  dasselbe  ist,  lasst  man  auch  v ein  Zahlensystem 
nach  dem  Modul  in  durchlaufen,  so  folgt,  da  $«■“  verschwindet, 
wofern  nicht  u = omodm. 


mmlm  Ä'A  [ii  + t+ 

2)  S — 


y,[qm)  qm) 


VA'hq  )&Amv>q  ) 

Ersetzt  man  endlich  q durch  if  , v durch  — , so  ergibt  sich 
»;»,  (••  + c)  , •>,’ (9- )»,(«  + V~~ . <T  ) 


3) 


11  tf , c 


Durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  1),  nachdem  daselbst  11 
und  r vertauscht  worden  sind,  erhalt  man  die  Doppelsumme 


*)  Vergl.  Leipziger  Berichte,  1862,  S 131. 
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Zur  Rp.duction  elliptischer  Intbcralb. 


xix 


9,  (u  + v) 
9,  u 9 , v 


, „.ndm  A ( « + ) 

J_  ^ u 1 ' m ' 


wo  das  Argument  q auf  beiden  Seiten  unverändert,  geblieben 
Allgemeiner  sind  die  Ausdrücke 


9,  U 9 , V 


n 9Jq'‘)9,(m„- 


r + rn  — jUllR» 


^SS^—  m 

% ' 9, r ) 9, r 


>»  » 9,  [<l  * ) 9,(u- 

= iss?- — 


tfi  («-/«»'gv,  <1H)9, 1 


4) 

ist. 


In  letzterem  wird  vorausgesetzt,  dass  m und  n keinen  genicinschall- 
liebcn  Tlieiler  haben.  Analogen  Transformationen  sind  auch  die 
übrigen  der  sechszehn  Quotienten  des  vorigen  Artikels  unterworfen. 


Bei  d ieser  Gelegenheit  mögen  noch  folgende  Ausdrücke  für  die 
bei  den  Integralen  der  zweiten  und  dritten  Gattung  auftretenden 
Thetafunctionen  Erwähnung  linden : 


u 

9'  v 

in 

L v/- 

1 

1 

9 ii 

9v 

t * 1 

— ce>  1 

1 -7,b-'C 

9;« 

9, ' v 

— VI 

I 

1 t - 

9,n 

~ 9,  v ~ 

1 — f/*r,Cr* 

#,lr 

2 V/. 

I 

1 I _ 

•V 

~ 9,v  ~ 

[ + '/’"w 

I+A1 

9',u 

_ — 

L VI 

1 

1 

9,ii 

^3<’ 

1 

'/ 


)(« -<rf) 


= 21  V 


<r 


•«)(«■ 


*g) 


woraus  für  u ■+■  v = O oder  £cu  = i 


It'u 

X 

' VI 

1 1 | ' iini 

’yi  1 -1-  7*"  '<*» 

&tl 

f ’ 

— Ui 

I — IJ  (1)  ] 1 • mat( 

" 1 — 7*"—  **«* 

9',u 

1 VI 

m 

' - ' 1 1 lim  V 1 

+ 7,*w 

9,u 

« \ 

- 7”*w 

Oi 


1 31»- 
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9t'1  _ j_  y / ! 

if,u  + , 


&iu  _ ^ y|  1 

&,«  i ' i , 


= lim 


tn  — » 

-‘lim  V1--’- 

1 ~ i 


und  wenn  man  nach  den  Potenzen  von  <o  entwickelt 


9'h  2 


V 'l 


= _L  L±i?  . A 9*".  | _ i 1 

^|«  « I “ W I — o,n  ' W"  ' 


l 2 vw"-r/‘"( i>  ** 

“ T + i — ^ — o*  “ 


»,'«  _ J ■ — <■>  2 vt  i—  !)"<?*”  j »_ 

■>,»  i l+»  I*-  !—</’"  0 '»* 

— A + A -7**^1!! 

1 «'  “Tf.  i - 9‘" 

*,«  i ^ i _ ' 


9<M<  — 

9 

9*<«< 

9 


q < <"  < i 

t 


q < <ti  < I 


q < ">  < 


Filr  die  Integrale  dritter  liatlung  endlich  wird 

(C  = «,M)  *•  = 


ir  = «— j 

«{i'  + iii) 


.-r-“ 

< 

««  ?•  i ■— 


....  = ,7  »*.  = _| 


_ |c  1 -*•  '■'?  + V ln  1 1 +'•* 

*■>,!, --u)  *«  + ? *,+,«»* 

1 tu  7 V 

l„  »i(P-»-")  _ \' | 1 9* " 1 10 £ . 1 ***  » t 

— i +91*-‘—  .+9’"-’" 


= - lg 


= - lg 


- u.) 

-+-  ui) 

— Mt) 

-+-  i/i) 

0.1 '• 

-««) 

,«i(c 

■+■  Ul) 

wo  in  den  Functionen  //  , = c,r‘,  in  den  1/  i = e-,r  gesetzt 
werden  muss.  Damit  erhalt  man  ohne  Schwierigkeit 
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Zi:r  Rhdl'Ction  elliptischer  Integrale. 


XXI 


. 3(o  + u) 
*#(»  — u) 

(«’-*-”) 
b >.(«’-“) 

0(r+ui) 


4 </*"-' sin  2 m sin  21' 

i — 2 r/*"~  ' cos 2 ( ii  — •’)  + 1* 


sin  t'-f-K  vx,  i 

= IK-t— ; f+  > l|!  H 

sinjt»  — «)  •— * ' , 


4 q sin  2 //sin  jr 


s,n  (r  — «J  — i-29,nc-0S2(u-v)-l-9" 

I cos ( i’ -+■  u ) 4^*" sin 2 m sin 2C 

14  ( » - « ) 8 ‘ _ i -t-  27’ " cos  2(1/  - t'j  + q' 


= S’l/li.- 


4 qtn  'sin2Hsin2t> 

1 ■+■  2 q* " ~ ' cos 2' (11  — t>)  •+■  q' 


o,"-,c-,,'sin2»  o*"-V'sin2H 

— i > are  (8 - 

1 — q* " ~ ' e~  ! 1 cos  2 11  “ r 1 V' ' cos  2 » 


9*"-' si„2U 

, _9«— '(e*'  + C0S2U  + q< 


q*Kc  ,r  sin  2 11 

;ire'*-  ^ 

• 1—  q e cos  2 11  ] 


7*  Vr  sin  2 11 

— ^,l,«*°COS2U 


= 11  — iirc  lg  — 


9**e  *®sin2« 

+•  q'"e~tr  cos  2 11 


9*"-,e  *'sin2« 

1 -I-  9**-,«-*®COS2tt 


, o,"p,,'sin2n 

urc lg  (- 

1 ■+•  q e cos  2« 

P 4M-I  ](’  ' 

2T  ,7  « *in  2« 

' arC'814-,-V'cOS2« 


nebst  den  trigonometrischen  Reihen 


n sin  2 #ir  . 

4 > — £ sin .2 hm 

r--?”  » 


*!"_«+«]  + v_r 

sin  (0  — 1/  “ 1 — < 


siiijmc  . 

• sin  2tiu 

n 


, COS(e-+*M  vt  -IlV  sin  2 HC  . 

Ifi 7 r 4-  4 > V,—  Sill 

ftcos  (v  — M)  +*  i—qtrt  « 
^r{—i''nqu  sin 2 nr  . 


2_lg®iüJ±_ 

±lg-°-(£± 

21 

2.  g»,(r- 
21  Kö,!o  — 


v 7”  CtBI'—  f-*”1’ 


gTe-w-9tV""  sin 2 11 11 


V» /_  , 11 « ***’—  q'"e,nv  sin 2m/ 


(/<«"'  < 


?<<’  < 1 


7 < <“  < 1 


9<c-,r<  — 

V 
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Dass  «Jio  Ausdrucke  und  li^  [['  ' die  Periode  jr 

nicht  besitzen,  weil  bei  einer  stetigen  Acndcritng  von  « um  n 
nicht  der  nitiuliehe  Werth  des  Logarithmus  wiedererhalten  wird, 
darauf  hat  bereits  Jvcoti  in  seiner  Abhandlung  über  die  Rotation 
(Werke  Bd.  II,  S.  1751  aufmerksam  gemacht.  Hs  ist  auf  diesen 
Umstand  bei  der  im  Art.  56  gegebenen  Darstellung  der  trigono- 
metrischen Integrale  dritter  Gattung  Rücksicht  zu  uehmen. 


Hs. 

Umkehr  der  Gleichung  v = « — fu. 

Sei  fu  = m — e eine  l''unction  mit  der  Periode  2 n , so  lässt 
sieh  die  Hnlwickelung  in  eine  trigonometrische  Reihe  sowohl  nach  u 
als  nach  r \ornehmen  und  zwar  erhält  man  letzterenfalls  für 


,,_„  = /•»  = V 

~J5 

= — / ' (u  — f)e”"",«/c  = — ' e~nridu  = , 


.mfi-ni 


dl 


nebst 


r_,  (m  - r)  ,iv - h /_*  i“  - r> = 2,jy dt 

Damit  folgt 

.«-»•= 1 r p, 11 r 

*“J-n  “ 2,1. 

= 1 /' 71  fi, 11  +2? f sin" (*' ~l+f) 1,1 

£ät  J -»  n=  , — 71 

OR 

\Yrenn  z.  R.  « — r = fu  = 2 V,Hnsin2»ii , so  ist 

I 

2 cf"  , . , I cl* 


2 r V 1 . I/*!71 

= — I {1/  — r)  sinsnt’f/i»  = / ‘ cos29it>c/ti 

^ »/ 0 Wif  Jq 


oder 


nebst 


u = e -t-  ^ ^ j ' sin 2ti  {v  — t +fl)  dl 
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Zck  Kriuction  elliptischer  Integrale. 


Mari  kann  diese  Formel  zur  Umkehr  der  elliptischen  Integrale 
zweiter  Gattung  benutzen.  Sei  etwa 

u 

ic  = «ii  — x— — = av 
!>h 


y u 


* 4 II  — | • 

Q sin  2»/ 

= J > — - — — Sill  2/1//  = 4 > - 

&u  “ >-7  ‘ , I — 2tf*n~  * COS  2 U -h  (f 4 n~~* 


= 4VJ 

, I - 

J 

so  wird  für  — s=  y 


ii  — r = y 


&'  ii 

TU 

1/t 


= 2 NT  ii.  sin 


««  = — I ros2 « / — J'  j-  i/t  = 4 - / cos 2 h / — r _ 

n«./o  ’ ■><  ' n.T  > ‘ .‘V 


dl 


ii  = e V*  ' / ’ sin  2nl  c — t + y~ 


-I 

‘>1  1 


dl 


Schreibt  man  c = lim  8/1/,  so  erhall  man  filr  abnehmende  NVerthe 

7 — 0 

von  y 


«„  = — - — f cosn  (t*  — esinu)  du 

2nnJ0 


wie  bei  der  Entwickelung  des  KePLER’schen.  Problems,  wo  u die 
excentrische  und  » = « — esin«  die  mittlere  Anomalie  bedeuten*). 
Wenn  man  nach  Art.  39  und  40  mittelst 


"V 


II  — ITT  II 


>15 


die  Argumente  u'  und  if  einftlhrt,  also  ft(u,q)  durch  0t(u',q‘) 
= &t(u'i,q')  ersetzt,  so  ergibt  sich  l'tlr 


*)  Man  sieht  leicht,  «lass  diese  Methode  auch  auf  Integrale  dritter  Gattung 
anwendbar  sein  wird,  denn  wenn  in  «lern  Ausdrucke  für  w noch  ein  Glied  von 

«ler  Form  lg  — -r — — — rr  hin/.ulriU,  so  hat  diess  lediglich  zur  Folge,  dass  sich  in 
diu  — h 1 

der  umgekehrten  Entwickelung  für  u — v das  Argument  des  Sinus  unter  d«*tn 

d &U  + h) 

Integralzeichen  um  2«  — lg  — — ändert.  Freilich  ist  mit  der  Aufstellung 

u O [t  — h) 

derartiger  Integralfornieln  für  die  praktische  Berechnung  noch  nicht  viel  ge- 
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oder 


ir  = u ii  — - , = n «’ 

ut  II 

"~v  -r  = v 4|7,'77,'j 


eine  Function  mit  der  imaginürcn  Periode  n i.  Schreibt  man 
u"=  u'i , v"—  v'i  , so  wird 

n" — v*  = — y' 1 ,]  — 2 y aH  sin  2 » e" 

«„  = — / *ncOS2«(/  + y'~ )(//  = — f*  COS  2«  (/  + /■' 

n-r./o  ' l,q  )’  »*  •'«  ' •>.  (*>  7 ' 


nebst 


«'-«'=  2’ “< 


) 


wo  jedoch  die  C.onvergenz  der  Reihe  vorausgesetzt  werden  muss, 
da  die  Ableitung  der  Formel  keineswegs  auf  strengem  Wege  erfolgt 
ist.  Die  umgekehrte  Reihe 

,0'h‘ 


mit 


(>  = 


K = (- 1 


»-I  2? 


I -q 


convergirt  innerhalb  des  Intervalls  mod  q'  < mode  “ <i.  Für 
</'  = o würde  sich  hiernach  ergeben 

e~u‘  _ £,en*'-e-Kl" 

■ eJ“'  ~ ■“  »a 


, , ,e"  -e’"  ^Te"'  -i"n'  n\n  , , ,, 

u — *>  = v - - , = > — / ros’nf/  — y tat  <// 

«"+«■•  -r  »-<  -K 


* 


S.  155,  Z.  14  lies  co,'  m'  9 statt  01. 

S.  *57>  Z.  8 v.  11.  lies  »ersteren«  statt  »ersten«. 

S.  171,  Z.  7 lies  ilg}8?'  stall  fff. 

S.  178,  Z.  6 ist  die  Rezcichnung  //' = sin  Pi'cosnr'  / ( gi\  x')  liervomiheben. 

n 1 

S.  181,  Z.  9 v,  u.  lies  c3V  -+■  e~*v. 

S.  184.  Z«  Art.  58  ist  anzumerken.  dass  die  ganzen  Integrale  dritter  Gattung 
durch  unbestimmte  Integrale  der  zweiten  Gattung  ausgedrückt  werden. 

S.  190,  Z.  1 v.  u.  lies  Ghap.  24. 
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S.  iqi,  Z.  4 v.  u.  Hier  mögen  der  Vollständigkeit  halber  die  symmetrischen 
Formeln  des  Additionstheorems  eingeschaltet  werden : 


#'«  f>'l) 

_1_  

tf'(m-e) 

Ou  Ov 

<l(tl  4-  ») 

i>  1 u 0't> 

l>,'(.4  -H  v) 

3, « "*"  II,  V 

0,  (li  4-  u) 

9t«  . °tv 

l»j(l4  4"  1») 

0,« 

.’,(«  + O) 

«','(“  + ») 

1»,«  ffjU 

ff,  (u  4-  e) 

2 A'x 

— — — sin«/  sint/« 

2 A*  I — COS  (f  COS/  cos  «/' 
Jt  sin  q>  sin/  sin  i/» 

2 A’x 

lg'/' 

ji 

2A’x4x'1  sin  ^ sin /sin 


2 a’  i — .y  y/y«/« 

x*ji  sin«/ sin/ sin i/» 


von  denen  Art.  62  Gebrauch  gemacht  worden  ist.  Schreibt  man  folglich 

/»U  + M.  /»M  — Il,  /•«  a /»■!*  /»in  /».ltf 

^[»1  = / +/  y'du  = 2f>  - r - y' 

«'0  *'o  «/o  II  — M|  «»«  + «, 

/»u  + e pu  pv  . 

'[»]  = / — / - / » «<» 

«/o  «'0  «/o 


K| 

so  erhält  man  für  die  verschiedenen  Werthe  von  »/ 
sin«/  cos«/' */ «/ 


f s,n  ir. 


i — x sin  9 sin  </, 


= U [sin 9» ) = — 1/  [ cos q-  ] 


-t'V-H 


= ,'fco«»]  = i/ri» 

' »iny  ' cos’v- — cos‘v,  slnV  Rio V 

= üf_L_i  = W[wl  = • ,v[d± 

A ' cos«/  f cos4«/  — sin* </  ,./  «/  cos^  xx  cos«/ 

i 


| sinyt 
i Jq> 


sin  9- cos«/ t/«/  l 

* 1 i i «y 

-+- x cos  «/  cos  qt  ** 


i— 1 = V * "">  I 
Jtf' 


X X 


- l' 


cos  q 


f sin  «/sin/ sin«/'  = rjsinqp)  = — l’[cos«/]  = V[Jq>] 

2 A “ “ 


7a.<64M(!*«BV=  V{— 

?r  sin 9»  sin/ sin  y i i 

2 A Jq>J%Jq>  xx  LJ(/ 

S.  IQ9,  Z.  9 v.  u.  lies  x^  = lg4 1 £ stall  lg"J£\ 
S.  I\  des  Supplements,  Z.  5 lies  IgJjJ« 


= »'[•Kf)  = 


<r[ 


XX 

cos «/- 


-Jy  1 




xx  1 y«/  * 


S.  XII,  Z.  10  lies  (res2u  — 9*"  ’) 
S.  XII,  Z.  12  lies  ( cos 2 u — 9*")  . 


„ - = M«’— tW-  O 

w {«r— 4 Ig9%  »'’) 
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Erster  Absiliniu.  Die  Reductlon  auf  die  N'onnulfonn  des  elliptisehen 

Differentials. 

Im  Art.  1 wird  nach  Ku.kh  aus  der  in  x und  y quadratischen  Gleichung 
( »)  = pv'  + ip,y  + Pt  = ‘/•r*  + V,  = o 

wobei 

p = <jx*  4-  2 ri, x -f-  «4  , /»,  = bx1  4-  2 6,  .r  4-  6,  , p4  = rx*  4-  2c{x  4-  c4 

7 = «y'  + Jiy  + e , y,  = 'V/*  + - fci » + r,  . Vj  = «tV*  + 2 Kv  ■+•  rt 

bedeuten,  die  elliptische  Diirererilialgleicliung 

fix  dy  dx*  dy‘ 

4-  = o oder  genauer  — = 

$ n II  **; 

abgeleitet,  in  welcher  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

I as  Yp*  — ppt  =3  Kd.?  4-  4 Äx* 4-  0 ( x*  4-  t /ix  4-  E 
v = Vij*  — V7*  = FS?  1 53?  -+-  6 (5 j/5  4-  4 T y 4-  *i 
Ueberall  wird  die  Realität  der  angewandten  Grossen  vorausgesetzt.  Die  ge- 
fundene Differentialgleichung  kann  auch  als  Transforniatioii  des  elliptischen  Diffe- 
rentials 


angesehen  werden.  Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  vergl.  Art.  43.  Ausserdem 
enthält  Art.  l noch  einige  andere  DilferenOalformeln , die  gelegentlich  Anwendung 
linden  können. 

Im  Art.  2 werden  zunächst  die  zehn  Coefficienten  A,  Ä,  . . . durch  die 
neun  konstanten  a,  at  . . . (deren  Verhältnisse  acht  unabhängige  Constanten  rc- 
präsentiren)  bestimmt.  Hierbei  ergeben  sich  für  die  ersteren  zwei  Uedingungs- 
gleichungen,  die  in  der  Gleichheit  der  Invarianten  der  Polynome  | und  »,* 
bestehen  und  in  der  Komi  geschrieben  werden 

G = (#  , II  = $ 

A II  C 

wo  G = AE—  *BD+$CC  , H = B C I) 

C D E 
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Aus  dem  Nachweise,  dass  f(x , y)  = o vermöge  der  darin  enthaltenen  unabhängigen 

konstanten  das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  ^ ;fc  — = o 

I »J 

ist,  folgt,  dass  die  algebraische  Gleichung  f[x,  y)  = o und  die  transscendcnte 

, f’Jrfa;  . /*Vdy  , , . , 

Integralgleichung  I Z / — = o einander  äquivalent  sind.  Diess  ergibt 

•'x0  £ </f/0  * 

das  Additionstheorein  fiir  elliptische  Integrale  erster  Gattung  mit  gleichen  In- 
varianten. 

Zur  Losung  der  Hauptaufgabe,  die  Coefficienten  «,  . durch  die  Coeffi- 

cienten  A,  "fl  . . . auszudrücken , wird  im  Art.  3 die  Zerlegung  von  §*  in  tri— 
nomische  Factoren  betrachtet,  welche  mit  Hülfe  der  Wurzeln  * der  cubischen 
Resolvente 

4 X*—GX  — //  = o 

geleistet  wird ; zugleich  sind  die  Bedingungen  angegeben , ob  die  den  drei  Wur- 
zeln X entsprechenden  Zerlegungen  reell  sind  oder  nicht.  Vergl.  hierzu  den  Nach- 
trag zu  S.  61. 

Wählt  man  die  nämliche  Wurzel  X zur  Zerlegung  von  |4  und  was  wegen 
0 = 1$ , //  = möglich  ist,  setzt  man  ferner  £ = >/  = V,  und  be- 

zeichnet mit  dem  Index  o die  Grössen,  in  denen  x und  y resp.  durch  x9  und  y0 
ersetzt  sind,  so  lehrt  der  Art.  4,  dass  der  Gleichung 


die  algebraische 


Relation 


M."  ■+•  C>.  _ i,  v!  + 

* — y — y. 


(') 


äquivalent  ist.  Selbstverständlich  kann  diese  Gleichung  nur  formell,  nicht  materiell 
von  der  Wahl  der  Wurzel  X abhängen.  Das  Quadrat  der  aufgestellten  Gleichung 
wird  durch  Einführung  der  Hülfsgrössen 

I.  = tx1  + !*x  + 11  , M — Bx'  + 2l'x  + l)  , i V = Cx*  + 2Ö/+  i: 


nebst  den  entsprechenden  V,  9)i  und  92  auf  die  Form  gebracht 

f.l  + I;  r‘  + ? ■».  T flf,  _ >/„>!  + V„  »*  + 2 >/  -+-  % 

(*-■»)■  (#-%)’ 

r*x  dx  pVdy 
’Vo 


('*} 


jf*xdx  fV  du 

1 -=■  = I — als  auch  der 

x-,  * -fy„  1 

. , rX dx  rV du 

UleichunK  I + I — = o. 

"x„  I JVo  1 

Schreibt  man  die  Gleichung  (1  *)  in  der  abgekürzten  Form  2Ä  = 2 Y , so 
wird  im  Art.  5 

..  us+i.)  . f.i.’  . .. 

gefunden  und  dazu  eine  neue  Function  eingeführt 


V = ~i‘lx 
■ ' *dx 


* r.  I § ~t~  f / 1 

(<r  — ®,)*  Ix  — *,  * 


1 

1 
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Damit  kann  die  Integralgleichung  .V  = )’  durch  die  äquivalente  .V.  = ± )'  ersetzt 
werden,  woraus  folgt,  dass  .V,*  als  Function  von  .V  ausd rück bar  sein  muss.  Als 
Covarianten  der  biquadralischen  Komi  ergeben  sich 

f = U . y = }I*(!T—  2«")  , /•  = A*sir 

Stellt  man  auch  die  Invarianten  G mul  II  als  Funclioiien  von  £ und  dessen 
Diflercntialquotienten  dar,  so  erhält  man  ohne  Weiteres  die  Cui.Kv-lliüRMiTKsche 
Gleichung 

A*  = 49*  — Of*y  — II  f' 

mit  ihren  Folgerungen.  Für  das  elliptische  Dillerential  entspringt  der  Ausdruck 

j il  x ^ __  ihr  g 

& 2V4  tr'1  — Gw  — II  f 

G* 

welcher  durch  Kinfiihrung  der  absoluten  Invariante  J = transformiri  werden 
kann. 

Weitere  Betrachtungen  über  die  Covarianten  folgen  im  Art.  6 und  dem  Nach- 
träge zu  S.  66.  Fs  werden  die  Goefficienten  in  g und  k entwickelt,  die  Uelationen 
zwischen  den  (Invarianten  und  Invarianten  von  g und  von  f angegeben  und 
schliesslich  eine  grossere  Anzahl  von  Diflerentialformeln  für  die  (Invarianten  ab- 
geleitet. Die  Kenntniss  der  Wurzeln  A führt  zur  Auflösung  der  Gleichungen 
f = o , 7 = o mul  A = o . 

Aus  der  zwischen  X und  Xt  bestehenden  Gleichung 
X*  = 4.V3  — GX  — 1/ 

geht  im  Art.  7 die  WEiKnsTRVss'sche  Normal  form  hervor 


dz  = -----  =r=. 

I 4 X — G X — // 

Die  Werthe  von  X und  .V,  werden  weiter  umgeforml  und  nach  einigen  Re- 
ductionen  eine  quadratische  Gleichung  gefunden,  aus  der  die  identischen  Formeln 
folgen : 

('2.V*  — füX+g“—  G)(w  — x.)  = gi  + 2 {,JT() 

oder 

— A.-'  + ff.’H*  — *.)  = 4 !/.-*  — »,) 

Wird  in  dieser  Gleichung  .V  mit  I'  und  XA  mit  ± F,  vertauscht , so  erhält  man 
die  Substitution 

_ f'.Y  - 9«±  _ , f.Y-a . 

u ~ 3 »•+»;-«  i»l-fir±t(.Y, 

durch  welche  in  dt  — übergeführt  wird,  folglich  muss  sich  nach  Elimination 

4 n 

von  tj  die  gesuchte  Gleichung  f[x,  y)  = o ergeben.  Allein  dieser  Weg  wird 
nur  angedeutet. 

Art.  8 gibt  eine  bequemere  Methode,  f[r,  y)  = O zu  finden;  nachdem 
diese  Gleichung  in  der  Form  geschrieben 

[*(y— 2fl[y— y0)  ri-y]('  -^)4+  K(y  — y0)*  + */*. (y-F.)  + /.](*•  — «•«) 

+ L««(y  - y0V  + 2 ?x\y — y#)  r%]  = ° 
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werden  die  Goeflicienten  im  Art.  8 und  Art.  9 durch  di  rede  liechnung  als 
Functionen  von  £0 , >/0  und  den  zugehörigen  Covarianlen  resp.  deren  Dillerential- 
quotienten  entwickelt.  Die  Function  f(x,  y)  nimmt  dann  nach  Multiplication  mit 
k = {/;  — Qf , wo  f und  ß ebenso  von  y abhängen  wie  f und  g von  xt  die 
Gestalt  an 

*./(».  y)  = + 'UT  = o 


Die  Wert  he  von  iT  und  T sind  am  Ende  des  Art.  9 angegeben. 

Art  10  stellt  die  Form  auf,  in  der  nunmehr  die  Substitution  des  Art.  7 
erscheint ; für  «teil  einfacheren  Fall,  dass  */0  verschwindet,  ist  die  Substitution  für 
x — x0  und  der  Werth  des  Kadicals  £ , nebst  der  umgekehrten  Substitution  y — yn 
und  dem  Kadicale  »7 , ausführlich  berechnet. 

Im  Falle  #/0  = o nehmen,  wie  im  Art.  11  gezeigt  wird,  k nnd  dessen 
Dilferenlialquntienten  eine  einfachere  Gestalt  an,  so  dass  auch  der  Ausdruck  für 
k9f(x,  y)  = sich  vereinfacht.  Die  Coeflicienteii  o,  b . . . bestimmen  sich 
dann  ohne  Schwierigkeit.  Die  daraus  entspringenden  Werlhe  von  x und  y sichen 
mit  denen  des  Art.  10  in  Einklang. 

Der  allgemeinere  Fall,  in  «lern  i?0  nicht  verschwindet,  wird  im  Art.  12  kurz 
berührt,  sodann  aber  zu  speciellen  Beispielen  übergegangen. 

Als  erstes  Beispiel  wird  der  Fall  betrachtet,  in  dem  die  A , H . . . den 
& , Sö  . . . gleich  sind ; aus  den  allgemeinen  Formeln  ergeben  sich  die  ent- 
sprechenden Wertlie  für  k und  S. 


Da  jetzt  in  der  transscendenlcn  Gleichung  / ■+•  / = o x 


und  y mit- 


einander vertauscht  werden  können,  werden  im  Art.  13  •H"  und  T so  umgeformt, 
dass  auch  in  ihnen  diese  Vcrtauschbarkeit  in  die  Augen  springt;  die  Ausdrücke 
für  xy  y,  £ und  y folgen  dann  ohne  Schwierigkeit. 

im  Art.  14  findet  sich  das  vorliegende  Beispiel  weiter  specialisirt  für  die 
Fälle  y0  = o,  »/„•  = 00  und  yn  = 0.  Durch  die  zuläswsigen  Vertauschungen  der 
Grössen  .r  x9  y t/0  erhalten  lclzlercnfalls  die  hetrelfenden  Uelationen  inannichfallige 
Formen. 

Art.  15  zeigt,  dass  aus  demselben  Grundo  auch  die  Integralgleichungen 


.V  = ) und 


v,  «?«**  + »>,*>), 

y — !/„ 


in  verschiedener  Gestalt  aufgestellt  werden  können,  wodurch  ein  Mittel  zur  di- 
recten  Bestimmung  der  Coefficienlen  ab  . . in  f(x.  y)  für  den  jetzigen  Fall  gc- 
gewonnen  wird. 

Werden  die  gefundenen  Gleichungen  der  irrationalen  Substitution 


S.Ü  + SX  = MsJ±J>hi  f.’h  + l.i,  = i .V-M.V 

x — x,  1/  — «/„  ’ X — !)  x„  - y0 

*T  — Vo  V — *T0 

auf  die  Normalform  mit  dem  Modul  x < 1 , also  auf 
||=  1 — x*  • I — x*  x* 
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angewandt,  so  gehen  im  Art»  16  nach  Finftihrung  von 

x =s  sin?»  y = sin?» 

V i — *f  sin1?.  = ./  (y , x)  x1-*-*'1  i 

dio  trigonometrischen  Helationen  hervor,  ilurrli  welche 


iibergeführl  wird.  Diese  Formeln  können  auch  als  Additionsfonnein  fiir 


angesehen  werden.  Als  Nachtrag  zum  ersten  Abschnitt  S.  117  wird  eine  (In- 
struction dieses  allgemeinen  Additionstheoreius  mit  Hülfe  zweier  sphärischen  Dreiecke 
gegeben.  Wird  «/  = i/'o  gc**ct*1,  so  geht  die  Verdoppelung  der  elliptischen  Inte- 
grale hervor. 

Setzt  man  dagegen  <p#  = o,  i/'w  = j , so  erhält  man,  wie  im  Art»  17 
gezeigt  ist,  die  gewöhnlichen  Additionsfornieln  für 

Jo  Jo  Jtp  Jx  Jo 

aus  denen  sin«/»,  cos»/»,  -r/ 1/»  und  lg«/»  in  vierfacher  Gestalt  berechnet  werden. 
Fine  andere  Ableitung  derselben  Ausdrücke  linde!  sich  im  Art.  51,  während 

Art.  60  ip  =s  am  ^ («  + t'i)  gesetzt  ist.  Hieran  schliesst  sich  die  Construclion 

des  Addilionstheorerns  mittelst  eines  sphärischen  Dreiecks  (vergl.  «len  Nachtrag  zu 
8.  89),  aus  der  sich  «ler  dem  Satze  von  der  Winkelsumme  im  ebenen  Dreiecke 
entsprechende  Satz  für  das  sphärische  Dreieck  ergibt.  Die  Beziehung  zwischen 
«len  Formeln  «ler  sphärischen  Trigonometrie  und  den  elliptischen  Additionsfonnein 
wird  nach  La«;han«;b  und  Jacohi  zur  Aufstellung  einer  Formellabcllc  benutzt. 

Im  Art.  18  wird  in  den  allgemeinen  Formeln  des  Art.  16  zunächst 

>/'  = !",  V,  = » und  1 />„  = x 

und  zweitens  ?0  = o , ?»#  = co  , </  = i/»  und  «/»  = ^ ’i 

gesetzt  und  die  Form,  welche  die  enlsprcchendtMi  Additionssät zc  als«lann  an- 
nehmen , ausführlich  entwickelt.  Die  bctreirendeu  Vcrdoppelungsformcln  gelten 
hervor,  wenn  x = V gemacht  wird. 

Ein  zweites  Beispiel  wird  in  den  Artt»  19  bis  22  behandelt  und  die  Coef- 
licicnten  und  in  ? gleich  Null  angenommen.  Aus  der  Gleichheit  «ler  In- 
varianten von  | und  ? ergibt  sich  alsdann 

CS  = — A und  21  CS  = 0 — 3 A1 

Fine  und  nur  eine  Wurzel  A der  cubischcii  Insolvente  ^A3 — GA — //  = o kann 
stets  reell  und  von  gleichem  Vorzeichen  mit  //  bestimmt  werden.  Wird  die  Be- 
dingung 

21  -h  CS  = 6A 

hinzugefügt,  so  sind  21  und  CS  die  Wurzeln  «ler  «piadratiscben  Gleichung 
n*1  — 6 A uj  — 3 A*  G = o 
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welche  mit  X reell  sein  müssen.  Es  nimmt  dann  das  elliptische  Differential  die 
Form  an 

dji  dy 

i - räv‘  - (»-»•<£  )./■  + <£ 

Um  reelle  Ausdrücke  zu  erhallen,  hat  inan  i/u  = i zu  setzen.  So  bekommt  man 
die  leicht  auf  die  sogenannte  Normalform  reduclibeln  Integrale 

/•f(l  J*  /•*  dy  i'V  dy 

5 ~Jj,  5 °Jy  Fi  - Jt  rsi  v'-e  /^T 

Zum  Schlüsse  des  Art.  lg  werden  ausserdem  die  Invarianten  G und  //,  ferner 
die  Wurzeln  Xt  A, , A4  der  cubischcn  Hesolvente  nebst  den  Wertlien  für  & und  CS 
als  Functionen  der  Wurzeln  von  £ = o ausgedrückt. 

Art.  20  enthält  die  sechs  verschiedenen  Wcrthc,  welche  man  für  y je  nach 
der  Beschairenlieit  der  Werllie  von  31  und  CS  zu  subslituiren  hat,  um  die 
/•  <p  d <i> 

I.EuK.N ork* sehe  Noriualform  / zu  erhalten;  dabei  sind  zugleich  die  zu- 

Jo  -Uv*) 

gehörigen  Wertlie  der  Moduln  x und  x'  angegeben.  Die  Betrachtung  der  ver- 
schiedenen Werth©  von  xi  zeigt,  dass  sich  dieselben  als  Wurzeln  einer  reciproken 
(ileicliung  sechsten  Grades  darstellen  lassen,  welche  auf  eine  cubischc  Gleichung 
von  einfacher  Form  reductibel  ist.  Weitere  Untersuchungen  über  die  Grösse  der 
Moduln  enthält  Art.  41. 

Im  Art.  21  wird  die  irrationale  Substitution  für  den  gegenwärtigen  Fall,  wo 
einer  der  Factoren  von  y für  y = ;/0  — 1 verschwindet,  in  der  Gestalt 

Z[X-i)  -±,*±2 
v \—y 

angegeben,  wo  = I2A* — G , ferner  die  rationale  Gleichung  f[x,  y)  = o 
sowohl  nach  den  Formeln  des  Art.  9 wie  des  Art.  1 1 entwickelt. 

Art.  22  stellt  aus  den  allgemeinen  Formeln  des  Art.  10  die  dem  jetzigen 
Beispiel  entsprechenden  Wertlie  von  x,  y,  £ und  y dar. 

Die  Artt.  19 — 22  enthalten  also  eine  Keductionsmethode  des  elliptischen 
Diircrenlials  auf  die  Noriualform,  die  stets  anwendbar  ist,  weil  sich  3(  und  CS  in 
allen  Fällen  reell  bestimmen  lassen. 

Ein  drittes  Beispiel  behandeln  die  Artt.  23  bis  2 5.  Wird 

'&  = CS  = o 

gesetzt,  so  folgt  vermöge  der  Invariantengleichungen 

CS  = 2k  , 4«®  = 12A*  — G 

Unter  Hinzufügung  der  Bedingung  33  4-  jD  = 3A  ergeben  sich  3J  und  3)  als 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

gj1  — 3 X m 4-  3 X'  — { G = o , 

sind  aber  nur  reell  für  C>3l*  oder  G3>27//*.  Je  nachdem//  einen  positiven 
oder  negativen  Werth  hat,  erhält  man 

dy du  j dt 

V " y[,J+  i)!»V+lD)  01  er  - “ 
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Art.  24  gibt  die  Abhängigkeit  der  Coeflicienten  $5  und  Q von  den  Wurzeln 
der  Gleichung  | = o , vergleicht  ihre  Werthe  mit  denen  von  $ und  (5  des 
vorigen  Beispiels,  und  lehrt  die  vier  verschiedenen  Substitutionen,  welche  für  die 
verschiedenen  Werthe  von  und  £>  auf  die  LkgemuikscIic  Nonnalform  führen. 
Weiter  ist  die  reciproke  Gleichung  aufgestellt , deren  Wurzeln  die  zugehorigeu 
Moduln  x*  und  x'*  sind;  die  entsprechende  cubischc  (ileichung  hangt  jetzt  nur 
von  der  absoluten  Invariante  ab  [vcrgl.  Nachtrag  zu  S.  103). 

Neben  der  irrationalen  Substitution 


für  den  vorliegenden  Fall  enthalt  Art.  25  den  Werth  von  x , unter  Benutzung 
der  allgemeinen  Formeln  der  Artt.  9 und  11,  ferner  die  aus  All.  10  abgeleiteten, 
dem  jetzigen  Beispiele  entsprechenden  Werthe  fiir  x,  y , | und  tj. 

Als  viertes  Beispiel  ist  im  Art.  26 

« = (5  = o,  *8  = 1 

gesetzt.  Dadurch  wird  G = — 4^  , //  = — t S . 1*  = 4y* — Gy — // , also 


und  für  »/„  = 00 


t __  dx  tly 

» > l.v J—  <"l  — II 


/<*>  dy 

j V 4 v'  — Gy  — U 


Nach  Angabe  der  Weierstr  Ass’schen  Entwickelung  für  y nach  Potenzen  von  z 
findet  sich  für  beliebige  Werthe  von  y9  die  Gleichung  — k^f(x,  y)  = o aus- 
führlich aufgestelll. 

Art.  27  enthalt  die  Anwendung  für  yh  = 00  und  gibt  den  Werth  für 
x — x„ , die  irrationale  Substitution  in  der  einfachen  Form  y *•  X,  mit  dem 
zugehörigen  17  = .V,  , den  Werth  von  | und  endlich  die  Substitution , die  man 
zur  Ilcduction  auf  die  Lkgkm>re'scIic  Nurmalform  anzuwenden  hat.  Dabei  wird 
man  auf  die  Moduln  des  Art.  24  zurückgeführl. 

In  den  Artt.  2 8 bis  32  werden  einige  Fälle  betrachtet , in  denen  eine  qua- 
dratische Gleichung  von  der  Form  f[x , y)  = o der  Differentialgleichung 

dx  dy 
- + - = o 

genügt,  ohne  dass  $ und  y gleiche  Invarianten  besitzen.  Es  sind  diess  zunächst 
die  Substitutionen  der  Artt.  20  und  23  : 

y = cos , J(f  , lg4q  und  — sin4y 

Art.  28  betrachtet  die  Substitutionen  y = COS<f>  , y = Jq>  und  leitet  mit 
Hülfe  der  Wurzeln  der  Glcichungcu 


4A3—  GX  — II  = o 


4143  — ($n  — § = o 


die  Beziehungen  zwischen  den  Invarianten  G und  II  einerseits  und  0 und  $) 
andererseits  ab. 


Digitized  by  Google 


<771  * 


Ziir  Rkduction  elliptisciikk  Intki.rai.k. 


xxxiii 


Das  Nämliche  leistet  Art.  29  rückslchllich  der  .Substitutionen  y = t g*<j  und 
y = — sin*9> . 

Art  30  behandelt  unter  diesem  Gesichtspunkte  die  Substitution  des  Art.  27 
nebst  der  reciproken  Substitution. 

Zu  den  Substitutionen,  die  auf  ungleiche  Invarianten  führen,  gehört  auch  die 
Gai'ss’scIic  Substitution  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels,  welche  nebst  ihrer 
reciproken  im  Art  31  untersucht  wird,  sowie 

die  Substitution  des  complementären  Moduls,  die  den  Gegenstand  des  Art.  32 
bildet.  Am  Schlüsse  des  Art.  3 2 finden  sich  endlich  noch  die  I n va ria n tenrela l ion  en 
angegeben,  die  bei  einer  Transformation  nter  Ordnung  stattfinden,  welche  dem 
U ebergange  von  q in  qn  entspricht  und  selbstverständlich  nicht  auf  eine 
quadratische  Gleichung  von  der  Form  /"(tr,  y)  = o fuhrt.  Die  itechnung  ver- 

2 X 

einfacht  sich  durch  Einführung  der  Grosse  h = — an  Stelle  des  Moduls  x. 

x x 

worüber  einige  Ile merkungen  beigefügl  sind. 

A.  Donadt. 


Zweiter  Abschnitt.  Di«  Keduclion  der  elliptischen  Integrale  auf  die 
Tlielafnnctionen  Jacold's. 

Art  33  detinirt  die  vier  Thetafunctionen 

<x> 

ö[uq)  J£[—l)9qnnC082nu  , />4(  uq)  = 1/(”  * ^ >!COS  ( 2 fl  -+-  I ) u 

—<*> 

Üf(uq)  = — l)*Vn*  *,tsm(2»  -I-  ijll  , (uq)  = q*  HCO*  2 Mi 

durch  unendliche  Reihen  und  unendliche  Producte,  woraus  für  u = 0 die 
Gleichungen 

<*  = x,x'  , 0',  = z?1*,5  . = 2'ih,x'  ■ = x,x* 


hervorgehen,  wenn 

^ =y/r<i — - 

z,  =//(•  + ntp)  . 


i,  =//('-  »,'l-2V«)V"*+" 

& =//  0 


Vermöge  der  zwölf  für  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunctionen  geltenden  DilTe- 
rentialformeln  (vergl.  Art.  44**  des  Nachtrags)  und  der  daraus  entspringenden 
linearen  Relationen  zwischen  den  Quadraten  der  verschiedenen  Thetafunctionen, 
ergeben  sich  24  Formen  für  das  elliptische  Integral  u der  ersten  Gattung  nebst 
den  zugehörigen  Substitutionen  zur  Reduclion  auf  die  Normalform 


2 Au 


r<t 

* 1=5  Jo 


2 Au 

oder  nach  Jacodi's  Bezeichnung  q = am 

n 


wo  « = -\  , X = , * 

Akkandl.  d.  K.  8.  Uesellsrh.  d.  WiiieoHcb.  XX. 


-/ 


i1*  </if 
0 J[yx 
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[<78 


gesetzt  ist  und 
^ - 


TZ  = yxs'aq 


»u 


VT 


cos  9 


!s* 

»u 


= J/^9 


gefunden  wird. 

Die  Producte  zweier  Thetafunctionen,  welche  in  den  DifTerentialforineln  Vor- 
kommen, werden  Art.  34  auf  einfache  'Hietafunctioncn  reducirl,  wrobei  das  Argu- 
ment (u,  7)  durch  (u,  7-),  ( 2u , 7*)  und  (u,  »7^)  ersetzt  wrird.  Damit  folgen 
zugleich  die  entsprechenden  Beziehungen  zu  den  Argumenten  («,  7*),  (Ju,  7^) 
und  (u,  — 7*}  . Bezeichnet  man  durch  2 ft  v p die  Werthe,  in  w'elche  sich  x 
durch  den  Uebergang  von  7 resp.  in  7^,  7*,  17*  und  —7*  verwandelt,  wahrend 
gleichzeitig  K in  J Jlf  N I * übergeht,  und  lässt  A ' A*  Mr  den  eomplementären 
Moduln  *'  V ft'  entsprechen,  so  ergibt  sich,  dass  fi  ebenso  von  x abhängt,  wie 
x von  A,  und  dass  durch  Vertauschung  von  x und  x'  A und  sowie  /<  und  Af 


ineinander  übergehen. 

Ferner  wird 

IK  - 1/ 

. . 2/f'  _ l/AA|AfAJ.. 

n V 

X ' * 71  V X 

wenn  der  Fortschritt  in  der  Grössenreihe  . . A,  A,  Ä * /i,  . . dem  wieder- 

holten IJ  ehergange  von  7 zu  7*  correspondirt. 

Alt.  36  führt  die  den  sechs  Argumenten  des  vorigen  Artikels  entsprechenden 
Amplituden  %'  V M'  resp.  X V*'  e‘n  »nd  leitot  die  den  sechs  Integralgleichungen 

r<f  d 7 2 

r*  *t  J*  _ 1 

/><!’  1/1/’  "* 

K j(v  *y = *-*-*'. 

h J(xi>)  i+*Jo  J[Xl) 

2 

/W’’  il'l'  I />•*  lila  , 

/»**'  dta 

~ 1 x J 

'0  Y*'Jo  l* 

zugehörenden,  paarweise  reciproken  Substitutionen  ab.  Die  beiden  letzten  führen 
auf  complexe  Moduln  und  werden  benutzt,  um  Transformationen  nurzustellen,  welche 
ein  elliptisches  Integral , dessen  Modul  eine  complexe  Finheit , auf  ein  anderes 
mit  reellem  Modul  ^ 1 reduciren , und  welche  dem  Uehergang  von  7 in  — 7 
entsprechen. 

im  Art.  36  sind  die  verschiedenen  Umformungen  der  vier  vorhergehenden 
Transformationen , welche  die  Namen  von  Gaus*  und  von  Lande*  tragen,  tabel- 
larisch zusammengestellt. 

Art.  37  enthält  einige  historische  Notizen  und  zeigt  den  directen  Zusammen- 
hang sowohl  der  GAuss’schen  Transformation  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels, 
wie  der  von  Landen  in  der  Legem» naschen  Form,  mit  der  Laghingk* sehen  Sub- 
stitution 


l/l  ± ’“'y 
’l  = ?/,!/  . 1 

r I ± ri, 


welche  zu  der  Gleichung 


fy  dy  _ /•!/,  dy, 

•K  V(1±.»V)(I ± «V  •*«  VJ} ±in * v,TT(»  — «,V 


vT) 


führt. 
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Art.  38  beschäftigt  sich  mit  der  Berechnung  der  Argumente  u und  q , wenn 
q>  und  x gegeben  sind.  Die  Grösse  q wird  nach  Jacobi  mittelst  der  Formel 

*'  ,1  ,t 

i " TW*'  **  ">  ' ' * 


gefunden , wo  x,  x,  x3  . . . statt  p p,  geschrieben  sind , also  xH  dem  Ueber- 
gangc  von  q zu  q*n  entspricht.  Die  numerische  Berechnung  lässt  sich,  unter 
Benutzung  der  sogenannten  Additionslogarithmen , durch  Einführung  von  Hiilfs- 
grössen  erleichtern , welche  zugleich  zur  Ableitung  der  Werthe  des  ganzen  Inte- 
grals K resp.  von  Igtfj  und  Igj,-  dienen.  Im  Nachtrage  zu  S.  132  finden  sich 
stark  conv  ergirende  Reihen-  und  Kettenbruchsentwickeluogen  zur  Berechnung 
von  7,  z.  B.  für  7^  nach  den  Potenzen  von  i^tg4^«  und  von  Xtg4#, 
wenn  x = sin#  = y 2 sind  gesetzt  wird.  Die  Berechnung  von  u wird  geleistet 
sowohl  durch  wiederholte  Anwendung  der  GAUss'schen , wie  der  L.\M>KN’schen 
Transformation,  oder  der  Jacobi’ sehen  Substitution  mtg*7»  = «tg1qr'1,  für  welche 

_ Hj 

V m4  sin* 7 -f-  »1*  cos1  7 V m,1  sin*  27*1  «,* cos*2grl 


im  Art.  39  wird  der  complementäre  Modul  x'  eingeführt,  wodurch  für 
ff  dq  r<t'  d<t' 

I Ti r = / TT  oder  hu  = h u 

J 0 J W * Ja  * 


ra.  _ _ '8V.  = _ 

n lg<J 

werden.  Bezeichnet  man  durch 


u = m u , q ss  e 


K' 

-"7 


i = ‘ 


t)  = 1 jvv*“ , h,  = 2?'-  i)V"+*’,*<ln+0“ 


jr 

A- 


die  vier  Thetafunctionen , in  denen  die  trigonometrischen  Functionen  durch  reelle 
Exponenttalgrössen  ersetzt  worden  sind,  so  lassen  sich  die  Functionen  0^ (u  7) 

hm' 

mittelst  des  Factors  Vfc  * auf  die  Functionen  'q')  reduciren,  wenn  man 
zugleich  6 und  0,  vertauscht.  In  analoge  Beziehung  treten  die  Werthe  der 

Functionen  /,•( 7)  und  *,  (7');  für  X Xt  X3  werden  Differentialgleichungen  der 
ersten,  für  7,(7)  eine  solche  der  zweiten  Ordnung  aufgestellt.  Ferner  wird  auf 
die  approximative  Richtigkeit  der  Gleichung 


a 

r 


-h  2e 


-9*  : 


aufmerksam  gemacht,  welche  schon  für  inässige  Werthe  der  willkürlichen  Con- 

stanten  a anwendbar  ist  und  selbst  nach  r differentiirt  werden  kann.  An  den 

K'  * * 

Werth  Ig7  = — n ^ wird  mittelst  der  Substitution  mtg  7 = ntg  q>x  ein  di- 

recter  Nachweis  dafür  geknüpft,  dass  der  Uebergang  zum  arithmetischen  und 
geometrischen  Mittel  der  Verwandlung  von  7 in  7*  oder  der  Verdoppelung  des 
K* 

Verhältnisses  ~ entspricht. 
h 

13** 
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Für  x*>  J ist  wegen  7'<«’"  im  Allgemeinen  die  Berechnung  der  Functionen 
q')  vorthcilhafl , und  wie  sich  q'  direct  aus  x'  oder  x ergibt,  lasst  sich  u 
ohne  u durch  Anwendung  sowohl  der  GAUss'schen  Transformation , wie  der 
LKoKMiBK’schen  Form  der  LA\i>KNschen  Substitution,  direct  aus  q berechnen. 
Die  Vorschriften  da/u  enthält  Art.  40.  Im  Nachtrag  zu  S.  138  ist  bemerkt,  dass 
wenn  man  das  Imaginäre  nicht  ausschliessen  will,  bei  complexen  Werthen  von  7 
mod  gemacht  werden  kann. 

Art.  41  untersucht  die  Reductionsformeln  der  Artt.  20  und  24  mit  Bezug 
auf  die  Grösse  des  Moduls  x . Hierbei  sind  je  nach  den  Vorzeichen  der  Discri- 
minanlc  G*— 27J1  und  der  Invariante  //  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  und  zwar 
führt,  wenn  man  den  Vortheil  des  kleinsten  Moduls  erreichen  will,  die  erste 
Beductionsiuethode  stets  zum  Ziel,  allerdings  für  //< o unter  Anwendung  des 
complementären  Moduls.  Für  (**<27//*  wird  q resp.  </ <0,04321 4 , für 
G1>27l/4  dagegen  <0.0018674. 

Art.  42  boschiiftigl  sich  mit  der  Heduction  dos  allpcmeinon  elliptischen 
lnleprals  von  der  Form 

,dx  pv  1 ly  _ 

V«  '<  «'i 

wo  .V  rational  von  x und  {,  resp.  von  y und  *i  abhllngt.  Fiir 

1*  = 4»  (®»‘  + 3*»  + ®) 

lassen  sich  die  durch  Zerlegung  von  X entspringenden  Inlegnile 

«V»  = f Vm<is  und  wn  = f — 

Jo  t/0  (y  — pj 

durch  geeignete  Recursionsformcln  auf  die  drei  Integrale  3 »>,  und  wt  zurück- 
führen.  Für 

= ay*-6i:/,+  ß 


si  = fxid*  = -fyx^  = f3xd 
J x»  * ’1  Jo 


selzt  man 


r * 

vm  = / v 

«'0 


dz  , 


äs 

it’-  = I 

Jo  (y'-p)" 


und  reducirl  diese  Grossen  in  analoger  Weise  auf  die  elliptischen  Integrale  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Gattung.  Für 

V*  = 4»’  — Oy  — II  , y„  = OO 

endlich  würde  vm  = f ym  dz  unendlich  werden  und  man  hat 

Jo 

r 50  dy 

Wn~Jy  i 

mittelst  s tu.  und  tr*  = ^ 1 zu  bestimmen. 
z dp 

Art.  43  leitet  die  Werlhe  des  Factors  r in  den  Gleichungen 


tc.  = rw 
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ab,  wo 


und 


vergleicht  damit  die  Form  / und  gibt  den  Grund  an,  wcsshalb  auch  bei 

*/o  y p 

Beschränkung  auf  reelle  Grossen  complcxe  Wertlie  des  Parameters  p be- 
rücksichtigt werden  müssen.  Auch  findet  sich  hier  ein  Umstand  erörtert,  der 
gewisse  Beschränkungen  in  den  Vorzeichen  der  xorkonimenden  Badicale  erklärt, 
und  der  darin  besteht,  dass  die  zwischen  x und  y gefundene  Gleichung  f (®  y = o 

. .1  . , , . , dx  du  _ dx  du 

den  beiden  DilTerentialgleichungen  — = — und  — -+■  — = o genügt. 

Art.  44  geht  von  den  Ausdrücken  für  die  dritten  logarithmischcu  Diflerential- 
quotienlen  der  Thetafunctionen  aus  und  zeigt,  wie  durch  zweimalige  Integration 
die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  als  lineare  Functionen  von  u und 
den  ersten  logarithmischen  Dilferentialquotienten  der  Thetafunctionen  erhalten  wer- 
O"  0"  0,"  , w 

den.  Die  Constanten  — , — und  ^=-  liefern  die  Wertlie  der  ganzen  Integrale; 

ihre  Differenzen  lassen  sich  durch  die  Potenzen  der  0 Ausdrücken,  analog  den 
Differenzen  der  ersten  logarithmischen  Differentialquotienteil,  welche  vermöge  der 
Diffcrentialformeln  des  Art.  33  Quotienten  von  Producten  der  Thetafunctionen 
gleich  werden. 

Im  Nachtrag  finden  sich  hier  einige  auf  die  Entwickelungen  in  trigono- 
metrische und  in  Partialbruchsreihcn  bezügliche  Artikel  eingeschaltet.  Solche  Reihen 
werden  im  Art.  44*  abgeleitet  für  die  Logarithmen  der  Thetafunctionen  und  ihre 
Differenlialquotientcn,  so  wrio  für  die  Quotienten  je  zweier  Thctafunctioncn  und 
die  reciproken  Wertlie  der  letzteren. 

Art.  44b  enthält  die  Integrale  der  bezeichneten  Ausdrücke  nebst  den  sich 
daraus  ergebenden  Folgerungen. 

Art  44c  leitet  mittelst  der  zweiten  logarithmischen  DilTerentialqiiotientcn  die 
Entwickelungen  der  Quadrate,  sowohl  der  Quotienten,  als  der  ersten  logarith- 
mischen  Dillercnliahiuotientcn  dor  Thctafunctioncn  ab,  so  wie  die  betreffenden 
Entwickelungen  der  ganzen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Art.  4t-1  beweist  nach  Jacobi  durch  Partialbnichzcrlegung  die  Gleichungen 


(u  d-  u)  _ 2 y C”  _2_  y aj>t 

~ * 1“  1 ^ 

wo  oi  = etM  , C = c*vt , und  gibt  in  reeller  wie  imaginärer  Form  eine  Zu- 
sammenstellung der  f 6 coordinirtcn  Formeln  von  analoger  Beschaffenheit  nebst 
den  zugehörigen  Convergcnzbedingungen. 

I111  Art.  44®  sind  die  auf  Multiplication  und  Theilung  der  Argumente  bezüg- 

liehen  Transformationen  der  obigen  Formel  enthalten,  wobei  <y  in  qm  resp.  7" 

it 

und  allgemein  in  qtn  übergeht. 

Art.  44r  gibt  Anwendung  der  Reiheneutwickclungen  auf  die  Integrale  der 
zweiten  und  dritten  Gattung,  mit  anderen  Worten  auf  die  Wcrthc  der  logaritli- 
misclien  Differentialquotienten  und  die  Logarithmen  der  Quotienten  von  der  Form 
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wobei  sich  hcfaiütsU'lll.  dass  bt'i  don  Functionen  und  0,  resf».  0k  und  0t  die 
reelle  Periode  n nicht  vorhanden  ist. 

Art.  M*  endlich  enthält  Betrachtungen  über  die  Umkehr  der  Gleichung 
r = u — fu , wo  fu  eine  Function  mit  reeller  Periode  bezeichnet,  nebst  An- 
wendung auf  die  Umkehr  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  [wenn 
& u 

w = au  — = uv I » sowohl  für  das  Argument  u,  7 als  für  das  Argument 

(u\  q'). 

Art.  45  gibt  eine  Tabelle  für  die  Wcrthe  der  den  zwölf  verschiedenen 

fu  t 

Werthen  von  y eitlsprecheuden  Integrale  zweiter  Gattung  r = / y du  nebst 

Jo 

/•I?«  t 

den  com  p lerne  n lii  re  n Ausdrücken  C = I y du  und  den  sechs  ganzen 

Ju 

Integralen  in  der  trigonometrischen  Form.  Für  die  letzteren  werden  bequeme 
Rfchnungsiiiethodcii . mit  Hülfe  der  Additions-  uiul  Sublractionslogarillimen . ab- 
geleitet. 

Im  Art.  4t»  werden  die  Art.  34  aufgestcllten  Kelalioncn,  welche  der  Ein- 
führung der  Argumente 

(«•  v')  («*.  ?*)  (*».  9*)  (“•—»*)  (“.'9*1 

entsprechen,  in  24  Formeln  von  recurrirender  Beschaffenheit  zwischen  den  Thela- 
fiinctionen  umgesetzt,  deren  logarilhmische  Differentiale  gebildet  und  die  zugehörigen 
Amplituden  % % ' 1 {>  cu  o»'  des  Art.  35  angewandt. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  können  dazu  dienen,  um  die  Logarithmen  der 
Thetafnnctionen  und  ihre  DitTerenlialquoiienlen  in  Reihen  zu  entwickeln.  Diess 

wird  Art.  4?  an  dem  Reispiele  \ou  ig^u  und  erläutert,  wobei  sich  drei 

«hi 

Entwickelungen  für  die  unbestimmt«*»  Integrale  der  zweiten  Gattung  ergeben. 
Bei  der  nülhigen  Gonvergenzuntersuchung  zeigt  sich,  dass  der  Grenz  werth 

l 0 ( u , tf*) 

lim  — lg  — T , der  durch  den  Uebergang  zum  compleinentären  Modul  erhallen 

" °{<r) 

werden  kann,  auftiort  periodisch  zu  sein,  wesshalb  die  Gültigkeit  der  dritten,  für 
grosse  Werthe  des  Moduls  vortheilhaReti  Entwickelung  an  die  Bedingung  <71 

geknüpft  ist. 

Art.  48  leitet  den  bezeichneten  Grenzwerth  ohne  den  Uebergang  von  7 zu  <{ 

durch  Benutzung  der  Belationen  her,  wekke  den  Uebergang  von  0 zu  — ver- 

<1 

tnittelu.  Durch  Einführung  der  EtiLeiVlieo  Function 

<T> 

.«  (•»,  9)  = ('  — «o)-V(9®i,  </)  =//(  1 — 


wird  mittelst  der  Formel  A* ( w , * )A '(7«,  7)  = 1 

gezeigt,  dass  die  Tranaaccndcntc  /,  (7)  für  inoiD/^i  aufhört  eine  Function  von  7 
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zu  sein,  während  die  vier  Quotienten 


gleichzeitig  mit  q in  ihre  reciproken 


Werthe  übergehen. 

Art  49  wendet  den  IJebcrgang  von  (u,  q)  zu  (t/,  >\  ) auf  die  Integrale 
der  zweiten  Gattung  an,  wobei  sich  neben  der  LECBKnnB1  sehen  Formel 
KE' + KE  — KK'  = 


/•  u 4 t t 

o = J y du  mittelst  der  Functionen  0t-(u  q) 


die  Ausdrücke  für  die  Werthe  von 
ergeben. 

Der  Uebergang  zu  den  Integralen  der  dritten  Gattung  wird  Art.  50  durch 
Aufstellung  des  JAcoBi'srfien  Formelsystems  vermittelt,  welches  zwischen  den  Pro- 
ducteu  von  vier  Thetafunctionen  verschiedener  Argumente  besteht.  Das  System 
enthält  fünf  Gruppen  von  Formelquaternionen,  die  sich  lediglich  durch  die  Indices 
der  Thetafunclionen  unterscheiden,  während  die  eingehenden  Argumente  reciproken 
Gleichungen  von  der  nämlichen  Form,  wie  die  Gleichungen  zwischen  den  Pro- 
ducten  U der  einzelnen  Qualeruionen  unterworfen  sind.  Man  schliesst  daraus, 
dass  überhaupt  zu  jeder  Argumentenrelation  eine  entsprechende  Formel  zwischen 
den  bezüglichen  Thetaproducton , und  zwar  in  jeder  Quaternion , existiren  muss. 

Art.  51  werden  durch  Specialisirung  der  allgemeinen  Formeln  24  Ausdrücke 
abgeleitet,  welche  nicht  allein  durch  Division  die  verschiedenen  Formen  der 
Additioussälze  des  Art.  17  ergeben,  sondern  auch  mittelst  logarithmischer  Diffe- 
rentiation nach  v und  Integration  nach  u 48  Integralformeln  fiir  die  Werthe  von 

0,  ( V - 


liefern. 


Analoge  Formeln  ergeben  sich  Art-.  52  für 


»*)  ' 

ig£ifcL±  *’■  <r*)  f/!) 

Durch  Einführung  der  Amplituden 
2hu 

q = am  , 


t’.  V*) 

0 («  — ') 


Ib 


■/’) </!) 

tt.(i « — ”’ii) 


2 K V 


erhält  man  acht  Integrale  dritter  Gattung. 

Art.  53  zeigt , dass  hier  namentlich  das  Beispiel  des  Art.  24  hi  Betracht 

kommt,  sofern  für  die  canonische  Form 


/ * u d « 

I 7 im 

Ja  v + Vv 


»/  = cot  q , * t gi/  , tg7  , cot  q , 

die  correspondirenden  Paramoterwerthe 
± yp  = x'tgGT  . cot  CT  , tgCT  , cot  CT 


Sill«/' 


x sin  «/•  , sin  q mul 


sind 


sin  CT  und 


sm  q 


l 

sill  CT 


zu  verbinden  sind.  Dabei  wird  für  negatixe  Wcrtlu*  von  p das  Argument  v rein 
imaginär,  so  dass  für 

2 Kv  __  rm  dq  __  /•"»'  dtp 

» ./«  j(<i  *') 
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» sin© 


«lg« 


an  die  Stelle  von 

1 g©  , sin©  . 


■ tR}ro  . 


sec©'  und 


cos© ' 


tgi©  , cos  m und  Jta 


treten.  Um  den  einem  beliebigen  contplexen  Parameter  /»  entsprechenden  com- 
plexen  Werth  v = »>0  ■+* »>,  t [oder  r =?  c# — vx  i ) zu  bestimmen,  sei  © der  con- 
jugirte  Werth  von  © und 


tg©  Jia 


IkI*«*’’  . 


ferner 


4 _ rk 

n J [g  k) 


4*  ”i  __  /•*'  dg 

* ,/0  JW  «') 


daun  werden  /i  A-  A*'  llvpotenuse  und  Katheten  eines  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks,  in  welchem  die  Seiten  h und  k den  Winkel  h einschliessen. 


Art,  54  enthalt  eine  Zusammenstellung  der  48  Ausdrucke  für  lg  - ‘ 

.^'c  — m) 

mit  Hülfe  der  von  den  Amplituden  </  und  © abhängigen  Integrale  dritter  Gattung. 
Dieselben  zerfallen  in  Gnipjwm  von  je  drei  nur  der  Form  nach  verschiedenen 


Integralen. 

/* 14  du 

Im  Art.  55  werden  die  Integrale  w = / * nach  den  Werthen  von  y 

J 0 y — v 

geordnet  und  die  zugehörigen  Intervalle  der  reellen  Parameter  ;»  angegeben;  als 
Factor  tritt  die  Grösse 


2 K 


J I = — sin  © cos©  J ( © . x) 


auf.  Dadurch  entstehen  zwölf  Gruppen  von  Formelquaternioncn  für  die  Integrale 
I oga  r i t h m i sc  h e n Charakters,  in  denen  y*  den  Werth  p nicht  annehmen  darf, 
während  u das  Integrationsintervall  durchläuft. 

Durch  die  Vertauschung  von  v mit  ri  resp.  tgj©  mit  itgj©’  gehen  die 
Integrale  w trigonometrischen  Charakters  hervor,  bei  denen  der  Factor 

//'  = sin©'cos©'J(©',  x') 

7t 

und  die  Functionen  0,  erscheinen.  Art.  56  enthält  die  betreffende  Formeltabelle 
in  analoger  Anordnung  wie  der  vorhergehende  Artikel,  und  gibt  die  Heduction  von 
1 Ölt1  4*  u » ) 

lg  — 77  auf  die  reelle  Form  eines  arc  tg , wozu  die  Entwickelungen  des 

2»  — Ml) 

Art.  44f  zu  vergleichen. 

Art-  57  zeigt,  welche  Modilicationen  die  Ausdrücke  der  vorigen  Artikel  er- 
leiden, wenn  man  bei  ihrer  Ableitung  v nicht  verändert,  sondern  u mit  wi  ver- 
tauscht, sowie  wenn  q’  statt  q eingeführt  wird;  endlich  werden  noch  die  com- 
p 4 n d u 

plementären  Integrale  W = I -| , sowohl  logarithmischer  wie  trigonomelri- 

Ju  y — V 

scher  Art  betrachtet. 

Im  Art.  58  schliesscn  sich  hieran  die  ganzen  Integrale  dritter  Gattung, 
Welche  durch  unbestimmte  Integrale  der  zweiten  Gattung  gegeben  sind,  und 
24  Formeln  für  die  logarithmischcn  und  48  Formeln  für  die  trigonometrischen 
Integrale  liefern,  mit  Kücksiciit  darauf,  dass  (unter  Voraussetzung  eines  reellen 
Intcgrationswegs)  y1  nicht  mit  p zusammcnfallcn  darf. 
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Für  dt*n  Fall  eines  complexen  Parameters  hat  man  nach  der  Methode  des 
Art.  53  v = f0-4-r, » zu  bestimmen.  Dann  lassen  sich  die  Integrale  w der  dritten 
Gattung  in  ihren  reellen  und  imaginären  Theil  P -h  Qi  zerlegen,  dergestalt  dass 
nicht  allein  P und  Qi  durch  Vertauschung  von  t?0  und  t\  i in  einander  übergehen, 
sondern  auch  durch  Integrale  mit  reellem  Parameter  w6  und  w[  ausgedrückt 
werden,  welche  aus  w und  w'  hervorgehen,  wenn  man  v durch  i\  resp.  t\  er- 
setzt. Gleichzeitig  sollen  sich  er  und  cs'  in  bt0  und  cs{  verwandeln.  Diese 
Reduction  ist  im  Art.  59  unter  Anwendung  der  Ampi jtnden 


2 ft'  . , 

1'„  = an'  — («  + •’,)  , 

, 2 K , 

V.  = al"  — («  + »i«)  » 


u>„ 


2 f\ 

am  («  - vo) 

am  — (u  — t».  •) 

n 


für  das  Beispiel 


p = x*sin*cr 


-r- 


durchgeführt . welches  bekanntlich  die  von  Jacobi  in  den  Vordergrund  gestellte 
Form  des  Integrals 

sin*?  du 

fQ  i — x1  sin* cs  sin’?’ 

liefert. 

Art.  60  wird  gezeigt,  wie  eine  modificirte  Bestimmung  von  Q auf  das 
Additionslhcorem  für  Integrale  dritter  Gattung  führt,  nebst  den  zugehörigen  Formeln 
für  Verdoppelung  des  Arguments  (in  den  letzteren  treten  die  Amplituden 


2 K . 

?'  = am  — (u  - 


2K . . 

tu  = am  — [u  — o 


, 2 A' , 

tp  = am  — (u  ui ) 


2K  t *\ 

cu  = am  — (u  — ui) 


auf).  Bei  dieser  Gelegenheit  werden  die  entsprechenden  Additionssätze  für  die 
Integrale  zweiter  Gattung  hinzugefügl  nnd  im  Nachfrage  eine  F.rgänzung  dazu  in 
der  gewöhnlichen  symmetrischen  Form  gegeben.  Endlich  finden  sich  die  Aus- 
drücke zusammengestellt,  in  welche  die  Additionsformcln  des  Art.  17  sich  ver- 
wandeln, wenn  v in  vi  übergeht  und 

2 K v px'  dip  2 K , 


2 hv _ rx 

» ~ Jo 


V «')  * 


y>  = am 


(« 


gesetzt  wird. 

Au  Steile  der  Amplituden  bj0  und  bi,'  , fiir  wcletie  die  Gleieliungen 


2 K r, 


ft'  i’,  _ r rao  d't 

" ~ Jo 


*) 


und 


2 K v. 


hr,  Pm\ 

n J 0 


d'l 

J[y  x) 


gelten  , werden  Art.  61  mit  Hülfe  des  Additionslheorems  für  den  Parameter  die 
Art.  53  definirten  Amplituden  k und  k’  eingeführt , wodurch  sich  vereinfachte 
Ausdrücke  für  /*  und  Q ergeben  , welche  von  den  reellen  Integralen  wj.  und 
ahhängen,  in  denen  v resp.  durch  2 r0  und  2vti  ersetzt  ist.  Die  vorkoinmenden 
Amplituden  sind 
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fl  80 


2K 

am  — (u  ■ 


tp  ss  am 


71 

2 h' 


2K  . . 

tu  = am  — u — 2 u~ ) 

JI 


2 K 


[u—2V,i) 


Die  Wcrthe  von  P und  Q enthalten  ferner  die  Grösse  g = mod  p und  führen  für 
t>,  = o resp.  = o zu  YerdoppelungssUtzen  mit  Bezug  auf  das  Argument  des 
Parameters,  wobei  er  und  a durch  k und  k'  ersetzt  werden. 

Im  Schlussart.  62  endlich  wird  gezeigt,  wie  auch  bei  den  übrigen  Formen 
der  Integrale  dritter  Gattung  die  Trennung  in  den  reellen  und  imaginären  Theil 
für  den  Fall  completer  Parameter  ausgeführt  werden  kann.  Einer  Zusammenstellung 
der  für  die  Reduction  dienlichen  Relationen  zwischen  den  bcz.  Tlietafiinctioneu  sind 
Reductionsformeln  beigefügt,  welche  die  Moduln  A,  ft,  * der  Grössen 


sin  er 


sin© 

la 


und 


igcr 


so  w'ic  die  Amplituden  tp  ro  k resp.  tp  tu'  k'  enthalten. 


I*ru>‘lt  (»*  Kmtk«|»f  011J  llärtnl  it  I.*«|>rig. 
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Nachdem  ich  durch  die  Untersuchung  der  Kryslalle  des  Topases, 
des  Schwerspathes  und  des  Aragonites  gezeigt  halte,  dass  die  bis 
ilaliin  geltende  Ansicht,  wonach  das  Auftreten  thermoelektrischer 
Spannungen  auf  Krystallcn  durch  einen  Mangel  an  Symmetrie  in  der 
Ausbildung  der  beiden  Enden  einer  Axc  bedingt  sein  sollte,  zu  eng 
ist,  dass  vielmehr  schon  ein  Unterschied,  wie  er  im  rhombischen 
Systeme  zwischen  den  verschiedenen  Axen  uns  entgegcnlritt,  genügt, 
um  bei  Tenipcraturveriinderungen  auf  Krvstallen  dieses  Systemes  elek- 
trische Differenzen  hervorzurufen,  so  lag  die  Vernnithung  nahe,  dass 
auch  in  den  sogenannten  einaxigen  Systemen  die  zwischen  der  Haupl- 
axo  und  den  Nebenaxen  vorhandene  Verschiedenheit  zur  Erzeugung 
elektrischer  Spannungen  hinreichend  sein  werde;  und  ich  halte  die 
Richtigkeit  dieser  Ansicht  durch  den  Nachweis  der  elektrischen  Span- 
nungen auf  den  Krystallcn  des  Kalkspathes,  Beryllcs,  Idokrases  (Vesu- 
vianes) , des  Apophyllites , des  Apatites  und  des  Brucites  durgclhun. 

In  einer  kurzen  Ucbersicht,  welche  ich  Uber  meine  Untersuchun- 
gen der  Topas- , Schwerspat!)-  und  Aragonitkrystulle  im  Jubelbande 
von  Poggendorft’s  Annalen  veröffentlichte , fügte  ich  S.  652  die  Be- 
merkung bei:  »Ob  vielleicht  selbst  eine  Ungleichheit,  wie  sie  zwischen 
den  Flüchen-  und  Eckenaxon  eines  Würfelkry Stalles  vorhanden  ist, 
unter  sonst  günstigen  Umstünden  auch  für  eine  thermoelektrische 
Erregung  ausreichend  sein  kann,  wage  ich  noch  nicht  zu  ent- 
scheiden.« 

Behufs  einer  Prüfung  dieses  Ausspruches  habe  ich  früher  wieder- 
holt die  farblosem  Flussspathkrystalle  von  Slolberg  und  die  gelben 
Krvstallc  desselben  Minerales  von  Annaberg  geprüft,  jedoch  ohne 
entscheidende  Resultate  zu  erzielen. 

Als  ich  im  Jahre  1 877  dunkelviolelte  Flussspathkrystalle  von 
Weardalo  in  Durham  (England)  erhielt,  nahm  ich  mit  Hoffnung  auf 
günstigen  Erfolg  die  Untersuchung  von  Neuem  auf,  weil  ich  die  Em- 
pfindlichkeit "meines  Elektrometers  seil  den  früheren  Prüfungen  be- 
it» 


Digitized  by  Google 


W.  G.  Hankei., 


20  i 


l* 


träehtlich  erhöht  halte,  und  weil  Brewster“)  in  seinem  Verzeichnisse 
der  thermoelektrischen  Krystalle  gerade  den  rollten  und  blauen  Fluss- 
spalli  aulTlilirt.  Und  in  der  Tliat  gelang  es  ntir  auch,  auf  den  Ober- 
flächen jener  violblauen  Krystalle  bei  der  Abkühlung  schwache  posi- 
tive Spannungen  zu  beobachten. 

Da  nun  aber  diese  violblauen  Flussspiilhc  starke  Fluorescenz 
zeigen  und  nach  Bestrahlung  durch  Sonnenlicht  eine  kurze  Zeit  im 
Dunkeln  phosphoresciren , also  für  die  Einwirkung  des  Lichtes  em- 
piindlicli  sind,  und  da  ich  nicht  lange  zuvor  die  Entstehung  elek- 
trischer Spannungen  und  Strömungen  durch  die  Einwirkung  des  Lichtes 
auf  in  Wasser  und  Salzlösungen  befindliche  Melallplattcn  wahrge- 
nonuncu  halte**),  so  hielt  ich  es  für  möglich,  dass  auf  jenen  Fluss- 
spitthen  auch  unter  dem  Einflüsse  des  Lichtes  elektrische  Erregungen 
entstehen  konnten. 

Der  Versuch  zeigte,  dass  nicht  blos  durch  das  Sonnenlicht,  son- 
dern selbst  durch  das  zerstreute  Tageslicht  sehr  merkliche  elektrische 
Spannungen  auf  der  Oborflttchc  jener  Krystalle  hervorgerufen  werden. 

Eine  vorläufige  Millhcilung  über  diese  photoclcktrischen  Erregun- 
gen der  Flussspalhkrystallc  habe  ich  lieroits  in  den  Berichten  der 
math.-phys.  Klasse  der  Gesellschaft  für  1877  S.  71 — -8.7  veröffentlicht, 
jedoch  ohne  dabei  die  durch  Temperaturiinderungcn  erzeugten  elek- 
t rischen  Spannungen  in  Betracht  zu  ziehen.  Es  ist  wohl  erklltrlich, 
dass  die  neuen  photocleklrischen  Erscheinungen  anfangs  mein  Inter- 
esse ganz  in  Anspruch  nahmen,  so  dass  ich  mich  in  jener  vorhin ligen 
.Millhcilung  zu  der  Aeusserung  veranlasst  sah,  ich  hätte  bis  dahin 
noch  keine  Zeit  gehabt,  die  infolge  von  Temporaturiindarungen  auf 
der  Oberfläche  der  Flussspalhkryslullc  auftrelende  Eleklricität  ihrer 
Entstehung  und  Bedeutung  nach  näher  zu  untersuchen. 

Nachdem  es  mir  dann  aber  gelungen,  eine  grössere  Anzahl  für 
diese  Untersuchungen  brauchbarer  Flussspälbe  Iheils  käuflich  zu  er- 
werben, Iheils  durch  die  Güte  meines  Gollegen,  des  Herrn  Professor 
Zirkel,  sowie  des  Herrn  Bergraths  Professor  Weisbach  in  F'rei- 
berg  geliehen  zu  erhalten,  Italic  ich  beide  Erregungsvvoisen , sowohl 


*)  The  Ed  mb.  Journal  of  Science,  conducted  I»)  David  Brewster,  Heft  2; 
übersetzt  im  Jalirb.  der  Chcin.  u.  Iliys.  von  Srliweiguer,  1825,  Bd.  4 t.  S.  94. 

**)  Berichte  der  tnath.-pliys.  Klasse  der  K.  Särlis.  Ges.  der  Wiss.  1875  S.  229  ; 
Wiedemann,  Annal.  d.  Phys.  it.  Cltem.  Bd  I.  S.  402. 
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die  photocleklrische  als  auch  die  thermoelektrische,  einer  sorg  fälligen 
und  umfassenden  Prüfung  unterwerfen  können. 

In  der  folgenden  Ahliandluug  werde  ich  zuvörderst  die  uölhigen 
Erläuterungen  über  die  Art  und  Weise  der  lieobuchlung  jener  beiden 
Erscheinungen,  sowie  über  die  Einrichtung  und  Leistung  meines  Elek- 
trometers und  Uber  das  von  Brewster  bei  seinen  Untersuchungen 
der  ThcmiocIcklriciüU  angewandte  Verfahren  geben,  darauf  Uber  die 
an  einer  Anzahl  von  Flussspathkryslallen  sowohl  nach  dem  Belichten 
als  auch  bei  Tempcraturünderungcn  gemessenen  elektrischen  Span- 
nungen, meistens  mit  Hülfe  von  Abbildungen,  in  welche  die  beob- 
achteten AusschUige  des  Elektrometers  eingetragen  sind , berichten, 
und  daran  eine  kurze  Zusammenfassung  der  gewonnenen  allgemeinen 
Resultate  unschlicssen. 


I,  Verfahren  bei  den  Beobachtungen. 

A.  Vorbereitung  der  Krystalle, 

Die  Krystalle  des  Flussspathcs  werden  durch  Reibung  ausser- 
ordentlich leicht  und  stark  elektrisch,  und  es  hallet  die  hierdurch 
erzeugte  EleklriciUlt  unter  Umstünden  sehr  lange  auf  ihren  Flüchen. 
Sie  liisst  sich  auch  nicht  sofort  durch  Anhauchen  (Ueberziehen  des 
Krystalles  mit  einom  Beschläge  von  Wasser)  oder  durch  Ueberslreichen 
mit  einer  Alkohoiriamme  beseitigen. 

Hat  man  z.  B.  eine  Flüche  durch  Ueberslreichen  mit  einem  feinen 
Haarpinsel  in  einen  elektrischen  Zustand  versetzt,  und  diese  Flüche 
dann  durch  Anhauchen  oder  Annühcrn  der  Alkoholflammc  für  den 
Augenblick  auscheiuend  uneleklrisch  gemacht,  so  würde  die  Annahme, 
dass  der  uneleklrische  oder  höchstens  sehr  schwach  elektrische  Zu- 
stand, wie  er  unmittelbar  nach  den  genannten  Operationen  beobachtet 
worden,  fortbesieht,  sehr  irrig  sein;  es  entwickeln  sich  vielmehr  all- 
mühlich  wieder  sehr  belrilchtliche  Spannungen , deren  Höhe  selbst- 
verständlich von  den  vorhergegangenen  Zuslüudcn  abhiingt.  Man 
muss  das  Anhauchen  und  Ueberslreichen  mit  der  Flamme  in  lüngeren 
Zwischenzeiten  wiederholen.  Selbst  ein  ruhiges  Stehenlassen  durch 
21  Stunden  reicht  nicht  hin,  um  die  durch  Ueberfahreu  der  Flüche 
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mit  dein  Haarpinsel  erzeugte  Eleklricilat  zum  Verschwinden  zu  brin- 
gen, wofür  später  ein  Beispiel  angeführt  werden  soll. 

Bei  dieser  hohen  Erregbarkeit  für  Klektrieitiit  durch  Keihung 
durften  die  Flussspalhkry  stalle  bei  ihrer  Prüfung  nicht  berührt  wer- 
den; es  empfahl  sich  daher  dasselbe  Verfahren,  welches  ich  bisher 
bei  meinen  thermoelektrischen  Beobachtungen  befolgt  habe.  Die  Kry- 
stalle  wurden  bis  auf  die  zu  prüfende  Flüche,  Kante  oder  Ecke  in 
Kupferfeilicht,  das  sich  in  kleinen  angemessen  gestalteten  kupfernen 
küslrhen  oder  Schülchen  befand,  eingehüllt.  ■ Durch  Ueberstreichen  mit 
einem  feinen  Haarpinsel  wurden  alle  Feilspithne  von  den  freien  Theilcn 
entfernt,  uml  der  Krystall  nicht  eher  auf  sein  pholo-  oder  thermo- 
elektrisches Verhallen  untersucht,  als  bis  er  durch  öfteres  Anhauchen 
und  Bestreichen  mit  der  Flamme  dauernd  unelektrisch  geworden  war. 

In  den  kupfernen  Schälchen  oder  Kitsichen  konnten  die  in  dem 
Kupferfeilicht  fest  eingebetteten  Kr\  stalle  ohne  jede  Reibung  an  der 
Oberfläche  beliebig  von  einem  Orte  zum  anderen  getragen  werden. 

B.  Elektrometer. 

Zur  Beobachtung  und  Messung  der  auf  der  Oberflüche  der  Fluss- 
spathkryslalle auflretenden  pholo-  und  thermoelektrischen  Vorgüngc 
diente  das  \on  mir  construirte  Elektrometer  *).  Ein  an  dem  unteren 
Ende  eines  durch  Schellack  isolirlen  Messingstübchens  anhüngendes 
sehr  schmales  Goldblättchen  schwebt  mit  seinem  unteren  Ende  zwi- 
schen zwei  Messingscheiben,  welche  durch  einen  Commulalor  mit 
den  beiden  Polen  einer  Volla’schen  Süule  in  Verbindung  gesetzt  wer- 
den können.  Die  Uinge  des  aus  sehr  dünnem  Golde  hergcstellten 
Bliiltchens  betrügt  bei  dem  zu  den  folgenden  Beobachtungen  benutzten 
Instrumente  70""",  und  der  Abstand  der  beiden  Scheiben  17””. 

Die  Beobachtung  der  Aussehlüge  des  Goldblättchens  geschieht 
mittelst  eines  Mikroskops  von  40  facher  Vergrösserung,  welches  von 
der  vorderen  aus  einer  starken  Mcssingplattc  bestehenden  Wand  des 
Instrumentes  getragen  wird  und  sich  mittelst  einer  Schraube  in  einer 
Führung  seitlich  etwas  verschieben  hisst,  ln  dem  Brennpunkte  des 


*)  Ausführliches  darüber  in  den  Berichten  der  inath.-phys.  Klasse  der  Ges.  d. 
Wisscnsch.  für  1870  S.  74  Pogg.  Ann.  Bd.  8 4.  S.  28)  und  in  diesen  Abhandl. 
Bd.  V.  S.  292  und  Bd.  IX.  S.  6. 
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Ocuiars  befindet  sich  ein  Glasinikroroeter , auf  welchem  eine  I -Singe 
von  10""'  in  100  Theite  gethcilt  ist.  Die  Theilslriche  erscheinen 
durch  das  Ocular  gesehen  in  solchem  Ahslande,  dass  sich  noch  Zehntel 
der  Theilung  schützen  lassen. 

Die  galvanischen  Elemente,  welche  zur  Ladung  der  Scheiben 
dienen,  sind  schmale  aus  Kupfer  und  Zink  zusammengclölhetc  Bügel, 
welche  in  kleine  mit  Wasser  gefüllte  Glüschen  tauchen.  Die  Mitte 
der  aus  ihnen  gebildeten  Volta’schen  Süule  wird  stets  zur  Erde  ab- 
geleitet, wahrend  die  beiden  Pole  derselben,  wie  bereits  erwähnt, 
durch  einen  C-ommulator,  dessen  mit  Quecksilber  gefüllte  Niipfehen 
auf  Schellackstüben  ruhen,  mit  den  Messingscheiben  des  Elektrometers 
in  Verbindung  gesetzt  werden.  Die  Glüschen  stehen  wohl  isolirl  auf 
einem  grossen  liarzkuchcn,  und  es  bleibt  die  Spannung  in  den  Polen 
der  Säulen  längere  Zeit  sehr  nahe  constant,  wenn  jeder  Schluss 
zwischen  den  Polen  oder  einem  Theile  der  Süule,  sovvio  Erschütte- 
rungen und  Aenderungen  der  Temperatur  und  der  Belichtung  ver- 
mieden werden. 

Sind  dio  .Metallstucke  Irisch  geputzt  und  das  Wasser  erneut 
worden,  so  ündert  sich  allerdings  unmittelbar  nach  der  Zusammen- 
stellung der  Süule  die  Spannung  in  ihren  Polen,  erreicht  aber  nach 
einigen  Stunden  einen  nahe  constanten  Werth. 

Durch  Aenderung  in  der  Temperatur  der  Elemente  ändert  sich, 
wie  ich  schon  in  meiner  Abhandlung  Uber  die  Messung  der  atmo- 
sphärischen Elektricitül  nach  absolutem  Maasse* *•))  gezeigt  habe,  die 
Spannung,  wenn  die  Elemente  bereits  lüngerc  Zeit  im  Wasser  ge- 
standen haben.  Ebenso  erzeugen  Aenderungen  in  der  Belichtung 
Schwankungen  in  den  Spannungen  der  Pole*').  Im  Verlaufe  eines 
Tages  treten  datier  in  diesen  Spannungen  gewisse  Aenderungen  ein. 
Durch  in  angemessenen  Zwischenzeiten  wiederholte  Beobachtung  des 
Ausschlages,  welchen  ein  constantcsDaniell’schcs  Element, dessen  einer 
Pol  mit  dem  Goldblättchen  verbunden  wird,  während  der  andere  zur 
Erde  abgeleitet  ist,  hervorruft,  lüsst  sich  leicht  die  Spannung  in  den 
Polen  der  Süule  prüfen,  und  sodann  durch  Hinzufügung  oder  Hinweg- 


*)  Dies»!  Abhandl.  Bd.  V.  S.  438. 

*•)  Berichte  der  niath.-phys.  Klas.se  d.  K.  Stichs.  Ges.  d.  Wiss.  1875  S.  899, 
und  \V ie denian» , Anna!.  Ud.  I.  S.  40t. 
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nahm«  von  Elementen  der  ursprüngliche  Werth  derselben  wiederher- 
stellen. 

Ist  die  Emplindlichkeit  des  Elektrometers  hei  Anwendung  einer 
beträchtlichen  Anzahl  von  Elementen  eine  sehr  grosse,  so  wtlnlc  die 
Spannung  eines  Daniel I 'sehen  Elementes  das  Goldblättchen  ganz  aus 
dem  Gesichtsfelde  treiben.  Wo  es  nun,  wie  bei  den  nachfolgenden 
Versuchen,  nicht  auf  eine  genaue  Vergleichung  der  zu  verschiedenen 
Zeilen  gemachten  Beobachtungen,  sondern  überhaupt  nur  auf  die  Er- 
hnllung  einer  nahe  gleichen  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  ankommt, 
benutze  ich  anstatt  jenes  Elementes  ein  Zinn-Kupfer-Wasser-Elemenl, 
dessen  elektromotorische  Kraft  ungefähr  J eines  Da niell  'sehen  be- 
trügt. 

In  Fallen,  wo  keine  grosse  Kmplindlichkei!  des  Elektrometers  ver- 
langt wird,  wenn  es  z.  B.  genügt,  dass  die  Spannung  eines  üaniell- 
schen  Elementes  nur  einen  Ausschlag  von  6 Skalenlheilen  des  Ocular- 
rnikiometers  erzeugt,  lasst  sich,  wenn  das  Goldblättchen  von  beiden 
Scheiben  gleich  weit  absteht  *),  die  elektrische  Spannung  in  diesen 
Scheiben  unter  Zuhülfenahine  einiger  Elemente  Zinn- Kupfer- Wasser 
stets  so  weit  abgleichen,  dass  wahrend  der  Ableitung  des  Goldblätt- 
chens zur  Erde  beim  Ein-  und  Umlegen  des  Bügels  im  Gomnmtator 
das  Goldblättchen  fast  unverändert  an  seinem  Orte  bleibt**).  Bei 
diesem  Zustande  des  Instrumentes  wird  man  dann  zweckmüssig  die 
dem  Goldblättchen  mitgclheiltcn  Spannungen  durch  Umlegen  des  Gotn- 
mutalors  messen,  und  den  bei  abgeleitetem  Goldblättchen  noch  vor- 
handenen sehr  geringen  Ausschlag  in  Rechnung  ziehen.  Durch  dieses 
Verfahren  wird  der  Ausschlag  verdoppelt,  und  die;  Messung  unabhän- 
gig von  der  Ruhelage  des  Blättchens. 

Hat  man  jedoch  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  durch 
Vermehrung  tler  Elemente  in  der  Säule  sehr  erhöht,  so  ist  es  nicht 
mehr  möglich , die  Spannungen  in  den  beiden  Hälften  der  in  ihrer 
Milte  abgeleiteten  Säule  und  somit  die  Einwirkung  der  beiden  Messing- 
scheiben auf  das  Goldblättchen  absolut  gleich  zu  machen,  oder  viel- 
mehr bei  den  fortwährend  eintretenden,  wenn  auch  nur  sehr  schwachen 

*)  lieber  ein  Verfall  reu,  dies  mit  Leichtigkeit  zu  erzielen,  s.  meine  Maass- 
bestimmungen  der  elektromotorischen  Kräfte  Bil.  IX.  8.  fi  dieser  Abhandlungen. 

•*)  Der  noch  ztiriiekhleibeude  sehr  kleine  Ausschlag  ist  eine  Folge  der  im 
Goldblättchen  durch  seine  Ableitung  zur  Erde  erzeugten  Elcktricität. 
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Armierungen  in  der  Temperatur  und  Belichtung,  sowie  bei  den  Er- 
sclulUerungen  der  Säule  in  diesem  gleichen  Zustande  zu  erhallen "). 
Man  lasst  dann  den  Bügel  des  Kommutators  in  einer  bestimmten 
Lage  und  beobachtet  die  bei  Klektrisirung  des  Goldblättchens  ein- 
tretenden Ausschlage. 

Selbst  bei  hoher  Empfindlichkeit  des  Instrumentes  steigen  die 
Ausschläge  des  Goldblättchens  ziemlich  nahe  proportional  der  dem- 
selben zugiTuhrlen  elektrischen  Spannung  noch  bis  zu  einer  Grosse 
von  30  Skaleolhcilen  ** *•*)).  In  der  Thal  wachsen  sie  jedoch  infolge 
der  Annäherung  des  Goldblättchens  an  die  eine  Scheibe  etwas  starker 
als  proportional  den  Spannungen,  so  dass  bei  einem  Ausschlage  von 
30  Skt li.  die  Correction  ungefähr  I Sktli.  betrügt,  um  welchen  Betrag 
der  gemessene  Ausschlag  also  zu  verkleinern  ist. 

Bei  den  in  der  oben  erwähnten  vorläufigen  Miltheilung  über  die 
pbolocleklrischen  Eigenschaften  des  Flussspalhes  angeführten  Messun- 
gen war  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  bereits  so  weit  er- 
hobt, dass  das  Goldblättchen  für  den  elektrischen  Unterschied  in  den 
beiden  Polen  eines  Elementes  Zinn-Kupfer -Wasser  einen  Ausschlag 
\on  25  Skth.  gab;  bei  den  nachfolgenden  Beobachtungen  wurde  aber 
die  Emplindlichkcil  in  den  meisten  Fallen  nahe  auf  das  Doppelte  und 
selbst  noch  mehr  geweigert,  so  dass  das  eben  erwähnte  Element  einen 
Ausschlag  von  40  bis  50,  ja  selbst  von  70  Skth.  hervorrief*"*).  Nur 


*]  Da«  physikalisch!-  Institut  der  hiesigen  Universität  liegt  von  der  Milte  der 
Fahrbahn  ch*r  nächsten  gepflasterten  Strasse  ungefähr  30  Meter  ab;  das  Elektro- 
meter steht  auf  einer  festen  Fensterbank  . der  die  Säule  tragende  Harzkuchen  auf 
einem  in  der  Ecke  der  Stube  befindlichen  Sehranke.  Ein  auf  der  bezeichnelen 
Strasse  fahrender  Wagen  störl  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen , jedoch  nicht 
etwa  durch  das  Erzittern  des  Goldblättchens,  sondern  durch  die  Erschütterung  der 
Elemente  in  der  Säule,  in  welcher  sich  die  Spannungsverhällnisse  in  beiden  Hälften 
nicht  in  genau  gleicher  Weise  ändern,  was  natürlich  eine,  wenn  auch  meistens 
nur  sehr  schwache  Bewegung  des  Goldblättchens  zur  Folge  hat. 

*•)  Ucber  die  Hcdiiclion  der  beobachteten  Ausschläge  s.  diese  Abhandlungen 
Bd.  V.  S.  421. 

*•*)  Das  längere  Zeit  in  Wasser  gestandene  Element  Zinn-Kupfer-Wasser  bc- 
sass  ungefähr  ein  Drittel  der  elektromotorischen  Kraft  eines  Daniel!* sehen  Ele- 
mentes. Letzteres  würde  also  einen  Ausschlag  von  weit  über  100  Skth.  gegeben 
haben.  Da  sich  nun  A-  Skth.  noch  wahrnehmen  lässt,  so  konnte  mit  dem  Elek- 
trometer noch  weniger  als  ‘*cr  Spannung  eines  Danicll  schen  Elementes 

direct  beobachtet  werden. 
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bei  stark  elektrischen  Kryslallen,  oder  wenn  die  durch  äussere  lim- 
slilnde  bedingten  Storungen  in  dem  elektrischen  Zustande  der  um- 
gebenden l.ufl  eine  sehr  hohe  Km|>!imllichkeii  des  Instrumentes  nicht 
gestatteten , wurde  die  frühere  oder  auch  eine  noch  geringere  Em- 
pfindlichkeit benutzt. 

0,  Messung  der  elektrischen  Spannungen. 

Um  die  einzelnen  Stellen  einer  Krystallfliiche  (Kante,  Ecke)  auf 
ihr  plioloelektrischcs  Verhalten  zu  prüfen,  wurden  die  Krvstalle,  nach- 
dem sie  wie  oben  beschrieben  in  Kupferfeilicht  so  eingesetzt  waren, 
dass  nur  die  zu  untersuchende  Fläche  (Kante,  Ecke)  frei  blieb,  von 
jeder  etwa  durch  Reibung  entstandenen  Klektricititt  gesäubert,  und 
dann  dem  Tageslichte  oder  dem  directen  Sonnenlichte  oder  dem  elek- 
trischen Koldenlichte  *)  während  angemessener  Zeit  ausgesetzl.  Dar- 
auf wurden  dieselben  mit  dem  Kästchen  oder  Schälchen,  in  welchem 
sic  eingebettet  lagen,  auf  einen  hoher  und  tiefer  stellbaren  metalli- 
schen und  zur  Erde  abgeleiteten , neben  dem  Elektrometer  befind- 
lichen Träger  gestellt,  und  sodann  mittelst  der  IUI.  XIII.  S.  31 1 und 
Bd.  XIV.  S.  370  dieser  Abhandlungen  liesehricbenen  Hebclvorrichtung 
das  untere  möglichst  abgerundete  Ende  eines  32""'  langen  und  0,7  "■ 

*)  Das  elektrische  Kohlenlicht  wurde  durch  eine  dynamocloktrische  Maschine 
(Lichtmaschine)  von  Siemens  & llalskc  (System  v.  Ilefncr- Alteneck) , welche  eine 
Lichtstarke  von  ungefähr  4000  Kerzen  gab,  erzeugt.  Zur  Umdrehung  der  Trommel 
dieser  Maschine  diente  eine  Gasmaschine  (von  Otto  in  Deutz,  neuerer  Conslruclion) 
von  vier  Pferdekräften.  Da  die  Aufstellung  der  beiden  Maschinen  im  hiesigen  phy- 
sikalischen Institute  jedoch  erst  nach  Durchführung  der  photoelekt rischen  Unter- 
suchung vollendet  war,  so  habe  ich  nur  einen  Thcil  der  Beobachtungen,  nament- 
lich auf  Flächen , welche  ein  besonderes  Interesse  darholen , mit  der  Bestrahlung 
durch  das  elektrische  Kohlenlicht  wiederholt.  Bei  der  Siemcns-Halskc' sehen  Lampe 
steht  die  positive  Kohle  oben;  es  bildet  sich  in  ihr  eine  kleine  concave  Fläche, 
so  dass  die  stärkste  Ausstrahlung  des  Lichtes  etwas  nach  unten  erfolgt.  Dieser 
Umstand  war  für  die  Bestrahlung  der  Kryslalle  günstig;  dieselben  wurden  in  eini- 
gem Abstande  von  der  elektrischen  Lampe  in  etwas  zur  Lampe  geneigter  Lage  auf 
den  Tisch  gestellt,  so  dass  die  Krystalllläche  ungefähr  300ra,B  von  der  leuchtenden 
Kohlenspitze  entfernt  war.  Die  Dauer  der  Bestrahlung  betrug  meistens  ^ bis  I 
Minute,  unter  Umständen  aber  auch  5 bis  10  Minuten.  In  dem  letzten  Falle 
wurde,  wenn  die  Wärmest rahlen  wenigstens  zum  grössten  Theile  abgehalten  wer- 
den sollten,  eine  etwa  zolldicke  Schicht  einer  concentrirten  Alaunlösuog  vor  den 
Krystall  gestellt. 
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dicken  Plalindrahtes,  welcher  durch  einen  /.um  Tlieil  mit  Siegellack 
überzogenen  Glasstab  isolirt,  und  au  seinem  oberen  Knde  mittelst  eines 
ungefähr  200""  langen  Drahtes  mit  dem  das  Goldblättchen  des  Klck- 
trouieters  tragenden  Messingstäbchen  verbunden  war,  den  einzelnen 
Punkten  der  freiliegenden  Krystallfläche  möglichst  genähert.  Kine 
Berührung  der  Krystallfläche  mit  dem  Knde  des  Plalindrahtes  war 
durchaus  zu  vermeiden,  weil  sie  Keibungselektricität  zur  Kolgc  hatte ; 
es  geschah  deshalb  die  Annäherung  unter  Beobachtung  der  Spitze 
mittelst  einer  l,ou[H3. 

Durch  Stclh  ehraubeu  war  die  Hebelvorrichtung  so  regulirt,  dass 
beim  lieben  des  Plalindrahtes  sein  oberes  Knde  sich  an  eine  zur  Krde 
geführte  Ableitung  anlcgte,  wenn  das  untere  Knde  24""  (Iber  dem 
Niveau  der  Krystallfläche  stand.  Beim  Niederlassen  wurde  der  Draht 
in  der  angegebenen  Hohe  oberhalb  der  Krystallfläche  isolirt,  und 
später  die  Bewegung  durch  eine  Schraube  gehemmt,  sobald  sein  unteres 
Knde  der  Krystallfläche  möglichst  nahe  gekommen  war.  So  konnte 
der  Ausschlag,  welcher  durch  die  Bewegung  des  Platindrahtes  ent- 
stand, mittelst  des  Mikroskops  wiederholt  beobachtet  werden,  während 
die  Hand  die  Hebelvorrichtung  senkte  und  wieder  hob. 

Sollten  die  nach  vorhergehender  Krwärmung  durch  die  Abkühlung 
eintretenden  thermoelektrischen  Spannungen  untersucht  werden,  so 
wurden  die  in  den  kupfernen  Gefässen  befindlichen  Kryslalle  in  einem 
kleinen  kupfernen  Ofen  mit  doppelten  Wänden,  deren  Zwischenraum 
mit  Wasser  ausgcfüllt  war,  auf  einer  Temperatur  von  100“C.  (oder 
auch  nach  Umständen  auf  einer  niedrigeren)  jo  nach  ihrer  Grosse  .J 
bis  3 Stunden  hindurch  erhalten,  und  sowohl  nach  dem  Herausnehmen 
aus  dem  Ofen,  als  auch  nach  Verlauf  kürzerer  oder  längerer  Zeit  unler- 
syclit.  Die  Krhitzung  der  Krystalle  auf  höhere  Temperaturen  als 
100“  G.  geschah  in  einem  anderen  kleinen  kupfernen  Luftbade.  Wäh- 
rend der  zur  Abkühlung  dienenden  Zwischenzeit  standen  die  Krystalle 
in  einem  dunkeln  Baume  (grosses  MelallgeP.iss) , um  jede  pholoelek- 
trischo  Krregung  auszuschliessen. 

Wenn  es  sich  dagegen  um  die  während  der  Krwärmung,  also 
bei  steigender  Temperatur  entstehenden  elektrischen  Spannungen  han- 
delte, so  wurde  der  oben  erwähnte  metallische  Träger  entfernt  und 
an  seine  Stelle  tler  kleine  Bd.  XIII.  S.  342  dieser  Abhandlungen  be- 
schriebene eiserne  Ofen  gebracht.  In  seine  schüssciförmige  mit  Kupfer- 
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feilieht  gefüllte  Vertiefung  wurden  die  Schalehcu  mit  den  in  ilinen 
befindlichen  Kryslallcn  eingesetzt,  und  die  Erwärmung  durch  eiue  im 
Imiern  des  Ofens  angebrachte  kleine  Alkohol-  oder  Gasflamme  bewirkt. 
Die  Temperatur  wurde  angenüherl  durch  ein  in  das  Kupfcrfciiichl 
eingesenktes  Thermometer  bestimmt.  Um  in  diesem  Kalle  die  Ein- 
wirkung des  Tageslichtes  möglichst  abzuhallen,  war  ein  dichtes  Rou- 
leau zwischen  den  beiden  Doppelfenstern  heruntergelassen  und  durch 
Vorgesetzte  Papier-  und  .Mctallschirme  das  Eicht  soweit  geschwächt, 
dass  es  eben  nur  noch  zur  Beobachtung  der  Annäherung  der  Platin- 
spitze an  die  Kryalallfläche  und  des  Ausschlages  des  Goldblättchens 
un  Elektrometer  ausreichte. 

Waren  bei  den  zu  prüfenden  Kristallen  jedoch  nur  sehr  geringe 
Kleklriciliilserregungen  zu  erwarten,  so  liess  sich  das  eben  angegebene 
Verfahren  nicht  anwenden.  Denn  obwohl  die  Alkohol-  oder  Gas- 
flamme völlig  von  .Metall  umgeben  war  und  der  abziehende  Dampf 
durch  ein  mehr  als  fussholies  Rohr  oberhalb  des  Krystalles  austrat, 
so  entstand  doch  durch  das  Rreunen  der  Eainpe  in  der  Umgehung 
des  Elektrometers  eiue  elektrische  Ladung  der  Luft,  so  dass  das  Gold- 
blättchen bereits  durch  das  blosse  Senken  des  Platindrahtes  einen 
(wenn  auch  unter  günstigen  Umstünden  nur  schwachen)  Ausschlag  hor- 
vorbrachle.  Dazu  kam  noch,  dass  durch  die  Nahe  des  kleinen  Ofens 
trotz  der  Vorgesetzten  Metallschirme  doch  Luftströmungen  in  dem  Ge- 
häuse des  Elektrometers  entstanden,  welche  um  so  störender  wurden, 
je  grösser  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  war.  In  solchen 
Füllen  blieb  nichts  übrig,  als  den  lielreHenden  Kry stall  io  etwas  grös- 
seren kupfernen  Ktislchen  oder  Schälchen  je  nach  seiner  Grösse  nur 
10  bis  25  Minuten  in  den  erhitzten  Ofen  zu  stellen,  und  dann  so- 
fort nach  dem  llerausnehmen  in  der  gewöhnlichen  Weise  auf  sein 
elektrisches  Verhallen  zu  prüfen.  Da  beim  llerausnehmen  das  Kupfer- 
feilicht noch  wUrmer  war,  als  die  in  ihm  eingebetteten  Kryslalle,  so 
stieg  die  Temperatur  des  Krystalles  noch  eine  kurze  Zeit. , und  es 
gelang  so,  die  bei  steigender  Temperatur  auftretende  Elektricitüt  sicht- 
bar zu  machen. 

Ausser  den  vorstehend  Ireschriebenen  Verfahren  lasst  sich,  wenn 
es  nur  im  Allgemeinen  auf  die  Nachweisung  sowohl  der  pholoelcklri- 
schcn  als  auch  der  thermoelektrischen  Spannungen  auf  den  Kluss- 
spathkrystallen  ankommt,  ein  gewissermassen  umgekehrtes  anwenden. 
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das  bereits  früher  auch  von  P.  E rin  an*)  zur  Untersuchung  der 
Thermoeleklricilüt  des  Topases  benutzt  worden  ist.  Das  kupferne 
Kästchen , welches  den  Kryslall  in  Kupferfeilicht  eingesetzt  enthüll, 
wird,  nachdem  die  zu  prüfende  Flüche  wahrend  einer  angemessenen 
Zeit  dem  Lichte  ausgesetzt  worden,  oder  nachdem  der  zuvor  erhitzte 
Kryslall  fast  erkaltet  ist,  auf  eine  isolirende  Unterlage  gestellt,  und 
mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  leitende  Verbindung  ge- 
bracht. Nühert  man  dann  irgend  einer  mit  einer  elektrischen  Span- 
nung versehenen  Stelle  der  freien  überflache  des  Kryslalles  einen 
Leiter,  so  zeigt  das  Goldblättchen  einen  Ausschlag,  der  durch  seine 
liirhlung  gerade  auf  eine  der  an  der  betreffenden  Stelle  der  Kry- 
stallflüehe  vorhandenen  entgegengesetzte  Polarität  hinweisl. 


D.  Bedeutung  und  Werth  der  gemessenen  Ausschläge. 

Bei  meinen  thermoelektrischen  Untersuchungen  hatte  ich  mir 
die  Aufgabe  gestellt,  nicht  blos  im  Allgemeinen  zu  beobachten,  ob 
ein  Kryslall  iltierhaupl  elektrisch  wird,  sondern  vielmehr  s|>eciell  die 
Verlheilung  der  positiven  und  negativen  Eleklricilüt  auf  den  einzel- 
nen Flüchen  derselben  zu  ermitteln,  und  möglichst  annührend  in  ihrer 
relativen  Intensität  zu  bestimmen,  und  zwar  sowohl  bei  steigender 
als  auch  bei  sinkender  Tcm[»cratur.  Die  Erreichung  dieses  Zieles 
macht  das  zuvor  beschriebene  Verfahren  durchaus  nothwendig.  Die 
dabei  erforderliche  llinzufiigung  einer  200"""  langen  Drahlleitung, 
welche  den  der  Kryslallllüche  zu  nähernden  Platindraht  mit  dem  das 
Goldblättchen  tragenden  Messingstübchen  verbindet,  hat  nun  aber  den 
Uebclstand  zur  Folge,  dass  die  durch  Verlheilung  seitens  der  elek- 
trischen Krystallllüehe  im  Plalindrahle  erzeugte  freie  Elektriciliil  durch 
ihre  Verbreitung  Ober  einen  lüngcrcn  Leiter  an  dem  Ende  des  Gold- 
blättchens mit  einer  geringeren  Intensität'  auftrilt.  Es  muss  also  der 
eben  bezeichnet«  Uehelstand  durch  eine  grössere  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  ausgeglichen  werden. 

Die  Ausschläge  im  Elektrometer  werden  bei  dem  von  mir  an- 
gewandten Verfahren  auch  noch  durch  den  Umstand  verringert,  dass 
nicht  die  ganze  Vertheilungswirkung  zur  Erscheinung  kommt.  Es  ist 

*j  Abliandl.  der  Bert.  Akad.  ISitl  S.  57. 
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oben  er\v#lint  worden,  dass,  wenn  das  untere  Ende  des  Platindrahtes 
mittelst  eines  Hebelarmes  2 4““  über  das  Niveau  der  Krystallflüche 
gehoben  ist,  sein  oberes  Ende  an  eine  zur  Erde  geführte  Ableitung 
stüsst,  und  in  <lieser  Stellung  der  Platindraht  also  ebenfalls  mit  der 
Erde  leitend  verbunden  ist.  Liegt  nun  unterhalb  des  unteren  Endes 
des  Platindrahtes  eine  elektrische  Krystallflltche,  so  httll  diese  auch 
in  dem  Abstande  von  24”"  stets  noch  eine  gewisse  Menge  Elek- 
(ricitül  in  dem  abgeleiteten  Drahte  gebunden;  beim  Nicderlassen  des 
Platindrahtes  bis  zur  möglichsten  Annäherung  seines  unteren  Endes 
an  die  Kryslallfliichc  wird  daher  nicht  der  ganze  Betrag  der  durch 
die  Vertheilung  seitens  der  Krystallflltche  erzeugten  Elektricitilt  frei, 
sondern  nur  der  Thcil,  um  welchen  diese  Vcrlhcilungsw'irkung  bei 
möglichster  Annäherung  des  unteren  lOndes  an  die  Krystallflüche  grösser 
ist,  als  bei  24““  Abstand  von  derselben. 

Sollte  der  ganze  Betrag  dieser  Vertheilung  zur  Wirkung  auf  tlas 
Goldblättchen  kommen,  so  musste,  wahrend  der  Plutimlraht  gehoben 
war,  eine  zur  l<>de  abgeleitete  Kupferscheibe  zwischen  sein  unteres 
Ende  und  die  Krystallflitche  geschoben,  und  nachdem  der  Draht  etwas 
niedergelassen,  so  dass  sein  oberes  Ende  die  Ableitung  nicht  mehr 
berührte,  wieder  entfernt  werden.  Ich  habe  bisweilen  eine  solche 
Vorrichtung  angewandt;  die  Metallseheibe  wurde  von  einem  starken 
Mclallarme  getragen,  welcher  mittelst  einer  verlicalcn  am  Fenster- 
rahmen befestigten  Axe  in  horizontaler  Ebene  beweglich  war ; die 
Metallscheibe  liess  sich  durch  Drehung  des  Armes  zwischen  das  Draht- 
ende und  die  Krystallflitche  einschieben  und  wieder  entfernen. 

Das  einfachste  Mittel,  um  den  ganzen  Betrag  der  Vertheilung 
zur  Wirkung  kommen  zu  lassen,  hülle  die  Entfernung  des  Platin- 
drahtes  auf  einen  grösseren  Abstand  dargeboten.  Indess  ist,  ganz 
abgesehen  von  anderen  Schwierigkeiten,  eine  zu  grosse  Hubhöhe  des 
Drahtes  nicht  immer  anwendbar,  weil  der  elektrische  Zustand  in  der 
Nahe  des  Elektrometers  auch  bei  der  grössten  Sorgfalt  sich  nicht 
fortdauernd  so  erhalten  lilsst , dass  bei  beträchtlicher  Senkung  des 
Platindrahtes  nicht  bereits  ein  Ausschlag  im  Elektrometer  blos  in- 
folge dieser  Ortsveründerung  cinlritt. 

In  welchem  Verhältnisse  sich  durch  das  Verbleiben  des  unteren 
Endes  des  Platindrahtes  in  einem  Abstande  von  i 4““  über  dem  Ni- 
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veau  der  Krystulllläche  die  Ausschläge  vermindern,  werden  die  fol- 
genden Angaben  nachweisen. 

Auf  den  S.  2(0  erwähnten  metallischen  Träger,  auf  welchen  sonst 
die  kleinen  kupfernen  Schälchen  mit  den  zu  prüfenden  Kristallen  ge- 
setzt wurden,  war  eine  ebengeschlilfene  Kupferplatle  von  73m"  Durch- 
messer, jedoch  durch  Schellack  von  demselben  isolirt,  horizontal  ge- 
legt ; durch  einen  mit  Schellackstäben  verseheuen  Commutator  konnte 
dieselbe  mit  dem  einen  oder  dem  andern  Pole  einer  aus  Zink -Ku- 
pfer-Wasser-Elementen  gebildeten  Säule  verbunden  werden,  wäh- 
rend der  zweite  Pol  derselben  zur  Erde  abgeleitet  war.  Der  Mitte 
dieser  Kupferplatle,  welche  also  aus  der  Säule  eine  Elektrisirung 
empfangen  halte,  wurde  nun  das  untere  Ende  des  Platindrahtes  ebenso 
genähert,  wie  sonst  der  Kryslnlltlüche,  d.  h.  aus  der  anfänglichen 
abgeleiteten  Lage  in  isolirlem  Zustande  um  24”™  gesenkt.  Bei  dieser 
Bewegung  des  Plalindrahtcs  bewirkte  also  nur  der  Ueberschuss  der 
Verlheilungswirkung  bei  grosser  Nähe  Uber  die  im  Abstande  von 
24“"'  bereits  cingetretenc  den  Ausschlag  des  Elektrometers. 

Wenn  dagegen  der  Plalindralil  zuerst  der  im  nicht- elektrischen 
Zustande  befindlichen  Kupferplatle  genähert,  und  dann  durch  Ein- 
legen des  Coinmulatorbügels  die  Kupferplatte  mit  dem  Pole  der  Säule 
verbunden  wurde,  so  hing  der  Ausschlag  im  Elektrometer  von  dem 
Betrage  der  ganzen  Verlheilungswirkung  ab. 

Unter  den  gegebenen  Umständen  (Durchmesser  der  Kupferplatle 
73"“,  Hebung  des  Platindrahtcs  24”“)  betrug  der  Ausschlag  im  er- 
sten Falle  nahe  die  Hälfte  des  im  zweiten  Falle  eintretenden,  d.  h. 
es  wurde  nur  nahe  die  Hälfte  des  Ausschlages  beobachtet,  welcher 
cinlreten  müsste,  wenn  der  Plalindraht  aus  sehr  grosser  Entfernung 
der  Kupferplatte  genähert  würde. 

Die  Ausschläge  sind  in  beiden  Füllen  bei  Ladung  der  Platte 
durch  dieselbe  Säule  von  der  Grösse  der  Platte  abhängig.  Wenn 
i.  B.  der  Ausschlag  im  ersten  Falle  (wo  nur  die  Differenz  der  Ver- 
theilungsvvirkungen  in  der  Anfangs-  und  Endlage  zur  Wirkung  kommt) 
bei  der  Kupferplatte  von  73m”  Durchmesser  13,6  Skth.  betrug,  so 
stieg  er  unter  gleichen  Umständen  bei  einer  Platte  von  95™”  Durch- 
messer auf  14,9  Skth.;  sank  dagegen  bei  einer  Platte  von  40m” 
Durchmesser  auf  (2,9,  und  bei  einer  Platte  von  20,7™"  Durchmesser 
auf  10,9  Skth 


Digitized  by  Google 


\V.  G.  IIankkl, 


2fr, 


[♦« 


Im  zweiten  Falle  (wo  also  die  ganze  Vertheilnngswirkiing  ge- 
messen wurde)  lietrug  der  Ausschlag  bei  der  Platte  von  73""  Durch- 
messer 27  Skth.,  hei  der  Platte  von  95""  31,  bei  der  Platte  von 
40“"  22,5  und  bei  der  Platte  von  20“"  1 7,5  Skth. 

Wahrend  bei  den  beiden  Platten  von  73  und  95""  Durchmesser 
nur  nahe  0,5  der  Gesammtvertheilung  zur  Wirkung  kommen,  wenn 
der  Draht  in  24m"  Hohe  abgeleitet  ist  und  dann  der  Platte  möglichst 
genähert  wird,  erhöht  sich  bei  gleicher  Hubhöhe  ftlr  kleinere  Platten 
diese  Wirkung  bis  0,57  für  40"",  und  bis  0,02  für  20“"  Durch- 
messer. 

Diese  Angaben  gestatten  eine  Schatzung  des  Rinflusses,  welchen 
die  Grosse  der  Flachen  bei  den  im  Folgenden  untersuchten  Kryslal- 
len  aut  die  Ausschlage  des  Goldblättchens  ausilhl.  Die  Grosse  dieser 
Kr\ stallflachen  änderte  sich  von  4 bis  zu  55"“  Seitenlange. 

Die  Spitze  des  Platindrahtes  wurde  unter  Beobachtung  mittelst 
einer  schwach  vergrOssernden  l<on|>e  der  Metallplalte  möglichst  ge- 
nähert; eine  geringe  Schwankung  in  dem  kleinen  Abstande  zwischen 
der  Spitze  und  der  Platte,  der  also  jedes  Mal  nur  nach  dem  Augen- 
maasse  eingestellt  wurde,  hat,  wie  die  folgenden  Messungen  zeigen, 
auf  die  Grösse  des  Ausschlages  keinen  merklichen  Rinfluss. 

Wenn  der  ausserste  Abstand,  bis  auf  welchen  die  Spitze  des 
Plalindrahtes  sich  über  das  Niveau  der  Metullflachc  erhob,  stets  24““ 
blieb,  entstand  Itei  Verbindung  der  Platte  mit  derselben  Säule  bei 
möglichster  Annäherung  der  Spitze  des  Plalindrahtes  an  die  Ober- 
fläche der  Platte  ein  Ausschlag  von  15  Skth.;  bei  Annäherung  bis 
auf  1"'"  Abstand  an  die  Platte  betrug  der  Ausschlag  14,5,  l>ei  An- 
näherung bis  auf  5""  11,7  Skth.,  Ihm  Annäherung  bis  auf  7,5”” 
1 0,0  Skth.,  und  bei  Annäherung  bis  auf  15""'  8,7  Skth.*) 

Wenn  mm  auch  mein  Rleklromeler  noch  weniger  als  der 

Spannung  eines  Danicll'schcn  Riemenles  bei  unmittelbarer  /.uflihrung 
zutu  GoldbllUIrlicn  wahrzuueluuen  gestaltet,  so  sind  doch  die  schwäch- 
sten auf  den  Krystallflüi'lien  Oberhaupt  noch  wahrnehmbaren  elektri- 
schen Spannungen  infolge  des  angewandten  Verfahrens  tun  Vieles 


’)  Ich  bemerke,  dass  der  Plalindraht  zwar  bei  der  grössten  Annäherung  au 
die  Platte  senkrecht  über  der  Mille  derselben  stand,  dagegen  beim  Heben  mittelst 
der  llelieb orrirhtung  l.änse  des  Hebelarmes  I5llmm  sieh  etwas  zur  Seite  stellte. 
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grösser.  Es  wird  ja  bei  diesem  Verfahren , wie  ich  zuvor  nach- 
gewiesen, nicht  die  Spannung  unmittelbar  in  unveränderter  Grösse 
dem  Goldblättchen  zugeführt,  sondern  nur  die  Verlheilungswirkung 
auf  den  genäherten  Platindraht,  und  auch  diese  nicht  einmal  in  ihrem 
vollen  Betrage , sondern  nur  zur  Hülfte  oder  zu  Zwcidriltheilen  ge- 
messen. 

Um  sich  ein  Urtheil  Uber  die  Bedeutung  oder  den  Werth  der 
auf  den  Krystallflitchcn  gemessenen  Ausschläge  zu  bilden,  mögen  die 
folgenden  Angaben  dienen. 

Das  Elektrometer  besass  eine  solche  Empfindlichkeit , dass  die 
elektrische  Differenz  an  den  Enden  eines  aus  Zinn,  Kupfer  und  Wasser 
gebildeten  Elementes  einen  Ausschlag  von  nahe  50  Skth.  gab;  ein 
D a n i e I l’sches  Element  würde  daher  einen  Ausschlag  von  ungefähr 
150  Skth.  bewirkt  haben.  Als  nun  der  eine  Pol  des  Daniell’schen 
Elementes  mit  der  KupferplaUe  von  73"”“  Durchmesser  verbunden 
wurde,  und  der  Platindraht  mittelst  der  Ilebelvorrichtung  aus  24""m 
Abstand  der  Platte  möglichst  genähert  wurde,  entstand  im  Elektro- 
meter ein  Ausschlag  von  2,3  Skth. ; bei  halb  so  grosser  Empfind- 
lichkeit des  Elektrometers,  wie  sie  ja  auch  sehr  hüulig  benutzt  wor- 
den, \\  ürde  also  dieselbe  Ladung  der  Platte  nur  einen  Ausschlag  von 
1,15  Skth.  hervorbringen.  Die  geringste  auf  der  Kupferplatte  durch 
das  angewandte  Verfahren  noch  wahrnehmbare  Spannung  würde  also 
ungefähr  der  Spannung  eines  Dan  i el  l’schen  Elementes  betragen  *). 


*)  Zur  Charakterisirung  der  Empfindlichkeit  meines  Elektrometers  will  ich 
noch  einen  Versuch  miftheilen,  der  mir  seiner  Eigenlhümlichkeit  wegen  nicht  ohne 
Interesse  zu  sein  scheint. 

Auf  die  oben  mehrfach  erwähnte,  aber  zur  Erde  abgeleitete  Kupferscheibe 
von  73®“  Durchmesser  wurde  eine  Zinkscheibe  von  40“™  Durchmesser  gelegt, 
und  der  durch  Abschaben  blank  gemachten  Mitte  dieser  Zinkscheibe  das  untere 
Ende  des  Plotiiidrahtes  mittelst  der  Ilebelvorrichtung  möglichst  genähert.  Durch 
seine  Ableitung  zur  Erde  besitzt  das  Zink  eine  positive  Spannung,  infolge  deren  es 
auf  den  genäherten  Platindraht  vertheilend  wirkt.  Es  giebt  daher  z.  B.  bei  einer 
Empfindlichkeit,  bei  welcher  ein  Element  Zinn-Kupfer-Wasser  einen  Ausschlag  von 
30  Skth.  hervorbringt , bei  Annäherung  des  Platindrahtes  das  Elektrometer  einen 
|M)sitiven  Ausschlag  von  t,7  Skth.  Wird  der  Plalindmhl  bis  zur  Berührung  des 
blanken  Zinkes  gesenkt,  so  kehrt  infolge  der  Ableitung  zur  Erde  das  Goldblättchen 
in  seine  anfängliche  Lage  zurück. 

Das  untere  abgerundete  Ende  des  0,7n,,n  dicken  Platiudrahtes  bildet  nun  aber 
mit  der  von  ihm  berührten  Zinkfläche  einen  Condensalor : auf  der  Plalinspitze  ist 
Abhindi,  d.  K.  S.  ÜMtllick.  d.  Wisunnch.  XX.  (5 
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Die  oben  gemachten  Angaben  sollen  nur  dienen,  um  Überhaupt 
eine  Vorstellung  über  die  Grösse  der  weiterhin  auf  den  Flussspath- 
kn stallen  beobachteten  elektrischen  Spannungen  zu  geben.  Es  sind 
ja  die  untersuchten  Flüchen  in  der  Form  und  in  der  Veriheilung 
der  Elcklricitül  von  der  zuvor  elcktrisirlen  Metallplatte  gar  sehr  ver- 
schieden *).  Ferner  wurde  das  untere  Ende  des  Plalindrahtcs  nicht 
blos  der  Mitte,  sondern  auch  den  Rändern  und  Ecken  der  Krystall- 
flitche  genähert;  je  nach  der  Lage  der  untersuchten  Stelle  wird  aber 
natürlich  das  Verhitltniss  zwischen  der  daselbst  vorhandenen  Spannung 
und  dem  durch  Annäherung  des  Plalindrahtcs  entstehenden  Ausschlage 
des  Goldblättchens  sich  ändern. 

E.  Deber  die  Empfindlichkeit  des  von  Brewster  bei  seinen  thermo- 
elektrischen Beobachtungen  angewandten  Verfahrens. 

Während  Hauy  stets  die  Ansicht  hegte,  dass  die  damals  an  eini- 
gen wenigen  Krystallen  beobachtete  Eigenschaft , durch  Temperatur- 
änderungen elektrisch  zu  werden,  durch  einen  Mangel  an  Symmetrie 
in  der  Gestaltung  derselben  bedingt  sei,  scheint  dagegen  Brew- 
ster diese  Bedingung  nicht  für  nülhig  erachtet  zu  haben,  wie  man 
wohl  aus  seiner  Prüfung  einer  Reihe  von  Krystallen,  bei  denen  ein 
tlcmimorphismus  nicht  beobachtet  worden,  schlicssen  muss;  und  es 
ist  auch  Brewster**)  gelungen,  die  Anzahl  der  thermoelektrischen 
Krystallc  erheblich  zu  vermehren. 

Leider  hat  Brewster  gar  keine  speciellen  Angaben  Uber  seine 
Beobachtungen  gemacht,  sondern  einfach  die  von  ihm  elektrisch  be- 
fundenen Kryslalle  in  ein  kurzes  Verzeichniss  zusammengestellt.  In 
diesem  Verzeichnisse  findet  sich  nun  auch  der  rnthe  und  blaue  Fluss- 
spat!) aufgeführt,  aber,  wie  bereits  erwähnt,  ohne  irgend  eine  Be- 
merkung über  die  Beschaffenheit  der  elektrischen  Spannung  und  den 
Ort,  wo  sie  wahrgenommen  worden. 

negative  und  auf  der  Zinkdiiche  positive  Elektricit.it  gebunden.  Wird  der  Platin- 
draht gehoben  ijedoch  nicht  bis  zur  Berührung  der  oberen  Ableitung1 , so  zeigt 
das  Elektrometer  infolge  der  freiwerdenden  negativen  Elektrieitiit  einen  negativen 
Ausschlag  von  2 Skth. 

*)  Es  kommt  z.  II.  selbst  öfter  vor,  dass  die  Mitte  einer  Kryslalhliiebe  nega- 
tiv, der  Band  derselben  aber  positiv  ist.  oder  umgekehrt. 

••}  S.  oben  S.  20 i. 
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Die  Untersuchung,  -ob  eine  Stelle  eines  Kryslalles  positive  oder 
negative  Elektricitat  besass,  war  Übrigens  bei  dem  von  Brewster 
angewandten  Verfahren  ganz  unmöglich.  Um  nämlich  zu  prüfen,  ob 
ein  Krystall  elektrisch  war,  niiherte  er  denselben  sehr  kleinen  Stück- 
chen des  im  Innern  der  Kührc  von  Arundo  phragmites  befindlichen 
dünnen  Häutchens  und  schloss  aus  ihrer  Anziehung  auf  eine  an  der 
KryslallflUchc  vorhandene  elektrische  Spannung. 

B re w ster  hat  (wenigstens  findet  sich  in  seiner  Mittheilung 
keine  weitere  Bemerkung)  jedenfalls  die  Krystalle,  um  sie  auf  ihr 
elektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  in  die  Hand  genommen,  und  bei  der 
bereits  oben  S.  205  hervorgehobenen  ausserordentlich  leichten  elek- 
trischen Erregung  der  Flussspathkrystalle  durch  Reibung  konnte  man 
furchten,  dass  Brewster  durch  Reibungselektricitat  getauscht  wor- 
den sei.  Indess  der  Zusatz  »rother  und  blauer«  Flussspath  scheint 
(natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  er  farblose  Krystalle,  jedoch 
ohne  Erfolg  geprüft  habe)  anzuzcigcn,  dass  von  ihm  nicht  Reibungs- 
clektricitat,  sondern  eine  andere  gerade  diesen  farbigen  FlussspUlhen 
eigentümliche  elektrische  Erregung  beobachtet  worden  ist. 

Hat  nun  aber  Brewster  in  der  Thal,  wie  er  angiebt,  thermo- 
elektrische Spannungen  auf  seinen  Flussspathkrystallen  beobachtet? 
Diese  Frage  wird  wahrscheinlich  verneint  werden  müssen,  indem 
nach  meinen  vielfachen  Untersuchungen  der  Flussspate  die  durch 
Teinpcraluründerung  erzeugte  elektrische  Spannung  zu  gering  ist,  um 
durch  das  von  Brewster  angewandte  Beobachtungsverfahren  noch 
wahrgenommen  werden  zu  können,  wie  sich  leicht  nachwcisen  lasst. 

Da  ich  gerade  keine  dünnen  Häutchen  von  Arundo  phragmites 
zur  Hand  hatte,  so  legte  ich  sehr  kleine  Stückchen  eines  üusserst 
dünnen  Scheibchens  von  Hollundermark4)  auf  die  zur  Erde  abgeleitete 
Kupferplalte  von  73m“  Durchmesser,  befestigte  an  dem  unteren  Ende 
des  0,7""  dicken  Platindrahtes  eine  Kugel  von  1 3”“  Durchmesser  und 
näherte  dieselbe  mittelst  der  Hebelvorrichtung  den  kleinen  Hollunder- 
markslückchen.  Für  die  kleinste  Ladung,  welche  der  Kugel  mitzu- 
t heilen  war,  um  eine  Anziehung  des  dicht  unter  ihr  liegenden  Hol- 
lundermarks  zu  ermöglichen,  musste  die  Kugel  mit  dem  einen  Pole 

*)  Spiitere  Versuche  zeigten,  dass  Stückchen  der  dünnen  Haut  von  Arundo 
phragmites  keim?  geringeren  Wcrthe  für  die  zur  Hebung  eben  nothige  elektrische 
Spannung  gaben,  als  die  oben  benutzten  Stückchen  Hollundermnrk. 

t5# 
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einer  Säule  aus  20  Daniell’schen  Elementen.  deren  anderer  Pol  zur 
Erde  abgeleitet  war,  verbunden  werden.  Durch  die  grosse  Annähe- 
rung der  Kugel  an  die  Kupferplatte  wurde  die  Dichtigkeit  auf  dem 
untersten  Punkte  der  Kugel,  welcher  über  dem  Stückchen  Hollunder- 
mark lag,  beträchtlich  grosser,  als  in  der  Mitte  der  isolirten  Kupfer- 
platte  von  73“"  Durchmesser,  wenn  sie  mit  derselben  Sttule  verbunden 
war.  Al»er  auch  selbst  wenn  eine  Spannung,  wie  sie  sich  in  der 
Mitte  dieser  Kupferplatte  durch  ihre  Verbindung  mit  der  genannten 
Siiule  findet,  hingereicht  hätte,  die  Anziehung  des  kleinen  Hollunder- 
markstückchens  zu  bewirken,  so  wäre  diese  Spannung  doch  stets 
noch  grösser  gewesen,  als  ich  sie  je  auf  einer  (nach  einer  Erhitzung 
auf  1 00 °)  erkaltenden  Fläche  eines  Flussspalhes  beobachtet  habe*); 
die  grösste  Spannung  auf  den  erkaltenden  Flussspathkryslallen  ist  wohl 
höchstens  gleich  der  durch  10  Daniell’sche  Elemente  in  der  Mitte 
jener  Kupferplatte  erzeugten  Spannung  zu  setzen;  eine  solche  Span- 
nung reicht  aber  nicht  aus,  um  das  Stückchen  Hollundcrmark  zu 
heben. 

Dagegen  kann  durch  die  Belichtung  der  Flussspathkrystalle  eine 
Spannung  erzeugt  werden , welche  die  oben  bezeichnele  Spannung 
von  20  Danielt’schen  Elementen  erreicht  und  sogar  übertrifft.  Da 
nun  Brewster,  welcher  von  der  elektrischen  Erregung  der  Fluss- 
spathkrystalle durch  das  Licht  keine  Ahnung  hatte,  seine  Versuche 
jedenfalls  am  hellen  Tage  vorgenommen  hat,  was  ja  schon  durch  die 
genaue  Beobachtung  der  Anziehung  der  Häutchen  gefordert  wurde, 
wobei  möglicherweise  die  Krystalle  zufällig  sogar  dem  Sonnenlichte 
ausgesetzt  gewesen  sein  können,  so  ist  es  für  mich  das  Wahrschein- 
lichste, dass  die  durch  Brewster  beobachteten  Anziehungen  nicht 
sowohl  eine  Folge  der  ThermoelektriciUll,  als  vielmehr  der  Photoelck- 
triciUtl  dieser  Krystalle  gewesen  sind.  Dann  müssen  aber  unter  der 
von  Brewster  gebrauchten  Bezeichnung  »rother  und  blauer«  Fluss- 
spath  die  violblaucn  Krystalle  von  Weardale  oder  Aiston  Moor  ver- 
standen werden,  denn  die  mehr  rothbraunen  sind,  wie  wir  später 
sehen  werden,  zwar  thermoelektrisch  erregbar,  haben  mir  aber  durch- 

*)  Ob  etwa  auf  frisch  aus  der  Grube  enlnomroenen  und  massig  stark 
crliil/.ten  Flussspathkryslallen  eine  viel  grossere  Spannung  erzeugt  werden  kann, 
als  auf  den  mir  vorliegenden , vermag  ich  aus  Mangel  an  solchen  Krystallen  nicht 
zu  entscheiden. 
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aus  kein  Anzeichen  von  einer  durch  die  Einwirkung  des  Tages-  oder 
Sonnenlichtes  entstehenden  elektrischen  Spannung  gegeben. 

Das  Verfahren,  die  Krystallfläche  kleinen  Stückchen  eines  leich- 
ten Häutchens  zu  nähern,  hat  Brewster  in  Betreff  der  Empfindlich- 
keit mit  Recht  den  damals  üblichen  Elektrometern  mit  doppelten 
Goldblättchen  vorgezogen , weil  es  noch  geringere  Spannungen  auf 
diesen  Flächen  erkennen  lässt,  als  dies  durch  die  Divergenz  der  Gold- 
blättchen möglich  ist,  wenn  die  Krystallfläche  dem  oberen  Ende  des 
die  Blättchen  tragenden  Messingstäbchens  genähert  wird. 

Um  an  einem  sehr  empfindlichen  Goldblattolektrometer  eine  noch 
eben  sichtbare  Trennung  der  beiden  Blättchen  zu  erhallen,  muss  ihnen 
die  Spannung  aus  dem  einen  Pole  einer  Säule  von  25  Daniell’schen 
Elementen,  deren  anderer  Pol  zur  Erde  abgeleitet  ist,  zugeführt  wer- 
den, wobei  es,  um  ein  Aneinanderhaflen  der  Blättchen  zu  vermeiden, 
sich  als  nolhwendig  herausstellt,  denselben  zuvor  eine  grössere  Diver- 
genz zu  ertheilen  und  sie  dann  erst  mit  dem  Säulenpole  zu  ver- 
binden. 

Bei  den  thermoelektrischen  Versuchen  mit  Krystallen  aus  einer 
gut  isolirenden  Substanz  wird  nun  ausserdem  die  auf  der  Fläche  der- 
selben erregte  Elektriciläl  nicht  zu  dem  Goldblättchen  geleitet,  son- 
dern erzeugt  auf  dem  die  Blättchen  tragenden  Messingsläbchen  nur 
eine  Vertheilungswirkung. 


II.  Beobachtung  der  photo-  und  thermoelektrischen  Spannungen  auf 
den  Uberflüchen  der  einzelnen  Flussspathkry stalle. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Grösse  der  Krystalle  und  der  mehr 
oder  minder  vollständigen  Ausbildung  ihrer  Flächen  zu  geben,  bilde 
ich  die  Netze  derselben  ab,  und  zwar  stelle  ich  die  Abbildungen  der 
6 Würfelflächen  in  einigem  Abstande  neben  einander.  Sind  auf  einer 
Seite  eines  Krystalles  keine  ausgcbildeten  Krystallfläehen  vorhanden, 
wird  also  daselbst  die  Begrenzung  durch  unregelmässige  Bruchflächen 
oder  durch  andere  aufgewachsene  Krystalle  gebildet,  so  habe  ich  den- 
jenigen Theil  derselben,  welcher  sichtbar  bleibt,  wenn  der  Krystall 
so  in  das  Kupferfeilicht  eingesetzt  wird,  dass  die  fehlende  Fläche 
horizontal  liegen  würde,  an  Stelle  dieser  Fläche  abgebildet. 
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Alle  von  Krvstallflächen  gebildeten  Kanten  sind  durch  ausgezogene 
Linien  gekennzeichnet,  wahrend  Kanten  oder  Ränder,  an  welchen  ein 
Bruch  oder  ein  Durchgang  Theil  hat,  durch  punktirte  Linien  dargo- 
stelll  sind. 

Halte  ich  die  Netze  der  untersuchten  Krystalle  in  natürlicher 
Grösse  abgebildet,  so  würde  durch  die  beträchtliche  Ausdehnung  vieler 
derselben  die  Ucbcrsichtlichkeit  sehr  erschwert  worden  sein.  Die 
Zeichnungen  sind  daher  s&mmllich  nur  in  halber  linearer 
Grösse  ausgertibrl. 

In  die  Abbildung  jeder  einzelnen  Fläche  (oder  in  die  an  ihrer 
Stelle  gezeichnete  Projection  der  Bruchfläche  oder  der  aufgewach- 
senen Krystalle)  habe  ich  nun  die  Ausschläge  des  Elektrometers  ein- 
getragen, die  bei  der  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes  an 
die  verschiedenen  Punkto  dieser  Fläche,  welche  allein  frei  aus  dein 
Kupferfeilicht  hervorsah,  beobachtet  wurden,  und  zur  leichteren  lieber- 
sicht sind  die  Stellen,  wo  positive  Ausschläge  sich  zeigten,  mit  bräun- 
licher, dagegen  diejenigen,  wo  negative  stattländen,  mit  grünlicher 
Farbe  Überzogen  worden. 

Der  Ausschlag  des  Goldblättchens  ist  aber  nicht  allein  von  der 
in  dem  gerade  unterhalb  der  Spitze  des  Platindrahtes  liegenden  Punkte 
vorhandenen  Elektricitäl  abhängig,  sondern  wird  auch  durch  die  Ver- 
theilungswirkung seitens  der  angrenzenden  Flächenstucke  beeinflusst. 
Es  tritt  sogar,  wie  wir  später  sehen  werden,  der  Fall  ein,  dass  an 
einem  bestimmten  Punkte  einer  Krvstallfläche  die  ihm  eigenthümliche 
elektrische  Spannung  in  ihrer  Vertheilungswirkung  auf  den  Plalindrahl 
durch  die  stärkere  Wirkung  der  seitlich  liegenden  entgegengesetzt 
elektrischen  FlächenstUcke  vollständig  unterdrückt  wird,  so  dass  das 
Elektrometer  bei  Annäherung  der  Platiuspitze  an  jenen  Punkt  eine 
wenn  auch  nur  schwache  Polarität  augiebt,  welche  der  in  Wirklich- 
keit auf  demselben  vorhandenen  gerade  entgegengesetzt  ist.  Soll  dieser 
Einfluss  der  neben  liegenden  FlächenstUcke  ausgeschlossen  werden,  so 
sind  sämmtlichc  Thcilo  der  Fläche  mit  Ausnahme  der  auf  ihr  elek- 
trisches Verhalten  speciell  zu  untersuchenden  Stelle  mit  Kupferfeilicht 
zu  bedecken. 

In  die  Abbildungen  der  sechs  Projectionen  sind,  wie  bereits  zuvor 
bemerkt,  die  Ausschläge  eingetragen,  welche  beobachtet  wurden,  wenn 
die  ganzen  Flächen  frei  lagen.  Die  specielle  Untersuchung  einzelner 
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Theile  der  Flächen  habe  ich  im  Texte  der  Abhandlung  näher  ange- 
geben, und  auch  wohl  in  einer  besondcrn  Zeichnung  da  rges  teilt. 

Es  wird  öfter  nölhig  werden,  die  einzelnen  Stellen  einer  Kry- 
stallflächo  im  Texte  namhaft  zu  machen.  Um  dies  kurz 
und  doch  mit  möglichster  Bestimmtheit  ausführeu  zu 
könneu,  denken  wir  uns  die  Würfelfläche  oder  die  an 
ihre  Stelle  getretene  Projection  mit  den  Buchstaben  a 
bis  i wie  in  nebenstehender  Figur  beschrieben,  und  verwenden  die 
einzelnen  Buchstaben  zur  Bezeichnung  der  von  ihnen  eingenommenen 
Flächenstücke. 

Es  wäre  sehr  wUnschenswcrth  gewesen,  sümmtlichc  in  die  Zeich- 
nungen eingetragene  Zahlen  unter  sich  vergleichen  zu  könneu ; indess 
ist  eine  solche  Vergleichbarkeit  bei  den  photoelektrischen  Untersuchun- 
gen selbst  nicht  einmal  für  die  verschiedenen  Flächen  eines  und 
desselben  Krystalles  zu  erzielen.  Dieselbe  würde  erfordern , dass 
sämintlichc  Flächen  glcichlangc  einer  und  derselben  Strahlung  aus- 
gesetzt werden.  Dies  ist  aber  in  unserem  Klima  bei  dem  so  stark 
veränderlichen  Zustande  des  Himmels  absolut  unmöglich , namentlich 
deshalb,  weil  die  Beobachtungen  auf  den  einzelnen  Flächen  nicht 
rasch  auf  einander  folgen  können , sondern  nach  dem  Umlegen  und 
Abpinseln  des  Krystalles  eine  längere  Zeit  (häutig  bis  zum  folgenden 
Tage)  verfliessen  muss,  bis  die  neue  freiliegende  Krystallllächc  un- 
elektrisch gemacht  und  zu  einer  Prüfung  auf  ihr  Verhalten  gegen  das 
Licht  brauchbar  ist*). 

Ich  habe  60  verschiedene  Flussspathkrystalle,  und  zwar  jeden 
einzelnen  wenigstens  zwei  Mal,  auf  das  Verhalten  seiner  Flächen  gegen 
das  Licht  geprüft.  Zu  einer  klaren  Einsicht  in  die  betreffenden  Er- 
scheinungen wird  es  indess  genügen,  nur  die  auf  einem  Theile  dieser 
Krystalle  gemachten  Beobachtungen  mitzutheilen. 

ln  die  Zeichnungen  sind  fast  überall  die  bei  der  letzten  Unter- 
suchung beobachteten  Skalenlheile  eingetragen,  weil  ich  durch  die 
vorangegangenen  Prüfungen  bereits  darüber  unterrichtet  war,  welchen 
Stellen  der  Fläche  ich  meine  besondere  Aufmerksamkeit  zuzuwemlen 
hatte.  Eben  diese  früheren  Prüfungen  hatten  mir  auch  ein  Uriheil 

*}  Mit  dein  elektrischen  Kohlentichtc  würden,  wenn  dasselbe  mir  von  Anfang 
an  zu  Gebote  gestandon  hätte,  besser  vergleichbare  Messungen  zu  erhalten  ge- 
wesen sein. 
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Uber  die  Empfindlichkeit  der  Krystallflüche  beziehentlich  ihrer  elek- 
trischen Erregung  durch  das  Licht  gegeben,  so  dass  ich  je  nach  dem 
Zustande  des  Himmels  die  Zeit  abschützen  konnte,  wahrend  welcher 
die  Flüche  dem  Lichte  ausgesetzt  werden  musste,  um  auf  derselben 
elektrische  Spannungen  von  gewünschter,  gut  messbarer  Grösse  zu 
erlangen. 

Die  Krystalle  wurden  meistens  nur  dem  Tageslichte  (also  gegen 
die  Sonnenstrahlen  im  Schatten  stehend)  ausgesetzt ; sie  wurden  auf 
die  Fensterbank,  womöglich  Ihm  geöffneten  Fenstern,  in  etwas  ge- 
neigter Lage  gestellt,  so  dass  das  Licht  des  Himmels  die  freien  Flü- 
chen besser  bestrahlen  konnte,  als  bei  horizontaler  Lage  derselben. 
Der  Zustand  des  Himmels  war  aber  dabei  sehr  verschieden.  Bei 
starken  Winden  aus  Sudost,  Sud  und  Sudwest  und  ebenso  an  kalten 
Tagen  musste  das  Fenster  geschlossen  werden,  so  dass  erst  die  durch 
das  Glas  einer  Fensterscheibe  gegangenen  Lichtstrahlen  die  Krystall- 
flüche  trafen. 

In  einzelnen  Füllen,  wenn  der  Krystall  gegen  das  Licht  über- 
haupt wenig  empfindlich  war,  oder  wenn  besondere  Vorgünge  beob- 
achtet werden  sollten , wurden  die  Kryslalle  dem  direclen  Sonnen- 
lichte , oder  spüter  auch  dem  elektrischen  Kohlenlichte  ausgesetzt. 
Wo  diese  letzteren  Bestrahlungen  stattgefunden  haben,  ist  es  im  Texte 
ausdrücklich  bemerkt. 

Besser  unter  einander  vergleichbar  sind  die  Beobachtungen  der 
thermoelektrischen  Spannung  nach  der  Abkühlung,  indem  die  einzelnen 
Kryslalle  meistens  lange  genug  in  dem  von  siedendem  Wasser  um- 
gebenen Raume  gestanden  hatten,  um  in  ihrer  ganzen  Masse  die  Tem- 
peratur von  100°  C.  anzunehmen.  Nur  durch  die  mehr  oder  minder 
lange  Zeit,  welche  seit  dem  Herausnehmen  aus  dem  Ofen  bis  zum 
Zeitpunkte  der  Messung  verflossen,  sind  kleine  Unterschiede  entstan- 
den, weil  sowohl  eine  zu  kurze  als  auch  eine  zu  lange  Zwischenzeit 
die  elektrischen  Spannungen  zu  klein  erscheinen  lässt ; erstere  wegen 
nicht  hinreichender  Erkaltung  des  Kryslalles  und  letztere  wegen  der 
Zerstreuung  und  Ableitung  eines  Theiles  der  auf  der  Flüche  frei  ge- 
wordenen Eleklricilüt. 
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A.  Grüne  Flussspäthe  von  Weardale  und  Aiston  Moor. 

Krystall  No.  I.  Fig.  1 A und  1 B.  Taf.  1. 

Der  von  Weardale  stammende  Krystall  No.  1 gehört  der  Frei- 
berger Sammlung.  Ausser  den  Flüchen  des  Würfels  linden  sich  an 
ihm  nur  die  Flüchen  eines  sehr  flachen  PyramidenwUrfels  und  sehr 
kleine  Flüchen  eines  Achlundvierzigflächners.  Die  meisten  Würfel- 
flüchen  sind  ziemlich  gut  ausgebildet  ; nur  auf  der  Kante  der  Flüchen 
2 und  6 , sowie  auf  den  dieser  Kante  benachbarten  Theilcn  ist  ein 
anderer  kleinerer  Flussspathkrystall  eingevvachsen.  Mit  der  Flüche  3 
war  der  Krystall  aufgewachsen  gewesen ; an  ihrer  Stelle  befindet 
sich  jetzt  eine  sehr  unebene  Bruchflüchc,  die  mehr  weisslich  als  grün- 
lich aussieht,  .wührend  sonst  der  ganze  übrige  Krystall  eine  dunkel- 
grüne Farbe  besitzt. 

Die  Substanz  des  Krystallcs  ist  nur  an  einzelnen  Stellen  klar 
und  durchsichtig,  und  an  diesen  tritt  das  sapphirblauc  Fluorcscenz- 
licht  sehr  schön  hervor.  Die  Kryslallflüchen  sind  nicht  vollkommen 
eben;  es  erscheinen  auf  ihnen  theils  kleine  hervortretende  Würfel- 
flächcn,  theils  zeigen  sich  glatte  Steilen,  welche  durch  breitere  ent- 
weder den  Würfelkanten  (wiederholte  Ansätze  zur  Bildung  eines  Py- 
ramidenwürfels)  oder  den  Durchschnitten  der  Flüchen  eines  Acht- 
undvierzigflüchners  mit  den  Würfelflächen  parallel  gestreifte  Bänder 
begrenzt  werden. 


a.  Pholoclek Irisches  Verhallen. 

Betrachten  wir  zuerst  die  elektrische  Vcrtheilung,  wie  sie  nach 
kurzem  Aussetzen  an  das  Tageslicht  cintritt,  und  wie  sie  Fig.  1 A 
dargeslclll  ist,  so  ergibt  sich  im  Allgemeinen,  dass  die  ausgebildeten 
Kryslallflüchen  in  ihren  mittleren  Theilen  negativ,  dagegen  an  den 
Ecken  und  zum  Theil  auch  selbst  noch  in  der  Mitte  der  Ränder 
positiv  elektrisch  sind.  Jedoch  wird  diese  positive  Elektricitüt  nicht 
an  allen  Ecken  (und  Kanten)  sichtbar , weil  sic  in  ihrer  Intensität 
und  in  ihrer  Ausdehnung  geringer  ist,  als  die  in  den  mittleren  Theilen 
auftretendc  negative;  sie  lässt  sich  aber  an  allen  vier  Ecken  durch 
den  Versuch  nachweisen,  wenn  (vgl.  S.  222)  die  mittleren  negativen 
Theilc  der  Fläche  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  werden. 

Wenn  die  ganze  Fläche  1 des  Krystallcs  No.  I frei  liegt , so 
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wird,  wie  dies  Fig.  I A zeigt,  gewöhnlich  nur  in  der  linken  obe- 
ren*) licke  bei  a (vergl.  Zeichnung  auf  S.  223)  die  positive  Span- 
nung beobachtet ; dass  sie  jedoch  auch  auf  den  übrigen  drei  Ecken 
vorhanden  ist,  zeigt  eine  specielle  Untersuchung  derselben  (Fig.  I A'), 
bei  welcher,  wie  so  eben  angegelien,  durch  Bedeckung  der  mittleren 
negativen  Theile  mit  Kupferfeilicht  die  Vertheilungswirkung  dieser 
letzteren  beseitigt  ist , und  die  auf  den  licken  vorhandene  positive 
Spannung  imgeschwächt  hervortreten  kann.  In  der  Fig.  I A'  stellt 
das  weissgelassene  Flächenstuck  den  mit  Kupfcrfcilicht  bedeckten 
Theil  der  Fläche  dar.  Trotzdem  die  oben  rechts  (bei  c)  gelegene 
licke  bei  diesem  Versuche  die  stärkste  positive  Spannung  zeigt,  er- 
scheint dieselbe  doch  bei  ganzer  freier  Fläche  infolge  der  starken 
negativen  Umgebung  noch  negativ.  I)ic  grossere  Intensität  dieser 
Ecke  c wird  auch  durch  die  hohe  positive  Spannung  (-|-  11,3)  auf 
dem  ihr  anliegenden  Theile  der  Fläche  2 bestätigt. 

Auf  das  mehr  oder  minder  deutliche  und  ausgedehnte  Hervor- 
Irelen  der  positiven  Spannung  an  den  Ecken  und  Kanten  ist  aber 
auch  die  mehr  oder  weniger  tiefe  Einsetzung  dus  Krystallcs  in  das 
Kupferfeilicht,  und  die  Art  der  Bestrahlung,  namentlich  oh  bei  der- 
selben noch  inehr  oder  weniger  Theile  der  seitlichen  Flächen  aus 
den  Feilspähnen  herausragen  und  ebenfalls  von  den  Lichtstrahlen  ge- 
troffen werden,  von  Einfluss. 

Als  die  Fläche  I dein  elektrischen  Kohlenlichte  in  einem  Abstande 
von  SOO™"  ausgesetzt  wurde,  genügte  ein  Bestrahlen  von  einer  ein- 
zigen Minute,  um  schon  starke  elektrische  Erregungen  hervorzurufen. 
Fig.  1 A*  stellt  die  nach  einer  solchen  Bestrahlung  beobachteten 
elektrischen  Spannungen  dar.  Infolge  einer  etwas  anderen  Beslrah- 
lungswcisc  als  bei  dem  Aussetzen  ans  Tageslicht  trat  an  drei  Ecken 
die  jxisitivu  Polarität  auf. 

Im  Anschluss  an  diesen  Versuch  sei  noch  bemerkt,  dass,  als  die 
in  Fig.  1 A"  dargostellte  elektrische  Verlheilung  unmittelbar  nach 
ihrer  Beobachtung  durch  die  Alkoholflamme  hinweggenommen  wurde, 
beim  Stehen  des  Krystalles  im  dunklen  Räume  innerhalb  dreier  Stun- 
den keine  elektrische  Erregung  wieder  erschien,  namentlich  also  keine 
Umkehrung  in  die  entgegengesetzte  Polarität  einlrat. 

*’  Ich  werde  die  Bezeichnungen  rechts,  links,  oben,  unten  stets  auf  die 
Abbildungen  der  Flächen,  wie  solche  auf  dem  Papier  dargestellt  sind,  beziehen. 
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Ferner  möge  noch  ein  nach  dem  S.  213  beschriebenen  Ver- 
faliren  mit  der  Flüche  I angcslellter  Versuch  hier  eine  Stelle  finden. 
Die  Mitte  der  dein  Tageslichte  einige  Zeit  ausgesetzten  Flüche  I er- 
zeugte, wenn  die  Platinspitze,  wie  gewöhnlich,  genühert  wurde,  einen 
Ausschlag  von  — 17  Sktli.  Als  nun  das  «len  Krystall  enthaltende 
kupferne  Küslehcn  isolirt  und  mit  «lein  Goldblättchen  des  Elektro- 
meters in  leitende  Verbindung  gebracht  wurde,  entstand  bei  An- 
näherung einer  kleinen  Metallscheibe  an  die  mittleren  Theile  der 
Flüche  1 ein  Ausschlag  von  -{-  50  Skth.  Wurde  eben  diese  Metall- 
scheibe der  bei  a liegenden  Ecke  genühert,  so  entstand  ein  Aus- 
schlag von  — 3,5  Skth. 

Auf  der  Flüche  4 erschien  bei  ganzer  freier  Flüche  oben  rechts 
bei  c ein  schwach  negativer  Ausschlag  — »0,3  (in  Fig.  I A) ; wurde 
dagegen  die  ganze  Flüche  mit  Ausnahme  dieser  Ecke  mit  Kupfer- 
feilichl  bedeckt,  so  beobachtete  ich  uach  einem  13  Minuten  langen 
Aussetzen  ans  Tageslicht  bei  Annäherung  des  Platindrahtes  an  dieser 
Stelle  einen  starken  positiven  Ausschlag  (-(-  7 Skth.). 

Die  an  Stelle  der  YVitrfelllüchc  3 getretene  sehr  unebene  Bruch- 
flüche  erscheint  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv,  jedoch  im  All- 
gemeinen schwach, 'jedenfalls  weil,  wie  oben  bemerkt,  der  grösste  Theil 
«lerselben  der  dunkelgrünen  Fürbung  entbehrt  und  eine  mehr  weiss- 
liche  Masse  bildet;  nur  auf  dem  (in  der  Zeichnung)  rechten  Rande 
(hei  i),  welcher  tiefer  und  innerhalb  der  grün  gefärbten  Masse  liegt, 
wird  die  lulensit.it  der  positiven  Elektricilüt  grösser. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  specielle  Angaben  Uber  die 
Steigerung  der  elektrischen  Spannungen  mit  der  Dauer  der  Belich- 
tung folgen. 

Die  Flüche  1 des  vorliegenden  Krystalles  wurde  in  völlig  un- 
elektrischem Zustande  bei  trübem  Tageslichte  (bedecktem  Himmel') 
auf  der  Fensterbank  in  etwas  geneigter  Lage  aufgeslellt.  Nachdem 
sie  7 Minuten  daselbst  gestanden  hatte,  ward  sie  auf  ihr  elektrisches 
Verhalten  geprüft , und  die  in  Fig.  1 A"  eingetragene  Vertheilung 
gefunden.  In  der  Milte  der  Flücho  betrug  hiernach  die  Spannung 
— 8,7  Skth. 

Darauf  wurde  die  Flüche  von  Neuem,  so  wie  sie  war,  an  den- 


J5.  August  Morgens  zwischen  0 bis  II  Uhr. 


Digitized  by  Google 


W.  G.  Hankei., 


[28 


228 

selben  Ort  ins  Tageslicht  gestellt,  und  nach  6 Minuten  langer  Be- 
lichtung abermals  geprüft.  Der  Kurze  wegen  will  ich  nur  die  in 
der  Mitte  beobachteten  Spannungen  anführen.  Die  Mitte  zeigte  jetzt 
eine  Spannung  — 1 1 Sklh. 

Der  Himmel  war  trüber  geworden , und  nach  einer  neuen  Be- 
lichtung von  9 Minuten  Dauer  war  die  Spannung  in  der  Mitte  (und 
ebenso  an  den  übrigen  Theilcn  der  Fläche)  nur  wenig  gestiegen  ; in 
der  Mitte  nur  bis  — 11,4  Sklh. 

Nach  einer  neuen  Belichtung  von  20  Minuten  Dauer  bei  etwas 
hellerem  Himmel  zeigte  das  Elektrometer  in  der  Milte  — 15  Sklh.; 
die  jetzt  auf  der  Krystallfläche  vorhandene  elektrische  Spannung  ist 
die  in  Fig.  1 A eingetragene. 

In  einer  anderen  Versuchsreihe  besass  der  Krystall  in  der  Mitte 
seiner  Fläche  infolge  der  Abkühlung  nach  einer  vorhergegangenen 
Erwärmung  bis  I00"C.  noch  eine  positive  Spannung  von  -)-  5 Sklh.*). 
In  diesem  Zustande,  wie  er  von  der  Abkühlung  hcrrUhrte,  dein 
Tageslichte  ausgesetzt,  ergab  sich  bei  einer  etwas  besseren  Beleuch- 
tung als  bei  der  vorhergehenden  Beobachtungsreihe  uach  4 Minuten 
langer  Belichtung  in  der  Mitte  — 3 Skth.,  noch  abermals  5 Minuten 
— 8,2  Skth.,  nach  weiteren  4 Minuten  — 1 3,  nach  ferneren  6 Mi- 
nuten — 15,2  und  schliesslich  nach  abermals  6 Minuten  — 19  Skth. 

Mit  dieser  elektrischen  Vertheilung  wurde  der  Krystall  ins  Dunkle 
gestellt.  Nach  13  Minuten  zeigte  die  Mitte  noch  — 17,2  Sklh.,  nach 
weiteren  73  Minuten  noch  — 13,5  Sktb. 

In  diesem  Zustande  wurde  der  Krystall  in  einen  bis  100°  C. 
erhitzten  Ofen  (ins  Dunkle)  gebracht.  Nachdem  er  6 Minuten  darin 
gestanden,  gab  die  Mitte  nur  noch  — 6 Skth.,  nach  weiterem  13  Mi- 
nuten langen  Verweilen  in  dem  heissen  Ofen  nur  noch  — 4,4  Skth. 
Ausschlag**}.  Es  scheint  also  die  durch  die  Belichtung  entstandene 
elektrische  Spannung  durch  die  Erwärmung  des  Krystalles  rascher  zu 
verschwinden,  als  beim  Stehen  im  Dunkeln  bei  niedriger  Tempera- 
tur**-). 

*)  Es  ist  die  in  Fig.  I B dargestellte. 

**)  Wie  wir  später  selten  werden,  erzeugt  die  steigende  Temperatur  dieselbe 
Polarität  wie  die  Belichtung.  Die  Schwächung  der  vorhandenen  negativen  Span- 
nung kann  also  nicht  einfach  durch  die  infolge  der  Erwärmung  entstehende  Pola- 
rität vernichtet  werden . 

*••)  Eben  dies  gilt  auch  ton  der  durch  Heibung  auf  der  Oberfläche  der  Fluss- 
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b.  Thermoelektrisches  Verhalten. 

Die  Bemühungen,  auf  den  Flussspallikry stallen  thermoelektrische 
Erregungen  nachzuweisen,  gaben  wie  bereits  oben  erwähnt,  die  Ver- 
anlassung zur  Entdeckung  der  Photoelcktricitlil  dieses  Minerales;  sie 
wurden  indess  durch  das  augenblicklich  grössere  Interesse,  welches 
die  photoelektrischen  Erregungen  in  Anspruch  nahmen,  zurückgedrtlngt. 
Nach  Feststellung  des  photoelektrischen  Verhaltens  der  Fiussspiithe 
trat  dann  aber  wieder  die  Frage  heran,  welche  Bedeutung  die  bei 
jenen  ersten  Versuchen  nach  Temperaturtlnderungen  beobachtete  elek- 
trische Spannung  habe. 

Die  genauere  Untersuchung  zeigte  nun,  dass  in  der  Thal  eine 
wirkliche  thermoelektrische  Erregung  auf  den  Flussspathkrystallen 
auflritt,  die  ganz  den  Gesetzen  folgt,  welche  bei  den  übrigen  thermo- 
elektrischen Mineralien  Geltung  haben. 

Die  Art  der  Untersuchung  sowohl  wahrend  steigender  als  auch 
wahrend  sinkender  Temperatur  habe  ich  oben  S.  211  erläutert.  Die 


spathkryslalle  erzeugten  positiven  Elektricilät.  — Theodor  v.  Grollhuss  spricht 
in  seiner  Ahhandlung  über  einen  neuen  Lichtsauger  (Sch weigger’s  Journal  für 
Client,  u.  Phys.  1815.  Rd.  14.  S.  (33  IT.)  den  allgemeinen  Satz  aus,  dass  hei  den 
Phosphoren  Külte  das  Lichteinsaugen,  dagegen  Wärme  das  Lichtausslralilen  begün- 
stige. Sollte  dieser  Ausspruch  sich  als  in  der  Wirklichkeit  begründet  nacliwcisen 
lassen,  so  könnte  man  wohl  die  l'ragc  stellen,  ob  sich  nicht  das  zuvor  erwähnte 
raschere  Verschwinden  der  Elektricilät  in  dem  heissen  Ofen  mit  ihm  in  Beziehung 
setzen  lässt,  und  zwar  für  jede  beliebige  Art  der  elektrischen  Ladung  der  Flächen. 

Jener  neue,  von  Grotthuss  in  der  angeführten  Abhandlung  untersuchte  Licht- 
sauger war  ein  rülhlichvioletter  Flussspath  von  Nerlschinsk  (Chlorophan;.  Grott- 
huss hielt  cs  (S.  142  der  oben  citirtcn  Abh.)  fiir  wahrscheinlich,  dass  das  Sonnen- 
licht auf  der  Oberfläche  » zwischen  den  Elcmentarpolen  der  ihm  ausgesetzten  Körper 
in  seine  elektrischen  Grumlprincipien,  nämlich  in  4~  E und  — E zerlegt  werde«, 
und  dass  die  darauffolgende  Vereinigung  dieser  beiden  getrennten  Liclilclcmenlc  der 
wahre  Grund  ihrer  Phosphorescenz  sei.  Er  hat  denn  auch  versucht,  ob  er  nicht 
an  den  dem  Sonnenlichte  ausgesetzten  Lichlsaugern  Elektricilät  wahrnehmen  könne ; 
da  er  aber  hierzu  das  für  den  vorliegenden  Fall  eines  Nichtleiters  denkbar  unge- 
eignetste Mittel,  den  Voita'schen  Condcnsatur,  verwandte,  so  darf  cs  nicht  Wunder 
nehmen , wenn  er  auch  nicht  die  geringste  Spur  von  Elektricilät  nachzuweisen 
vermochte. 

Da  ich  mir  bis  jetzt  keinen  Chlorophan  habe  verschalten  können , so  bleibt 
es  zweifelhaft,  ob  derselbe  bei  seiner  derben  Beschaffenheit  durch  Belichtung  über- 
haupt elektrisch  wird.  Auf  dem  Wölsendürfer  Slinklluss  halle  icli  wenigstens  bis 
jetzt  noch  keine  elektrischen  Spannungen  wahrgenominen. 
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thermoelektrische  Untersuchung  ist  last  durchgängig  mit  der  Wieder- 
holung der  photoelektrischen  Prüfungen  ausgefUlu  t,  so  dass  gewöhn- 
lich eine  Flüche  erst  nach  vorhergegangenem  litngcrn  Erhitzen  bis 
1 00“  und  durch  Verweilen  in  einem  dunkeln  Kuume  vollzogener  Ab- 
kühlung auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft , sodann  nach  Entfer- 
nung der  vorhandenen  elektrischen  Spannungen  dem  Lichte  ausgesetzt 
und  abermals  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  untersucht  wurde.  Unter 
Umstünden  war  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Prüfungen  auch  die 
umgekehrte. 

Gleich  bei  den  ersten  in  der  vorläufigen  Mittheilung  erwähnten 
Versuchen  zeigte  sich  ein  Gegensatz  zwischen  den  durch  Belichtung 
und  den  nach  einer  Erhitzung  bis  100°  und  darauf  folgender  Ab- 
kühlung entstehenden  elektrischen  Polarilülcn ; dieser  Gegensatz  fand 
sich  in  den  zahlreichen  weitern  Versuchen,  wo  beide  Prüfungen  mei- 
stens in  kurzen  Zeiträumen  auf  einander  folgten,  durchaus  bestätigt. 

Ehen  jene  ersten  Versuche  ergaben  geringere  Spannungen  für 
die  durch  Abkühlung  (nach  einer  vorhergegangenen  Erwärmung  bis 
■100®)  auftretende  Elektrieilüt,  als  für  die  durch  Belichten  erzeugte, 
ln  den  meisten  Füllen  wird  sich  auch  dieser  Salz  bestätigen,  obwohl, 
wie  wir  später  sehen  werden , auch  einzelne  Krystallc  Vorkommen, 
bei  denen  das  Verhültniss  in  der  Stinke  der  elektrischen  Spannungen 
umgekehrt  ist;  ja  wir  werden  Flussspüthe  linden,  auf  denen  durch 
das  zerstreute  Tageslicht  und  seihst  durch  die  dirccten  Strahlen  der 
Sonne  elektrische  Spannungen  nicht  erregt  werden  können  (wohl 
aber  noch  durch  das  elektrische  kohlcnlicht),  wührend  die  bei  der 
Abkühlung ')  auftretende  Elektrieilüt  nicht  nllzugering  ist. 

Schon  oben  S.  212  ist  hervorgehobun , dass  die  Untersuchung 
der  Kryslalle  hei  steigender  Temperatur  mit  Schwierigkeiten  verbun- 
den war.  Ich  habe  daher  nur  einen  Thcil  der  Krystallflüchen  so- 
wohl wahrend  der  Erwärmung  als  auch  hei  der  Abkühlung  unter- 
sucht. In  allen  diesen  Füllen  bestätigte  sich  ausnahmelos  das  auch 
durch  meine  übrigen  thermoelektrischen  Untersuchungen  he  wühlte 

•)  L'm  den  Ausdruck  »bzukiirzcn,  versiehe  ich  im  Folgenden  unter  Abküli- 
lung  Oilcr  Erkaltung  stets  die  nach  einer  zur  vollständigen  Durchwärmung  des 
Krystalles  genügend  langen  Erhitzung  bis  100°  C.  eintrclende.  Ist  der  Krystall 
heim  Erhitzen  auf  andere  Temperaturen  gebracht  worden,  so  soll  dies  speciell  an- 
gegeben werden. 
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Gesetz,  dass  die  bei  steigender  Temperatur  auf  einer  Krystallfläche 
auflrelende  Elcktricitüt  gerade  die  entgegengesetzte  ist,  als  bei  der 
Abkühlung.  Es  konnte  daher  fiir  die  Übrigen  Krystalle  die  Feststel- 
lung der  thermoelektrischen  Vertheilung  bei  der  Abkehlung  genügen. 

Bei  diesem  vollständigen  Gegensätze  zwischen  den  bei  steigen- 
der und  den  bei  abnehmender  Temperatur  auflretenden  elektrischen 
Spannungen  habe  ich,  ebenso  wie  in  meinen  früheren  Abhandlungen 
Uber  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der  Krystalle,  in  die  auf 
den  Tafeln  gegebenen  Abbildungen  nur  die  bei  der  Abkühlung  beob- 
achteten Polaritäten  eingetragen. 

Auch  aus  einem  andern  Grunde  waren  die  Abbildungen  der  bei 
steigender  Temperatur  erregten  Polaritäten  Überflüssig  gewesen.  Ich 
habe  schon  erwähnt,  dass  die  nach  der  Belichtung  und  die  bei 
der  Abkühlung  beobachteten  elektrischen  Polaritäten  einander  ent- 
gegengesetzt sind.  Da  nun  aber  die  bei  steigender  Temperatur  auf- 
tretenden  elektrischen  Spannungen  den  bei  der  Abkühlung  auflrelen- 
den  ebenfalls  genau  entgegengesetzt  sind,  so  folgt,  was  auch  die 
weiterhin  anzuführenden  Beobachtungen  direct  erweisen , dass  der 
Eintritt  einer  höheren  Temperatur  gerade  dieselbe  Polarität  an  den 
einzelnen  Stellen  der  Krystallfl&chen  erzeugt,  wie  die  Belichtung. 
Sonach  würde  also  das  Einträgen  der  bei  der  Erwlirmung  gemach- 
ten Beobachtungen  in  die  Abbildungen  (abgesehen  natürlich  von  der 
Intensität)  dasselbe  Farbenbild  (d.  h.  dieselbe  Vertheilung  der  bräun- 
lichen und  grünlichen  Farbe)  gegeben  haben,  wie  solches  die  photo- 
elektrischen Messungen  darbieten. 

Die  Flüchen  des  Krystalles  No.  1 sind,  mit  Ausnahme  der  Flüche 
1,  nicht  während  der  Erwärmung,  sondern  nur  während  der  Ab- 
kühlung untersucht,  und  die  dabei  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen in  die  Abbildung  der  einzelnen  Flüchen  Fig.  1 B eingetragen 
worden.  Nach  dem  Herausnehmen  aus  dem  heissen  Ofen  wurde  der 
Krystall  zur  Abkühlung  in  ein  vollkommen  gegen  das  l.icht  abge- 
schlossenes metallisches  Gef.tss  gestellt,  und  nach  einen»  Verweilen 
von  20  bis  80  Minuten  in  diesem  dunkeln  Baume  auf  sein  elektri- 
sches Verhalten  geprüft. 

Eine  Vergleichung  der  Fig.  1 A und  Fig.  I B zeigt  nun  in  der 
That,  dass  die  Polaritäten  bei  der  Abkühlung  die  entgegengesetzten 
sind,  als  nach  dem  Belichten.  Wenn  in  den  Grenzen  der  positiven 


Digitized  by  Google 


232 


W.  G.  IIamkel, 


[32 


und  negativen  Regionen  kleine  Abweichungen  auflreten,  so  findet  dies 
in  dem  Umstande  seine  Begründung,  dass  die  Vorgilnge  der  Aus- 
strahlung und  Abkühlung  nicht  absolut  genau  in  derselben  Weise 
wie  die  Vorgänge  bei  der  Belichtung  verlaufen,  wie  ich  ja  auch  schon 
solche  Verschiebungen  in  den  Grenzen  der  beiden  Elektricilülcn  bei 
der  Belichtung  selbst  hervorgehoben  habe,  welche  durch  das  mehr 
oder  weniger  liefe  Einsetzen  des  Krystalles  in  das  Kupferfeilicht  und 
etwas  andere  Stellung  gegen  die  Lichtstrahlen  eintreten. 

So  erscheint  bei  der  Abkühlung  auf  der  Flüche  1 die  negative 
Elcklrieilüt  an  zwei  Ecken  (a  und  <y)  in  Fig.  I B,  während  bei  der 
in  Fig.  1 A abgebildeten  Beobachtungsreibe  nach  dem  Ausselzen  ans 
Tageslicht  die  jener  negativen  entsprechende  positive  Polarität  nur 
an  einer  Ecke  a sich  zeigt,  dagegen  aber  bei  der  Prüfung  nach  Be- 
strahlung mittelst  des  elektrischen  Kohlenlichtcs  an  drei  Ecken  («,  y,  i) 
Fig.  1 A“  auflritt.  In  Wirklichkeit  existirt  aber  die  positive  Polarität 
nach  der  Belichtung  an  allen  vier  Ecken  (Fig.  1 A'). 

Ebenso  ist  nun  beim  AbkUhlcn  auf  allen  vier  Ecken  die  ent- 
sprechende negative  Elektricitül  vorhanden;  sie  wird  jedoch  bei  gan- 
zer freier  FTächc  durch  die  benachbarte  stärkere  positiv  e Spannung 
verdeckt.  Dass  es  sich  in  der  Thal  so  verhält,  zeigt  der  Fig.  I B' 
abgebildete  Versuch , bei  welchem  der  mittlere  (in  der  Zeichnung 
weiss  gelassene;  Tlieil  der  Fläche  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  war, 
so  dass  nur  die  Ecken  frei  lagen ; sUmmtlichc  vier  Ecken  erscheinen 
jetzt  negativ. 

Der  nahe  Zusammenhang  zwischen  der  durch  Belichtung  und 
durch  Temperaturänderung  erregten  Elektriritüt  spricht  sich  auch  in 
dem  Umstande  aus,  dass  in  beiden  Fällen  (Fig.  I A'  und  Fig.  I II') 
die  beiden  oberen  Ecken  (a,  c)  eine  grössere  elektrische  Intensität 
besitzen  als  die  beiden  unteren  ( g , i). 

Uebcr  die  Zunahme  der  elektrischen  Spannungen  mit  der  Dauer 
der  Abkühlung  mögen  hier  einige  Beobachtungen  und  zwar  der  Kürze 
wegen  nur  auf  der  Milte  der  Fläche  1 angeführt  werden. 

Als  die  Fläche  I den  in  F‘ig.  I A dargestellten  elektrischen  Zu- 
stand infolge  der  Belichtung  angenommen  halte,  wo  also  die  Milte 
die  Spannung — 15  Skth.  zeigte,  wurde  der  Kristall  in  diesem  Zu- 
stande in  den  bis  1 00"  G.  erhitzten  Ofen  gebracht.  Nachdem  er 
II  Minuten  darin  gestanden,  zeigte  die  Mitte  der  Fläche  nur  noch 
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— 8 Skth.*).  Der  Krystall  wurde  dann  weitere  30  Minuten  in  dem 
Ofen  erhitzt.  Nach  dem  llcrauslragcn  in  das  andere  Zimmer  und 
dem  Aufstellen  neben  dem  Elektrometer,  wobei  ein  Zeitraum  von  fast 
2 Minuten  verflossen  war,  zeigte  die  Mitte  des  Kryslalles  -|-  3,2  Sklh. ; 
nach  weiteren  21  Minuten  Abkühlung  betrug  die  elektrische  Span- 
nung in  der  Mitte  -f-  4,7,  und  nach  nochmaligen  3 Minuten  -j-  5 Sklh. 

Schon  oben  wurde  angedeutet,  dass  die  Fluche  1 dieses  Kry- 
stalles  auch  bei  steigender  Temperatur  untersucht  worden  ist. 

Der  Krystall  wurde  zuerst  in  Kupferfeilicht,  welches  auf  der 
schilsselformigen  Vertiefung  des  kleinen  S.  211  erwähnten  Ofens  lag, 
so  eingesetzt,  dass  nur  die  Fläche  I frei  blieb.  Die  Kmplindlichkeit 
des  Elektrometers  musste  hiebei  (vgl.  S.  212)  so  weit  verringert  wer- 
den , dass  ein  Element  Zinn  - Kupfer  - Wasser  einen  Ausschlag  von 
nur  30  Skth.  gab,  während  derselbe  sonst  40  bis  50  Skth.  und  selbst 
noch  mehr  betrug.  Um  die  Lichteinwirkung  auszuscbliessen,  wurde 
die  Beleuchtung  (S.  212)  so  weit  geschwächt,  dass  die  Beobachtun- 
gen überhaupt  nur  eben  noch  möglich  waren. 

Sehr  bald  nachdem  die  Lampe  im  Innern  des  Ofens  angezündet 
worden,  begann  an  den  Ecken  positive  und  in  der  Mitte  der  Fläche 
negative  Elektricität  aufzutreten.  Als  das  neben  dem  Krystall  in  dem 
Kupferfeilicht  stehende  Thermometer  95"  C.  zeigte  (ungefähr  1 0 Mi- 
nuten nach  dem  Beginn  des  Erhitzens),  wurde  die  Lampe  ausgelOscht 
und  unmittelbar  darauf  die  Spannungen  beobachtet,  welche  in  F'ig.  1 B" 
eingetragen  sind.  Die  Verlheilung  ist  also  im  Allgemeinen  dieselbe 
wie  beim  Belichten;  das  Hervortreten  der  positiven  Elektricität  an 
drei  Ecken  wurde  jedenfalls  durch  den  Umstand  begünstigt,  dass  die 
äusseren  Schichten  des  Kryslalles  heisser  waren  als  die  inneren. 
Ebenso  wie  beim  Belichten  sind  auch  jetzt  die  Intensitäten  der  posi- 
tiven Elektricität  in  den  oberen  Ecken  u und  c grösser  als  in  den 
unteren  (s.  S.  232). 

Durch  diese  nur  kurze  Zeit  dauernde  Erhitzung  war  die  Tem- 
peratur des  ganzen  Kryslalles  nicht  so  hoch  gestiegen,  wie  nach  län- 
gerem Verweilen  in  dem  bis  100"  C.  erhitzten  Ofen.  Beim  Erkalten 


*)  Auch  in  diesem  Versuche  trilt  also  ein  rascheres  Verschwinden  der  Elck- 
tricität  durch  Verweilen  in  dem  heissen  Räume  auf  (s.  S.  2i8;. 
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kehrten  sich  die  zuvor  beobachteten  Elokiricitaten  um,  erreichten  aber, 
ehe«  wegen  der  geringeren  Erhitzung,  nicht  den  Werth,  wie  er  nach 
voller  Durchwärmung  bis  100"  erscheint.  In  der  Mitte  stieg  die  Span- 
nung nur  bis  -(-  1,9,  an  den  Ecken  höchstens  bis  — 0,0  Skt li.  Auch 
wurde  die  Intensität  der  beim  Erkalten  aultretenden  ElcktricilUlcn 
noch  dadurch  geschwächt,  dass  die  vom  Erwärmen  herrUhrende 
Elekt ricitiit  nicht  entrernl  worden  war.  Es  lug  mir  eben  daran,  den 
Kryslall  vom  Anfang  der  Erhitzung  bis  zum  Ende  der  Erkaltung  völlig 
unberührt  und  unbeeinflusst  zu  lassen. 

Sodann  wurde  auch  noch  ein  Versuch  mit  dieser  Flache  I nach 
dem  oben  S.  212  beschriebenen  zweiten  Verfahren  angesleill.  Der 
Kryslall  wurde  wie  gewöhnlich  in  ein  mit  Kupferfeilichl  gefülltes 
Kttslchen  eingesetzt,  so  dass  nur  die  Flache  I frei  blieb.  Nachdem 
er  völlig  unelektrisch  geworden,  wurde  er  in  den  bis  100"  erhitzten 
Ofen  gebracht,  und  nach  10  Minuten  langem  Verweilen  darin  sofort 
auf  sein  elektrisches  Verhalten  geprüft,  wobei  die  Mitte  die  elektri- 
sche Spannung  — 0,5  Sktli.  zeigte. 

Die  ausführliche  Angabe  der  auf  dem  Kryslall  No.  1 unter  den 
verschiedensten  Umstanden  ausgeführten  Beobachtungen  wird  eine 
klare  Einsicht  in  das  Beobachlungsverfahrcn  gegeben  haben,  so  dass 
es  bei  den  folgenden  Krystallen  meistens  genügen  dürfte,  die  Resul- 
tate der  Beobachtungen  anzuführen.  Nur  wenn  dieselben  besonderen 
Bedingungen  unterworfen  wurden,  sollen  die  beobachteten  Vorgänge 
noch  speciell  hervorgehoben  werden. 

Kry  stall  No.  2.  Fig.  2 A und  2 B.  Taf.  1. 

Der  ebenfalls  aus  Weardale  stammende  Kryslall  No.  2 gehört 
der  hiesigen  Universitatssammlung;  seine  Farbe  ist  im  Allgemeinen 
dunkelgrün;  nur  auf  den  Bruchlladien  (namentlich  in  den  mittleren 
und  unteren  Thcilcn  der  Flache  2)  erscheint  die  Masse  wcisslicher. 
Er  stell!  ein  Bruchstück  eines  einzigen  Individuums  dar.  Von  seinen 
Flüchen  ist  nur  die  Flache  4 ziemlich  vollständig,  aber  nicht  voll- 
kommen ausgebildet;  von  den  Flüchen  I und  5 sind  grossere,  von 
den  Flachen  3 und  (»  kleinere  Tlicile  vorhanden,  wahrend  an  Stelle 
der  Flüche  2 sich  eine  unregelmässig  verlaufende  Bruchflüche  lindet. 

Der  vorhandene  Theil  der  Flüche  1 ist  ziemlich  gut  ausgebildet, 
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während  auf  der  Flüche  5,  besonders  aber  auf  der  Flüche  4,  zahl- 
reiche kleine  Würfelflilchen  hervorlretcn.  Auf  den  glatten  Stellen 
linden  sich  Streifungen , welche  wie  heim  Krystall  No.  I theils  den 
Würfclkanlen,  theils  den  Durchschnitten  der  Flüchen  eines  Achlund- 
vierzigflüchners  mit  den  Flüchen  des  Würfels  parallel  laufen. 

Fig.  2 A stellt  die  nach  dem  Ausselzen  ans  Tageslicht,  Fig.  2 I! 
die  l>ei  dem  Krkaltcn  auf  den  einzelnen  Flüchen  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  dar.  Aus  einem  gleich  anzufllhrenden  Grunde 
bilde  ich  in  Fig.  2 A'  auch  noch  die  elektrische  Vertheihing  ab,  wie 
sie  auf  der  Flüche  t gefunden  wurde,  nachdem  die  betrelfende 
Flüche  1 Minute  lang  dem  elektrischen  Kohlenlichte  in  einem  Ab- 
stande von  300“™  ausgesetzt  gewesen  war. 

Schon  bei  dem  Kryslalle  No.  1 habe  ich  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  je  nach  der  mehr  oder  weniger  tiefen  Einsetzung  des 
Krystalles  in  das  Kupferfeilicht  und  der  Art  der  Bestrahlung  die 
Grenzen  und  die  Verhältnisse  der  negativen  Intensität  in  der  Mitte 
und  der  positiven  an  den  licken  (und  Kündern]  sich  linderen  kön- 
nen. Eben  solche  Aenderungen  habe  ich  nun  auch  bei  dem  vor- 
liegenden Kryslalle  No.  2 beobachtet;  die  Flüche  1 desselben  ist  mehr 
als  30  Mal  unter  den  verschiedensten  Bedingungen  nach  Bestrahlung 
sowohl  durch  das  Tageslicht  als  auch  durch  das  Sonnen-  und  das 
elektrische  Kohlenlicht  untersucht  worden. 

Es  schien  anfangs,  als  ob  die  positive  Eleklricitüt  an  den  Ecken 
beim  Beginne  der  Bclichttiug  rascher  anwilchse,  als  die  negative  der 
Mitte;  indess  ergab  eine  genauere  Untersuchung,  dass  die  beobach- 
teten Unterschiede  nur  durch  Abweichungen  im  Einsetzen  in  die 
Feilspähne  und  in  der  Bestrahlungsweisc  hervorgerufen  wurden. 

Um  zu  zeigen,  welche  Unterschiede  in  den  relativen  Stärken 
der  beiden  Polaritäten  auf  dieser  Flüche  eintreten  können,  habe  ich 
in  Fig.  2 X eine  nach  der  Bestrahlung  mit  elektrischem  Kohlenlichte 
beobachtete  elektrische  Vertheilung  abgebildcl.  Während  in  Fig.  2 A 
(Bestrahlung  durch  Tageslicht;  die  positi\o  Eleklricitüt  in  der  Ecke  a 
stärker  ist  als  die  negative  in  der  Mitte,  verhalten  sich  die  Intensi- 
täten an  diesen  Stellen  in  Fig.  2 X (Bestrahlung  durch  das  elektri- 
sche Kohlenlicht)  umgekehrt.  Dies  ist  jedoch  keineswegs  durch  die 
Verschiedenheit  der  Lichtquellen  hervorgebracht ; ich  besitze  auch  für 

die  Bestrahlung  durch  das  Tageslicht  Beobachtungsreihen,  in  welchen 
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ebenso  wie  bei  Bestrahlung  durch  das  Kohlenlicht  die  negative  Elek- 
tricitill  in  der  Mille  stltrker  ist,  als  ilie  positive  in  der  licke  a.  Es 
müge  liier  genügen  auf  die  Figur  1 derjenigen  Tafel  zu  verweisen, 
welche  ich  meiner  vorläufigen  Mitlheilung  in  den  Berichten  für  I 877 
l>cigefilgl  habe;  der  daselbst  unter  No.  IV  aiifgeführle  und  in  Fig.  i 
jener  Tafel  abgebildete  Kryslall  ist  derselbe,  welchen  ich  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  mit  No.  2 bezeichnet  habe.  In  der  eben  citir- 
ten  Zeichnung  findet  sich  in  der  Ecke  a die  Spannung  -j-  8,  in  der 
Milte  der  Flüche  dagegen  die  Spannung  — 12  Sklh. 

Nachdem  die  Fig.  2 A'  abgebildele,  durch  Bestrahlung  mit  dem 
elektrischen  Kohlenlichte  erzeugte  elektrische  Vertheilung  beobachtet 
war,  wurde  die  Flüche  I .mit  einer  Alkoholflantme  tiberstrichen  und 
der  Kryslall  sodann  ins  Dunkle  gestellt.  Nach  3 bis  4 Stunden  zeigte 
die  Mille  — 2,  die  Ecke  ii  -j-  2,5;  es  war  also  keine  Umkehrung, 
wie  solche  nach  dem  Erwürnten  bei  der  Abkühlung  sich  zeigt,  einge- 
treten; die  vorhandenen  Spannungen  bestanden  nur  in  Besten  der 
früher  vorhanden  gewesenen. 

Als  die  Flüche  1 dieses  Krystalles  dem  durch  rothes  (mit  Kupfer- 
oxydul gefärbt  es)  Glas  hindurchgegangenen  Lichte  des  blauen  Himmels 
25  Minuten  ausgeselzt  worden,  zeigte  sie  keine  elektrischen  Span- 
nungen; dieselben  traten  aber  ein,  als  das  rothe  Glas  durch  ein  dunkel- 
violettes ersetzt  wurde. 

Auf  der  durch  Bruch  entstandenen  Flüche  2 trat  im  Tageslichte 
eine  starke  positive  Spannung  auf;  es  schien  mir  nicht  überflüssig, 
nachzuweisen,  dass  das  Licht  des  elektrischen  Funkens  auf  diese 
Bruchflächc  eben  so  wirkt,  wie  das  Tageslicht.  Jeder  der  beiden  Con- 
ductoren  einer  Holtz’schen  Elcktrisirmaschine  wurde  mit  dem  innern 
Belege  einer  mässig  grossen  Leydener  Flasche,  deren  äusseres  Beleg 
zur  Erde  abgeleitet  war,  verbunden,  und  die  an  den  Enden  der  Gon- 
ducloren befindlichen  Kugeln  einander  im  Abstande  von  1 8"1™  gegen- 
über gestellt.  Der  Kryslall  No,  2 wurde  dann  mit  seiner  Flüche  2 
unterhalb  dieser  Kugeln  aufgeslelll,  jedoch  nicht  frei,  sondern  'ebenso 
wie  sonst  in  Kupferfeilicht  eingesetzt  in  einem  metallischen  zur  Erde 
abgeleiteten  Cylinder,  dessen  Deckel  eine  mit  einer  Bergkryslallplatle 
verschlossene  Oeffnung  bcsass,  unterhalb  deren  die  Flüche  2 lag. 
Der  Abstand  dieser  Flüche  von  den  Kugeln,  zwischen  welchen  die 
Funken  übersprangen,  betrug  40  bis  50"“.  Nachdem  die  Holtz- 
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sehe  Maschine  5 Minuten  lang  gedroht  worden,  und  eine  Anzahl 
Funkencntladungen  zwischen  den  Kugeln  staltgefunden  hatte,  zeigte 
sich  auf  der  Flache  2 bereits  eine  positive  Spannung  von  -f-  2 Skth. 

Dagegen  wollte  es  nicht  gelingen,  eben  diese  Flache  durch  die 
Belichtung  mit  einer  tieissl  er 'sehen  Röhre  elektrisch  zu  machen. 
Um  die  Bestrahlung  mit  diesem  elektrischen  Lichte  möglichst  stark 
herzustellen,  hatte  ich  eine  spiralförmig  gewundene  möglichst  luftleere 
Röhre  unfertigen  lassen;  die  Windungen  (acht  an  der  Zahl)  lagen 
dicht  netten  einander  in  einer  Ebene,  und  unter  der  Mitte  der  Spirale 
wurde  der  Kryslall  ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden  Versuche 
aufgestellt.  Den  elektrischen  Strom  lieferte  ein  grosser  Ruhm  kor  fl- 
acher Inductionsapparat.  Stand  die  Flüche  des  Krystallos  gar  zu  nahe 
unter  der  Spirale , so  trat  eine  direcle  Eleklrisirung  ein;  hei  etwas 
grösseren  Abständen  blieb  aber  die  Flüche  unclektrisch,  obwohl  die 
durch  die  Bergkrvstallplatte  verschlossene  Oeflnung  im  Deckel  des 
Cylinders  beträchtlich  grösser  war,  als  in  dem  vorhergehenden  Ver- 
suche. 


Krystall  No.  3.  Fig.  3A  und  3 B.  Taf.  I. 

Der  aus  Weardale  in  Durhum  stammende  Krystall  No.  3 bestand 
wesentlich  aus  zwei  verwachsenen  Individuen  von  nahe  gleicher 
Grösse,  von  denen  eines  in  der  Zeichnung  als  Hauplkrystall  betrach- 
tet werden  musste.  Die  Flüchen  des  letzteren  oder  die  an  ihre  Stelle 
getretenen  Bruchflüchcn  sind  mit  den  Zahlen  I bis  0 bezeichnet  wor- 
den. In  die  Zeichnung  habe  ich  vorzugsweise  die  auf  diesen  Flüchen 
gemachten  Messungen  eingetragen ; die  auf  den  anderen  Krystall  be- 
züglichen haben  nur  Aufnahme  gefunden,  wenn  dessen  Flüchen  sich 
in  der  Abbildung  in  hinreichender  Grösse  darstelllen. 

Der  Krystall  No.  3 ist  derselbe,  welcher  in  der  vorläufigen  Mit- 
theilung unter  No.  II  beschrieben,  und  von  welchem  auf  der  jener  An- 
zeige beigefilgten  Tafel  vier  Flüchen  abgebihlet  worden  sind.  Seine 
Masse  erscheint  lief  dunkelgrün  gefärbt. 

An  dem  als  Hauptkrystall  betrachteten  Individuum  sind  die  Flü- 
chen 1 , i und  ti  in  grösseren,  die  Flüchen  5 und  2 in  kleineren 
Theilen  ausgebildet,  wahrend  an  die  Stelle  der  Flüche  3 Bruchflüchen, 
welche  in  der  Masse  des  zweiten  Individuums  liegen,  getreten  sind. 
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Auf  den  Würfclflüchen  linden  sich  die  Flächen  eines  llacben  Pjra- 
inidenwllrfels,  oder  es  sind  vielmehr  die  zuvor  als  in  einiger  Grosse 
ausgchildcl  bezoichneten  Flachen  keine  Würfelflüchen , sondern  die 
sehr  ungleich  ausgehildeten  Fluchen  eines  sehr  flachen  Pyramiden- 
wUrfels.  Manche  dieser  Flachen  sind  so  an  eine  Kcke  gedrängt,  dass 
man  sie  hei  flüchtigem  Ansehen  für  eine  auf  die  Ecke  aufgesetzte 
flache  Abstumpfungsflüche  halten  könnte.  An  manchen  Würfelkanten 
tritt  infolge  der  Flüchen  des  Pyramidenwürfcls  die  Abweichung  vom 
rechten  Winkel  sehr  uuffüllig  hervor. 

Fig.  3A  stellt  die  nach  der  Belichtung,  Fig.  3B  die  beim  Er- 
kalten beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Wenn  die  ganze  Flüche  I frei  liegt,  so  lässt  sich  nach  der  Be- 
lichtung in  der  linken  oberen  Ecke  «,  welche  vollkommen  scharf  aus- 
gebildet ist,  die  positive  Spannung  nicht  wahrnehmen;  dieselbe  tritt 
aber,  wie  Fig.  3 A' zeigt,  daselbst  auf,  wenn  «die  übrigen  Theilo  der 
Flüche  mit  Ausnahme  der  in  Bede  stehenden  Ecke  mit  Kupferfci- 
liclit  überdeckt  werden. 

In  der  Milte  der  Flüche  0 wird  beim  Erkalten  (Fig.  3 B)  die 
positive  ElcktricilUt  infolge  der  Wirkung  der  umliegenden  negativen 
Beginnen  nicht  sichtbar;  sie  ist  aber  durch  die  Abnahme  der  nega- 
tiven vom  Bunde  ( — i)  nach  der  Mitte  hin  — 1,5)  deutlich  ange- 
zeigt. Die  Gestaltung  der  Flüche  macht  es  jedoch  unmöglich,  diese 
Stelle  allein  frei  zu  lassen  und  alle  übrigen  Theilc  mit  Kupferfeilicht 
zu  bedecken. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  bereits  in  der  vorläufigen 
Mittheilung  angeführte  Beobachtungen  eine  Stelle  linden. 

Als  das  Licht  des  Himmels  nach  dem  Durchgänge  durch  eine 
Lösung  von  schwefelsaurem  Chinin  in  Wasser  die  Flüche  I traf,  zeigte 
sich  nach  10  Minuten  langer  Belichtung  in  der  Mitte  dieser  Flüche 
nur  eine  Spannung  von  — 0,0  Sktli..  nach  weiteren  15  Minuten  stieg 
dieselbe  auf  — 1,5  und  nach  abermals  10  Minuten  auf  — 2,3  Skth. 

Nachdem  die  Chininlösung  durch  eine  Alaunlösung  ersetzt  wor- 
den, erlangte  in  10  Minuten  die  Mitte  der  Flüche  die  Spannung 
— 7 Skth. ; nach  Ersetzung  dieser  letzteren  Lösung  durch  ein  tief 
dunkelblaues  Kobaltglas  stieg  dieselbe  in  18  Minuten  bis  — II  Skth. 
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Krystall  No.  4.  Fig.  4A  und  4 B.  Taf.  I. 

Der  Krystall  No.  4 bestellt,  wie  der  vorhergehende , aus  zwei 
fast  gleichgrossen  Individuen , und  gleicht  demselben  auch  in  der 
Beschallenheil  seiner  Flüchen  und  seiner  Masse.  Der  Krystall  ist  be- 
reits ui  der  vorläufigen  Mittheilung  unter  No.  III  niilgcführl  worden. 

An  dem  in  der  Zeichnung  als  llanptkrystall  behandelten  Indivi- 
duum sind  grossere  Theile  der  Flüchen  I,  4 und  (5  vorhanden;  von 
der  Flache  5 ist  dagegen  nur  ein  kleiner  Tliuil  sichtbar.  Die  Flüche  2 
ist  mangelhaft,  ausgebildet  und  zum  Theil  durch  Bruch  ersetzt;  au 
Stelle  der  Flüche  3 finden  sich  nur  Bruchllüchen. 

Die  neben  den  Flüchen  3 und  4 des  llauptkrystalles  gezeichnete 
Flüche  ß ist  eine  und  dieselbe  Flüche  des  zweiten  Individuums,  welche 
in  lieiden  Lagen  sichtbar  ist.  ln  die  neben  3 abgebildete  Flüche  ß 
sind  die  Beobachtungen  eingetragen  worden,  welche  in  der  als  3 ge- 
zeichneten Lage  gemacht  wurden.  Dagegen  habe  ich  die  nebeu  4 
gesetzte  Abbildung  eben  dieser  Flüche  ß benutzt,  um  diejenigen  Be- 
obachtungen einzuschreiben,  welche  in  einem  speciellen  Versuche, 
bei  welchem  die  Flüche  ß horizontal  lag  und  alle'  Übrigen  Theile  des 
Kryslalles  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  waren,  gemacht  wurden.  Bei 
der  Belichtung  war  an  dem  rechten  Rande  der  neben  4 gezeichneten 
Fläche  ß infolge  der  stark  negativen  Mitte  die  positive  Elcktricilül 
nicht  wahrzunehmen,  wenn,  wie  bei  dem  zuletzt  erwähnten  Versuche, 
die  ganze  Flüche  ß frei  lag.  Diese  positive  Spannung  trat  dagegen 
in  einem  zweiten  Versuche . hei  welchem  nur  der  rechte  Band  der 
Flüche  ß frei,  alle  Übrigen  Theile  aber  bedeckt  waren,  sofort  hervor. 
Bei  der  Abkühlung  (Fig.  4 ß]  erschien  die  entsprechende  negative 
Polarität  an  dem  rechten  Rande  auch  schon  bei  ganzer  freier  Flüche  ß. 

Krystall  No.  5.  Fig.  i j A und  SB.  Taf.  I. 

Der  Krystall  No.  5 bildete  ursprünglich  mit  dem  Krystailo  No.  3 
eine  grossere  Druse , und  war  von  mir  durch  Abbrechen  getrennt 
worden  *) ; er  gleicht  also  demselben  völlig  in  Bezug  auf  die  Farbe 
seiner  Masse  und  die  Beschaffenheit  seiner  Flachen  und  Kanten. 

*)  Auffallend  ist  diu  Leichtigkeit,  mit  welcher  sich  meistens  die  aneinander- 
gewachsenen  Flus.sspalhkivstaile  von  einander  trennen  lassen. 
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Fig.  5 A stellt  die  nach  dein  Belichten,  und  Fig.  5 B die  beim 
Erkalten  beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Die  elektrischen  Spannungen  nach  dein  Belichten  zeigen  im  All- 
gemeinen gerade  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  als  heim  Erkalten; 
nur  auf  dem  mittleren  und  unteren  Theile  des  linken  Kaiid&s  der 
Flache  2 vermochte  nach  dem  Belichten  die  negative  Elcklricitat 
nicht  hervorzutrelen,  wahrend  die  ihr  entsprechende  positive  heim 
Erkalten  erschien. 

Bei  Annäherung  der  Spitze  des  l’latindrahtes  an  die  rechte  obere 
Ecke  der  Flache  l (an  c)  zeigte  sich  nach  dem  Belichten  bei  ganzer 
freier  Flache  infolge  der  stark  negativen  Umgehung  noch  ein  schwa- 
cher negativer  Ausschlag ; als  dagegen  die  ganze  Flache  mit  Aus- 
nahme dieser  Ecke  bedeckt  war,  trat  auf  dieser  Ecke  nach  einem 
I (i  Minuten  langen  Ausselzen  ans  Tageslicht  bereits  eine  positive 
Spannung  von  -f-  4 Skth.  auf. 

Die  F'lttche  I dieses  Krystalles  wurde  noch  zu  einer  Reihe  spe- 
cieller  Versuche  benutzt. 

Als  in  einem  Versuche  die  Mitte  derselben  durch  Belichtung  die 
elektrische  Spannung  — 1 I Sktli.  zeigte,  wurde  die  Flache  mehrere  Male 
angehaucht , um  durch  den  Beschlag  die  Elektricitat  zu  beseitigen, 
und  dann  ins  Dunkle  gestellt.  Aber  auch  nach  längerer  Zeit  zeigte 
sich  kein  Uebergang  ins  Positive. 

Sodann  wurde  dieselbe  Flache  benutzt  , um  die  bei  steigender 
Erwarmung  auflrelenden  Elektricitaten  direct  zu  beobachten.  Der 
Krystall  wurde  in  Kupferfeilicht,  welches  auf  dem  kleinen  neben  dem 
Elektrometer  befindlichen  Ofen  lag,  so  eingesetzt,  dass  nur  die  Flache 
1 frei  blieb.  Beim  Erhitzen  erschien  in  der  Mitte  dieser  Flüche  nega- 
tive Elektricitat,  welche  nach  15  Minuten  dauernder  Erhitzung,  wobei 
aber  wohl  in  keinem  Theile  des  Krystalles  die  Temperatur  über  100° 
gestiegen  war,  die  Intensität  — 2,7  Skth.  erreichte.  Nachdem  diese 
Elektricitat  durch  eine  Alkoholflamme  beseitigt,  wurde  der  Krystall 
im  Dunkeln  der  Abkühlung  überlassen,  nach  einer  Stunde  zeigte  die 
Mitte  der  Flüche  -j-  5 Skth. 

Bei  einer  (nach  Entfernung  der  eben  bezeichneten  Elektricitat) 
neuen,  etwas  stärkeren  Erhitzung  stieg  in  der  Milte  der  Fläche  die 
Spannung  auf  — 4 Skth. 
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Analoge  Resultate  wurden  am  folgenden  Tage  bei  Wiederholung 
der  vorstehend  beschriebenen  Versuche  erhalten. 

Die  Flache  1 wurde  ferner  dem  Lichte  der  zwischen  den  beiden 
mit  Leydener  Flasche  verbundenen  Gonductoren  der  lioltz’ sehen 
Maschine  {s.  S.  230)  uberschlagenden  Funken  ausgesetzt;  nach  einer 
7 Minuten  langen  Drehung  der  Maschine  zeigte  die  Milte  der  Flüche 
— 1 ,9  Skth. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  Mittheilungen  über  das  An- 
haften und  Eindringen  der  Elcktricittit  an  den  Flussspathkrystallcu 
folgen. 

Die  Flache  I des  in  Kupferfeilicht  eingesetzten  Krystalles  wurde 
mit  einem  feinen  Haarpinsel  Uberstrichen,  wodurch  sie  positive  Elek- 
tricitat  annahm,  sodann  in  diesem  Zustande  ins  Dunkle  gestellt  und 
bis  zum  anderen  Tage  darin  gelassen.  Es  fand  sich  nun  an  diesem 
Tage  auf  der  Flache  I noch  eine  elektrische  Ladung,  welche  das 
Goldblättchen  des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  trieb. 
Nach  dem  Bestreichen  und  Abblasen  mit  einer  Alkoholflamme  ent- 
wickelte sich  wieder  eine  positive  Spannung,  die  sehr  bald  auf  -f-  9 
und  nach  20  Minuten  bis  -)-  36  Skth.  stieg. 

Eine  20  Minuten  dauernde  Einsetzung  in  den  1 00“  heissen  Ofen 
verringerte,  weil  sich  stets  noch  neue  Reste  der  früheren  positiven 
Elektricität  frei  machten,  die  Spannung  in  der  Milte  der  Fläche  nur 
auf  -)-  28  Skth.,  die  dann  wieder  auf  -f-  3i  Skth.  stieg.  Nach  12 
Minuten  langem  Aussetzen  an  trübes  Tageslicht,  wodurch  also  nega- 
tive Elektricität  entwickelt  wurde,  sank  jener  positive  Ausschlag  auf 
-|-  I 1,3  Skth.,  und  stieg  nach  12  Minuten  langem  Stehen  im  Dunkeln 
wieder  bis  -f-  12,5  Skth.  Eine  neue,  10  Minuten  dauernde  Belichtung 
erzeugte  jetzt  in  der  Mitte  der  Flache  die  Spannung  von  — G Skth., 
die  nach  dem  Verweilen  von  I Stunde  20  Minuten  im  Dunkeln,  in- 
folge des  immer  noch  hervortretenden  Restes  der  ursprünglichen 
starken  positiven  lilektrisirung,  bis  — 0,9  abnahm  und  beim  Stehen 
im  Dunkeln  bis  zum  folgenden  Tage  wieder  auf  -(-  3 Skth.  gestiegen 
war. 

Krystall  No.  6.  Fig.  6A  und  6 B.  Taf.  1. 

Den  aus  Weardale  stammenden  Krystall  habe  ich  von  einer  schönen  . 
Druse,  die  ich  von  meinem  Gollegen  Herrn  Professor  A.  Mayer  er- 
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halten,  abgelüsl.  Kr  besteht  fast  aus  einem  einzigen  Imliviiluiini. 
Die  Flitehen  I mul  5 sind  vollständig,  die  Kittchen  2,  i und  (>  fast 
vollsttlndig  vorhanden , wahrend  von  der  Flache  3 nur  der  obere 
Theil  gut  ausgebildet  ist. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  weniger  dunkel  gefärbt  als  bei  den 
vorhergehenden  Krystullcn ; sie  sieht  durch  die  Beimengung  des  blauen 
Fluoreseen/.lichles  etwas  schmutzig  grünblau. 

Fig.  (>  A gibt  die  Beobachtungen  nach  dem  Belichten,  Fig.  6 B 
die  Beobachtungen  bei  dem  nach  einer  vorhergegangenen  Krhilzuug 
bis  1 00"  cingelretencn  Erkalten. 

Kr y stall  No.  7.  Fig.  7 A und  7 B.  Tafel  II. 

Die  Masse  des  Krystalles  No.  7 ist  dnnklur  grün  gefärbt  als  die 
des  vorhergehenden,  aber  nicht  klar,  sondern  etwas  trübe.  Der 
Gcsammlkrystüll  besteht  aus  mehreren  in  paralleler  Stellung  verwach- 
senen Individuen ; auf  den  Flüchen  3,  i und  (i  finden  sich  ausserdem 
andere  kleinere  Kryslalle  in  verschiedenen  Stellungen  aufgewachsen. 

Fig.  7 A enthüll  die  nach  dein  Belichten,  Fig.  7 B die  nach  dem 
Erkalten  gemachten  Beobachtungen. 

Die  Fläche  I dieses  Krystalles  wurde  zu  Versuchen  mit  der  Be- 
strahlung durch  das  elektrische  Kohlenlicht  benutzt.  Der  Kürze  wegen 
führe  ich  im  Folgenden  nur  die  in  der  Mitte  derselben  beobachteten 
Ausschläge  an. 

Nachdem  die  Kryslalllläche  I eine  Minute  lang  in  einem  Abstande 
von  ungefähr  300“1"  von  den  Kohlenspitzen  der  Strahlung  des  elek- 
trischen Lichtes  ausgesetzt  worden,  zeigte  die  Mitte  derselben  die 
Spannung  — 7 ; nach  nochmaligem  gleich  langem  Bestrahlen  stieg 
dieselbe  auf — 11,5  Sktli.  Ich  bemerke,  dass  die  in  Fig.  7 A etwas 
oberhalb  der  Milte  eingetragene  Spannung  — i Sktli.  durch  ein 
13  Minuten  langes  Aussetzen  an  das  Himmelslicht  bei  bedeckter 
Sonne  (25.  August  Morgens  zwischen  8 — 9 Uhr)  erhalten  wurde. 

Als  die  Krvslalllläche  bei  Wiederholung  des  Versuchs  mit  dem 
elektrischen  Kohlenlichte  in  gleichem  Abstande  von  den  Kohlcnspitzen 
an  eine  etwas  stärker  beleuchtete  Stelle")  gebracht  wurde,  erzeugte 
die  Bestrahlung  von  I Minute  schon  die  Spannung  — 1 1 Sktli. 

*)  Durch  die  Aushöhlung  der  oberen  positiven  Kohle  gehl  die  stärkste  Strah- 
lung etwas  abwärts. 
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Die  uneleklrisch  gemachte  Fläche  I wurde  wieder  an  dieselbe 
Stelle  gebracht  wie  zuvor,  aber  zwischen  sie  und  die  Kohlenspitzen 
eine  parallelepipedische  mit  einer  Lösung  von  schwefelsaurem  Chinin 
in  Wasser  gefüllte  Glasflasche  gestellt,  so  dass  das  Licht,  ehe  es  den 
Krystall  traf,  eine  Schicht  dieser  Lösung  von  40““  Dicke  zu  durch- 
dringen hatte.  Nach  einer  Bestrahlung  von  2 Minuten  Dauer  zeigte 
die  .Milte  nur  die  Spannung  — 1,3  Skth.  Dagegen  stieg  dieselbe, 
als  die  Lösung  des  Schwefelsäuren  Chinins  durch  destillirtes  Wasser 
ersetzt  wurde,  nach  einer  Bestrahlung  von  2 j Minuten  Dauer  auf 
— 1 0 Skth. 

Bei  diesem  letzten  Versuche  hatte  der  Krystall  eine  etwas  an- 
dere Lage  als  bei  den  früheren;  das  Kästchen,  in  welchem  er  ein- 
gesetzt ruhte,  war  um  90"  gedreht  worden.  Infolge  dieser  Aende- 
rung  in  der  Bestrahlungswcisc  trat  in  der  rechten  oberen  Ecke  der 
Fläche  1 (bei  c)  eine  positive  Spannung  von  -j-  l*Skth.  auf. 

Die  Fläche  4 zeigte  im  oberen  gut  avisgebildeten  Theile  des 
rechten  Bandes  positive  Spannung.  Links  neben  der  in  Fig.  7 A mit 
« (i  bczeichneten  Linie  lag  eine  ziemlich  grosse,  sehr  ebene  Durch- 
gangsfläche. Bei  specieller  Prüfung  fand  sich  auf  derselben,  nach- 
dem sie  I Minute  dem  elektrischen  Kohlenlichte  ausgesetzt  war, 
Überall  negative  Polarität,  deren  Spannung  von  der  Linie  « (i  nach 
links  hin  zunahm. 

Nachdem  ich  die  Prüfung  der  Flussspathkrvstalle  auf  ihr  thermo- 
elektrisches Verhalten  fast  beendet,  und  dabei  jede  Steigerung  der 
Temperatur  Uber  1 00“  C.  sorgfältig  vermieden  hatte,  um  nicht  durch 
eine  zu  starke  Erhitzung  die  photoelektrische  Erregung  derselben  zu 
schädigen,  beschloss  ich,  doch  wenigstens  einen  der  Krystalle,  auch 
auf  die  Gefahr  hin,  ihn  für  fernere  Untersuchungen  unbrauchbar  zu 
machen,  höheren  Wärmegraden  auszusetzen,  um  den  Einfluss  der- 
selben auf  die  thermo-  und  photoelektrischen  Vorgänge  zu  erforschen, 
und  ich  wählte  dazu  den  Krystall  No.  7,  dessen  Verlust  um  so  leichter 
zu  ertragen  gewesen  wäre,  weil  er  bei  den  vorhergehenden  Beob- 
achtungen nur  eine  «lässige  photoelektrische  Erregung  gezeigt  hatte. 

Der  Krystall  No.  7 wurde  in  Kupferfeilicht  eingesetzt,  so  dass 
die  Fläche  I frei  blieb,  darauf  so  lange  bis  170“  G.  erhitzt,  dass 
man  die  Temperatur  in  allen  seinen  1'heilen  als  nahe  gleich  betrach- 
ten konnte,  und  dann  im  Dunkeln  der  Abkühlung  überlassen.  Die 
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thermoelektrische  S[iannung  zeigte  sich  etwas  grösser  als  früher,  wo 
er  nur  bis  1 00"  C.  erhitzt  worden  war.  Kt  was  unterhalb  der  .Milte 
der  Flüche  I,  wo  in  Fig.  7 li  die  Spannung  -j-  l,V  Skth.  steht,  wurde 
jetzt  ein  Ausschlag  von  -f-  2,0  Skth.  beobachtet. 

Bei  dem  Belichten  stellte  sich  aber  ein  ganz  unerwartetes  Be- 
sullat  heraus.  Ich  hatte  den  krystall,  nachdem  er  von  der  zuvor 
erwähnten  Erhitzung  bis  170°  abgcktihlt  war,  durch  Abblasen  mit 
einer  Alkoholflamme  unelektrisch  gemacht,  sodann  mit  der  freien 
Flüche  I dem  trüben  Tageslichte  ausgesetzt,  und  I Stunde  20  Minu- 
ten darin  stehen  lassen.  Zu  meinem  Erstaunen  fand  ich  eine  ganz 
ausserordentlich  starke  photoeloklrische  Erregung;  ich  habe  dieselbe 
in  Fig.  7 A'  eingetragen. 

Die  in  Flüche  I der  Fig.  7 A eingezeichneten  elektrischen  Span- 
nungen waren  durch  ein  Aussetzen  von  1 3 Minuten  an  trübes  Tages- 
licht erzeugt  worden.  Als  ich  jetzt,  also  nach  der  Erhitzung  bis  1 70° 
und  der  vorhin  beschriebenen  starken  photoeleklrischen  Erregung, 
den  völlig  unelektrisch  gemachten  Kivstall  ebenfalls  13  Minuten  ins 
Tageslicht')  stellte,  erhielt  ich  die  in  Fig.  7 A”  eingetragene  elektrische 
Erregung.  Ein  ähnliches  Resultat  ergab  nach  einigen  Tagen  ein 
neues  li  Minuten  dauerndes  Aussetzen  ans  Tageslicht;  anstatt 
— 15  Skth.  (Fig.  7 A")  erhielt  ich  in  der  Mitte  der  Fläche  die  Span- 
nung — 18  Skth.,  und  ebenso  waren  auf  den  übrigen  Theilen  der 
Flache  I die  Spannungen  entsprechend  gestiegen. 

Die  Eigenschaft  der  Flüche  I , durch  den  Einfluss  des  Lichtes 
elektrisch  zu  werden,  war  also  durch  die  vorhergegangene  Erhitzung 
bis  170"  wesentlich  erhöht  worden. 

Bei  der  eben  erwähnten  Erhitzung  hatte  die  Flache  I frei  an 
der  Luft  gelegen ; dagegen  waren  die  übrigen  Flüchen  des  Krystalles 
mit  Kupferfeilicht  bedeckt  gewesen.  Eine  Untersuchung  dieser  letz- 
teren Flüchen  auf  ihr  pholoelektrisches  Verhalten  zeigte  keine  so  be- 
trächtliche Zunahme  der  Erregbarkeit  durch  das  Licht , wie  sie  auf 
der  Fläche  I beobachtet  worden ; hat  Überhaupt  eine  Zunahme  der- 
selben slattgefundeu,  so  ist  dieselbe  nicht  bedeutend  gewesen. 

Ich  wage  fUr  jetzt  nicht  zu  entscheiden,  durch  welchen  Umstand 

*)  Der  Himmel  war  während  dieser  Zeit  ziemlich  wolkig ; doch  brach  auch 
wohl  aut  einige  Augenblicke  die  Sonne  durch;  der  Kristall  stand  aber  gegen  die 
Sonnenstrahlen  im  Schallen. 
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dieser  Unterschied  in  den  Aenderungcn  der  Erregbarkeit  auf  der 
Flüche  1 und  den  (Ihrigen  Flächen  hervorgerufen  worden.  Er  könnte 
erzeugt  sein  dadurch,  dass  die  Fläche  1 heim  Erhitzen  (dien  gele- 
gen, oder  dadurch,  dass  sie  von  der  Luft  berührt  wurde,  während 
die  übrigen  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  waren ; es  könnte  aber  auch 
auf  der  Fläche  1 infolge  von  früherer  Lichteinwirkung  die  photo- 
elektrische Erregbarkeit  in  stärkerem  Grade  als  auf  den  benachbar- 
ten Flächen  geschwächt  gewesen  und  durch  die  Erhitzung  nur  eine 
Annäherung  an  den  früheren  Zustand  wieder  horgestelll  worden  sein. 

Krystall  No.  8.  Fig.  8A  und  8 15.  Tat.  II. 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige  Kr\ stall  No.  8 ist  in  seiner 
Masse  nicht  ganz  so  dunkelgrün  wie  die  Krystalle  No.  I bis  5.  Von 
allen  sechs  Wtlrfelflächcn  sind  mehr  oder  weniger  grosse  Theile  vor- 
handen ; jedoch  sind  die  in  Fig.  8 A und  B gezeichneten  Flächen 
keine  Würfclflächen,  sondern  diese  letzteren  werden  vielmehr  durch 
die  Flächen  eines  sehr  stumpfen  Pyraraidenwürfels  vertreten.  Auf 
den  Kanten  liegen  ausserdem  noch  sehr  schmale  Flächen  eines  we- 
niger stumpfen  Pyramidenwurfeis.  Die  Streifungen  der  Würfclflächen 
(Flächen  des  stumpfen  Pyramiden  Würfels')  gehen  .oft  etwas  gebogen} 
den  Würfelkanten  parallel.  Der  Krystall  war  mit  dem  Theile  der 
Fläche  3 aufgewachsen  gewesen,  wo  in  Fig.  8 A — f-  16,5,  -|-  21  und 
-j-  1 3 steht. 

Fig.  8 A stellt  die  nach  dem  Belichten , Fig.  8 B die  nach  dem 
Erkalten  gemachten  Beobachtungen  dar.  Die  Fläche  I halte  30  Mi- 
nuten'4), die  Fläehe  2 20  Min.,  die  Fläche  3 15  Min.,  die  Flüche  4 
30  Min.,  die  Fläche  5 17  Min.  und  die  Fläche  6 22  Min.  im  Tages- 
lichte gestanden;  an  den  verschiedenen  Tagen,  an  welchen  die  Ver- 
suche ausgeführt  wurden,  war  aber  die  Intensität  des  Tageslichtes 
nicht  gleich;  bei  Prüfung  der  Fläche  5 war  der  Himmel  zum  Theil 
trübe,  und  das  Licht  musste  erst  das  Glas  einer ■ Fensterscheibe 
durchdringen. 

Auffällig  ist  der  grosse  Unterschied  in  der  Stärke  der  negativen 
Polarität  auf  der  Fläche  4 und  auf  der  Fläche  I ; indess  lässt  sich 

*)  Bei  diesem  Versuche  war  der  Himmel  Iriibe ; doch  waren  aber  auch 
zeitweilig  die  Sonnenstrahlen  durch  die  Wollcenliirkcn  gedrungen  und  hallen  die 
Fläche  I getroffen. 
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gegenwärtig  der  Grund  davon  nicht  mit  Bestimmtheit  angeben,  da 
der  Krystall  nicht  frisch  aus  der  Grube  genommen  untersucht  wor- 
den ist.  Bereits  in  der  vorläufigen  Millhcilung  habe  ich  nämlich 
hervorgehoben,  dass  durch  starke  Bestrahlung  die  Eigenschaft,  durch 
das  Gicht  elektrisch  zu  werden,  geschwächt  wird.  Es  wäre  daher 
wohl  möglich,  .dass  die  Fläche  I des  Krystalls  No.  8 vielleicht  wäh- 
rend seiner  Aufstellung  in  einem  Glaskasten  dem  Lichte  mehr  aus- 
gesetzt  gewesen  als  die  Fläche  i ; denn  jedenfalls  w ird  der  Krystall 
in  das  Pappküstchen  so  gelegt  worden  sein,  dass  seine  vollkommenste 
Fläche  1 sichtbar  geworden.  Durch  solchen  Umstand  würde  die 
Schwäche  der  negativen  Klcktricitül  auf  dieser  Fläche  1 erklärlich 
sein.  Die  Schwächung  könnte  jedoch  auch  von  der  Einwachsnng 
des  zweiten  kleineren  Krystalles  herruhren. 

Die  an  dem  unteren  Bande  verbrochene  Fläche  6 erscheint, 
wenn  der  ganze  noch  vorhandene  Tlieil  frei  liegt,  beim  Belichten 
überall  positiv,  und  beim  Erkalten  negativ.  Eine  genaue  Durchsicht 
der  Zahlenw  erthe  lässt  über  schon  erkennen , dass  beide  Polaritäten 
am  oberen  Bande  stärker  sind  als  am  unteren.  Dieser  untere  Thcil 
stösst  an  die  Anwachsungsstelle  auf  der  Fläche  3,  und  es  stellt  der 
vorhandene  Theil  der  Fläche  6 gewissermassen  nur  den  Band  der- 
selben dar.  Es  ist  daher  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  am  un- 
teren Bande  der  Fläche  6 zu  erwartende  Polarität  (negativ  nach  dem 
Belichten,  und  positiv  nach  dem  Erkalten)  nur  durch  die  sehr  starke 
entgegengesetzte  des  oberen  Bandes  verdeckt  worden  ist.  Und  in 
der  That,  als  in  einem  speciellen  Versuche  die  Fläche  6 mit  Aus- 
nalunc  eines  schmalen  Streifen  an  dem  unteren  verbrochenen  Bunde 
mit  Kupfcrfcilicht  bedeckt  wurde,  zeigte  dieser  allein  frei  liegende 
Streifen,  nachdem  er  eine  Minute  lang  dem  elektrischen  Kohlenlichte 
ausgesetzl  gewesen,  eine  negative  Spannung  bis  zu  — 2 Skth. 

Ich  habe  oben  auf  den  beträchtlichen  Unterschied  in  der  Inten- 
sität der  auf  den  Flüchen  I und  4 durch  das  Licht  hervorgerufenen 
Elektrieitüten  aufmerksam  gemacht  und  dabei  angedeulel,  dass  mög- 
licherweise die  schwache  Erregung  der  Fläche  1 die  Folge  eines 
längeren  Aussetzens  an  das  Licht  sein  könne.  Es  stand  daher  zu 
hollen,  dass,  da  eine  Erhitzung  bis  Uber  ISO"  C.  bei  dem  früher 
untersuchten  Kryslalle  No.  7 sich  für  die  Verstärkung  der  photoelektri- 
schen Eigenschaft  \ortheilhaft  erwiesen  hatte,  auch  auf  der  Fläche  I 
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des  vorliegenden  Kryslalles  eine  ähnliche  Erhöhung  ihrer  Erregbar- 
keit durch  das  Licht  sich  werde  gewinnen  lassen. 

Der  Krvstall  No.  8 wurde  bis  auf  die  Flache  t in  der  gewöhn- 
lichen Weise  in  Kupferfeilichl  eingebullt,  und  ungefähr  1 Stunde  bis 
157®  erhitzt.  Nach  dem  Erkalten  und  dem  Entfernen  der  dabei  her- 
vorgetretenen Elektricitat  wurde  er  32  Minuten  hindurch  dem  Tages- 
lichte ausgesetzt;  der  Himmel  erschien  dabei  grauweiss,  bisweilen 
brachen  die  Sonnenstrahlen  durch  die  Lucken  zwischen  »len  Wolken, 
trafen  jedoch  die  Flache  I nicht,  die  vielmehr  gegen  sie  im  Schat- 
ten stand.  Bei  der  Prüfung  beobachtete  ich  dann  die  in  Fig.  8 A' 
eingetragenen  Spannungen,  die  sehr  beträchtlich  grösser  sind  als  die 
früher  beobachteten  und  in  Fig.  8 A verzeichneten. 

Krystall  No.  9.  Fig.  9 A und  9 B.  Taf.  II. 

Der  Krystall  No.  9 gleicht  in  der  Beschaffenheit  seiner  Masse 
»lern  Kryslalle  No.  7,  neben  welchem  er  auch  ursprünglich  angewach- 
sen war.  Von  Krystallllüchen  ist  nur  die  Flache  I ziemlich  voll- 
ständig, wenn  auch  mangelhaft  ausgehildet,  vorhanden;  von  den 
Flachen  S und  4 finden  sich  etwas  grössere , von  den  Flachen  6 
und  2 etwas  kleinere  Theile.  Von  der  Kryslallflache  3 ist  nur  ein 
sehr  geringer  Rest  sichtbar;  die  übrige  Begrenzung  auf  dieser  Seite 
wird  durch  eine  Bruchflache  gebildet  , in  deren  Mitte  die  grüne  Farbe 
der  Substanz  ins  Weissliche  übergeht. 

Da  es  mir  von  grossem  Interesse  erschien,  die  thermoelektri- 
schen Eigenschaften  der  Flussspathkrystalle  mit  den  photoelektrischen 
unmittelbar  zu  vergleichen , so  halle  ich  sammtliche  möglichst  voll- 
kommen ausgebildete  Kryslalle,  um  ihr  thermoelektrisches  Verhalten 
kennen  zu  lernen,  bis  100°C.  erhitzt;  und  zwar  war  dies  gesche- 
hen , bevor  ich  auf  den  merkwürdigen  Einfluss  aufmerksam  gewor- 
den war,  welchen  eine  Flrhitzung  bis  150  und  180"  C.  auf  die 
photoelektrische  Erregbarkeit  der  Flussspathkrystalle  ausübl. 

Es  lag  nun  aber  die  Frage  nahe,  ob  nicht  auch  bereits  eine 
geringere  Erhitzung  als  die  eben  angegebene  einen  begünstigenden 
Einfluss  ausüben  könne.  Für  die  Beantwortung  dieser  Frage  besass 
ich  infolge  der  zuvor  erwähnten  thermoelektrischen  Prüfungen  der 
besseren  Kryslalle  nur  noch  geringes  Material,  welches  wenigstens 
durch  rnieh,  und  wahrscheinlich  auch  früher,  keiner  höheren  Tempe- 
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ralur  ausgcsclzt  worden  war.  Zu  den  wenigen,  wegen  der  mangel- 
haften Ausbildung  ihrer  Fliichcn  /.urUekgeslellten,  und  also  nicht  er- 
hitzten Krystallen  gehörte  der  vorliegende  kr y st  all  No.  9. 

Die  Fläche  I dieses  Krystalles  wurde  10  Minuten  lang  dein 
Tageslichte  ausgesetzt  (um  3 Uhr  30  Min.  Nachmittags) ; am  Himmel 
standen  sehr  zahlreiche  grauweisse  Wolken , durch  deren  Lücken 
bisweilen  die  Sonne  hindurchschien;  der  Kryslall  befand  sich  jedoch 
im  Schalten  gegen  die  Sonnenstrahlen.  Durch  diu  10  Minuten  dau- 
ernde Belichtung  wurden  diejenigen  elektrischen  Spannungen  er- 
zeugt, welche  ich  in  Fig.  9 A'  in  die  Abbildung  der  Flüche.  I ein- 
getragen habe. 

Darauf  wurde  der  Kryslall  in  Kupferfeilichl  so  eingesetzt,  dass 
die  Fläche  1 frei  blieb,  und  nur  bis  80"  C.  erwärmt.  Nach  1 5 Mi- 
nuten Abkühlung  untersucht,  gab  er  die  in  Fig.  9 B eingeschriebe- 
nen thermoelektrischen  Spannungen. 

Unmittelbar  darauf  (4  Uhr  40  Min.)  wurde  der  Kryslall,  nach- 
dem die  durch  die  Erkaltung  erzeugte  Elektricitüt  mittelst  der  Al- 
koholllainmme  entfernt  war,  wieder  10  Minuten  an  demselben  Urte, 
wie  zuvor,  dem  Tageslichte  ausgesetzl.  Der  Himmel  war  etwas 
grauer  geworden  und  die  Sonne  brach  nicht  durch  die  Wolken;  auch 
war  ihre  Wirkung  überhaupt  durch  ihre  geringere  Hohe  über  dem 
Horizonte  etwas  vermindert  worden.  Trotzdem  zeigte  die  Fläche  I 
eine  wesentlich  erhöhte  Erregbarkeit ; ich  fand  die  in  Fig.  9 A 
(Fläche  I)  eingetragenen  elektrischen  Spannungen,  ln  der  Mitte  der 
Fläche  I war  also  die  Intensität  von  — 7 auf  — l3Skth.  gestiegen. 

Es  wäre  nicht  unmöglich  gewesen,  dass  diese  Verstärkung  der 
elektrischen  Spannungen  dadurch  hervorgerufen  worden , dass  der 
Kryslall  bei  dem  zweiten  Aussetzen  ans  Tageslicht  1 0 bis  1 5“  C. 
wärmer  war  als  bei  dem  ersten.  Um  zu  entscheiden,  ob  dieser  Um- 
stand (eine  10  bis  13°  höhere  Temperatur)  für  sich  im  Stande  sei, 
einen  Einfluss  auf  die  Stärke  der  durch  Belichtung  erzeugten  elek- 
trischen Spannungen  auszuüben,  wurde  der  Kryslall  am  andern  Mor- 
gen (8  Uhr  iO  Min.)  wieder  10  Minuten  dem  Tageslichte  ausgesetzt, 
und  in  der  Mitte  der  Fläche  I die  Spannung  — 1 0,7  Sktli.  beob- 
achtet. Darauf  wurde  der  Kryslall  eine  Stunde  lang  in  das  bis 
39°  C.  erwärmte  kupferne  Gefäss  gestellt,  und  sodann  (10  Uhr)  von 
Neuem  ins  Tageslicht  gebracht ; es  wurde  jetzt  in  der  Mille  die  Span- 
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nung  — 11,5  Skth.  gefunden.  Der  Himmel  war  seit  dem  ersten  Ver- 
suche ziemlich  unverändert  geblieben ; der  höhere  Stand  der  Sonne 
erklärt  jedoch  hinreichend  die  geringe  Zunahme  um  1,5  Skth. 

Die  nach  dem  Erhitzen  bis  80“  C.  beobachtete  nicht  unbeträcht- 
liche Zunahme  der  photoelektrischen  Spannungen  ist  also  offenbar  eine 
Folge  dieser  Erhitzung  gewesen. 

Bei  dem  Zustande  des  Kryslalles,  wie  er  nach  der  eben  er- 
wähnten Erhitzung  bis  80“  (1.  bestand,  sind  die  in  Fig.  9 A eingetrage- 
nen Beobachtungen  ausgeftlhrt  worden.  Die  Flächen  1,  4 und  5 sind 
10  Minuten,  die  Flächen  3 und  6 11  Minuten  und  die  Fläche  2 
12  Minuten  dem  Tageslichte  ausgesetzt  gewesen.  Ich  erinnere  daran, 
dass  bei  der  obigen  Erhitzung  nur  die  obere  Fläche  1 frei  die  Luft 
berührte,  während  die  übrigen  Flächen  von  Kupferfeilicht  bedeckt 
waren. 

In  Bezug  auf  die  thermoelektrischen  Vorgänge  ist  nur  die  Fläche  1 
nach  der  Erhitzung  bis  80"  C.  untersucht  worden;  die  bei  der  Ab- 
kühlung nach  dieser  Erhitzung  beobachteten  Spannungen  sind,  wie 
bereits  erwähnt,  in  Fig.  9 B eingetragen  worden. 

Krystall  No.  10.  Fig.  10  A und  10  B.  Taf.  II. 

Der  Fig.  1 0 abgebildete  Krystall  besteht  hauptsächlich  aus  drei 
verwachsenen  Individuen ; die  Masse  derselben  ist  hellgrün  gefärbt, 
ziemlich  klar  und  durchsichtig.  An  dem  in  der  Fig.  10  als  Ilauptkry- 
slall  behandelten  Individuum  sind  etwas  grössere  Theile  der  Würfel- 
(lächen  I , 4 und  5 sichtbar,  svährend  von  der  Fläche  6 nur  ein 
äusserst  geringer  Rest  vorhanden  ist.  Alle  übrigen  Begrenzungen,  so- 
weit sie  nicht  Flächen  der  anderen  beiden  Individuen  sind,  werden 
von  Bruchflächen  gebildet. 

Da  der  Krystall  zum  grössten  Theile  von  Bruchflächen  begrenzt 
wird,  und  auch  von  den  Flächen  4 und  5 blos  die  Ränder  erscheinen, 
so  waltet  auf  seiner  Oberfläche  nach  dem  Belichten  (Fig.  10  A)  die 
positive , und  nach  dem  Erkalten  (Fig.  1 0 B)  die  negative  Polarität 
vor.  Nur  auf  der  Würfelfläche  I erscheint  nach  dem  Belichten  die 
negative  und  nach  dem  Erkalten  die  positive  Spannung ; dagegen 
tritt  auf  dem  rechts  von  dieser  Fläche  liegenden  angeschlagenen 
Durchgänge  des  zweiten  Individuums  nach  der  Belichtung  die  posi- 
tive Elektricität  auf.  Auf  der  an  die  Stelle  der  Würfelfläche  3 ge- 
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trelenen  Bruchflache  ist  die  Substanz  nur  weisslichgrün  und  ausser- 
dem liegt  in  der  Mitte  der  Bruchflärhc  noch  eine  kleine  Bleiglanz- 
inasse ; dies  erklärt  die  daselbst  beobachtete  geringe  Starke  der  Klek- 
tricitai. 

Die  früher  an  den  Krystallen  No.  I und  5 über  die  elektrischen 
Vorgänge  bei  steigender  Temperatur  angestellten  Versuche  bezogen 
sich  nur  auf  Kryslallllachen ; es  schien  mir  nöthig . durch  die  Beob- 
achtung den  Beweis  zu  liefern,  dass  die  Bruchflachen  ebenfalls  das 
entsprechende  Verhalten  zeigen.  Ich  wühlte  zu  einer  solchen  die 
Räche  2 des  vorliegenden  Kry Stalles,  die  sich  durch  ihre  nicht  zu 
geringe  elektrische  Erregung  empfahl. 

Der  Krystall  wurde  auf  dem  kleinen  neben  dem  Elektrometer 
belimllichen  Ofen  (S.  211)  so  in  Kupferfeilicht  eingesetzt,  dass  nur 
die  Bruchfläche  2 frei  lag:  beim  Erhitzen  zeigte  die  Milte  dieser 
Fläche  (M)sitive  Elektricitüt,  die  bis  -)-  1,5  Sklli.  stieg  und  beim  Er- 
kalten in  die  negative  überging. 

Darauf  wurde  der  kryslal!  in  eine  kupferne  Schale  in  Kupfer- 
feilichl  eingesetzt,  so  dass  ebenfalls  die  Fläche  2 frei  blieb.  Als  nun 
diese  Schale  mit  dein  Kry  stall  3 Minuten  in  einem  bis  170“  G.  er- 
hitzten Ofen  gestanden  hatte,  zeigte  die  Mitte  der  Fläche  sogleich  nach 
dem  Hcrausnehmen  die  positive  Spannung  von  -j-  1 Skth. 

B.  Im  refleotirten  Lichte  violblau  erscheinende  Flnssspäthe 
von  Weardale  and  Aiston  Moor. 

Die  im  roflectirten  Lichte  violbluucn  Flussspnlhkrystalle  von  Wear- 
dale und  Aiston  Moor  erscheinen  im  durchgehenden  Lichte  grünlich 
gefärbt.  Diese  grünliche  Färbung  ist  meistens  nur  schwach  und  geht 
öfter  ins  Grauliche  über  Bisweilen  wechseln  auch  grüne  Schichten 
mit  rothen  ab. 


Kry  st  all  No.  LI.  Fig.  H A und  11  B.  Taf.  II. 

Der  Krystall  No.  1 1 stammt  von  Aiston  Moor.  Die  im  rellec- 
tirten  Lichte  \iolblaue  Färbung  seiner  Masse  ist  nicht  sehr  tief;  au 
den  verletzten  Stellen  auf  der  Fläche  4 erscheint  die  Farbe  sogar 
fast  weisslich ; Flecken  von  weisslichein  Aussehen  umgeben  auch  den 
kleinen  auf  den  Flächen  1 und  4 eingewachsenen  Krystall.  Im  durch- 
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gehenden  Lichte  erscheint  der  Krystall  grünlich.  Die  Flüche  1 ist 
last  ganz  vollständig  vorhanden ; von  den  Flüchen  2,  5 und  0 linden 
sich  grössere  gut  ausgchildele  Stücke;  dagegen  ist  von  der  Krystall- 
flüche  4 nur  ein  sehr  schmaler  Hesl  zu  sehen,  und  der  Uhrige  Theil 
der  Flüche  4,  ebenso  wie  die  Flüche  3 , wird  \on  liruchllüchcn  ge- 
bildet. 

Die  nach  dem  Belichten  beobachteten  Spannungen  sind  in  die 
Zeichnung  1 1 A und  die  nach  dem  Erkalten  gemessenen  in  die  Zeich- 
nung 1 1 B eingetragen.  Bei  der  Belichtung  halte  die  Flüche  I 
40  Minuten  und  die  Flüche  3 47  Minuten  in  trübem  Tageslichte  ge- 
standen ; die  Flüche  2 hatte  sich  22  Minuten  lang  der  durch  Wolken 
bedeckten  Sonne  gegenüber  hcl'unden ; die  Flüche  5 war  20  Minuten 
und  die  Flüche  0 20  Minuten  dem  hellen  Tageslichte  ausgesetzl  ge- 
wesen. 

Die  Krystallllüchen  erscheinen  nach  dem  Belichten  negativ,  nach 
dem  Erkalten  positiv;  die  Bruehllüchen  zeigen  ein  entgegengesetztes 
Verhallen. 

Wir  haben  schon  früher  gesehen,  dass  auf  manchen  Bruehllüchen 
nach  dem  Belichten  eine  starke  positive  Spannung  auftrilt,  z.  B.  auf 
Flache  2 des  Kryst.  No.  2,  auf  den  Flüchen  2 und  3 des  Krysl.  No.  5, 
auf  Flüche  3 des  Kryst.  No.  8.  Auf  der  Flüche  3 des  vorliegenden 
Krystalles  No.  1 1 ist  die  positive  Klektricitüt  sogar  beträchtlich  grösser 
als  die  negative  auf  den  ausgebildeten  Kryslallflüchen,  und  doch  hatten 
die  Flüchen  I und  3 fast  gleich  lange  im  trüben  Tageslichte  ge- 
standen. 

Der  Krystall  sass  ursprünglich  mit  anderen  kleineren  Krystalien 
auf  einer  grösseren  Gesteinsmasse,  und  wurde  von  mir  losgebrochen, 
um  ihn  bequemer  auf  sein  photo-  und  thermoelektrisches  Verhalten 
prüfen  zu  können.  Die  als  Projection  der  Flüche  3 gezeichnete  Bruch- 
flücho  ist  also  eine  frische  Flüche,  welche  zuvor  noch  nicht  dem 
Lichte  ausgesetzt  gewesen  war;  dagegen  könnten  die  eigentlichen 
Krystallllüchen  allerdings  mehr  oder  weniger  Lichteinwirkungen  em- 
pfangen haben,  bevor  das  betreffende  Mundstück  von  mir  erworben 
wurde,  und  dadurch  ihre  Empfindlichkeit  gegen  die  Belichtung  ver- 
ringert worden  sein.  Nach  vielen  Beziehungen  hin  würde  es  über- 
haupt grosses  Interesse  haben , ganz  frisch  aus  der  Grube  entnom- 
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mene  und  vor  dem  Einflüsse  jedes  Lichtes  sorgfältig  geschlitzte  Fluss- 
spnthkry  stalle  zu  untersuchen. 

Krystall  No.  12.  Fig.  12  A und  12  ».  Taf.  II. 

Der  von  Weardale  stammende  Krystall  No.  12  ist  derselbe,  welchen 
ich  in  meiner  vorläufigen  .Mittheilung  unter  No.  I aufgefuhr!  habe.  Kr 
besteht  wesentlich  aus  zwei  durchwachsenen  Individuen,  von  denen 
in  der  Zeichnung  das  eine  als  llauptkrystall  behandelt  ist.  Die  Farbe 
ist  im  reflectirten  Lichte  ziemlich,  tief  violhlau,  nur  an  den  verbroche- 
nen Stellen  wird  sie  fast  weiss.  Im  durchgehenden  Lichte  erscheint 
der  mittlere  Thcil  grünlich ; ihn  umgiebl  eine  röthlichc  Schicht. 

Die  Würfelflüchen  sind,  wie  bei  mehreren  der  früheren  Kryslalle, 
durch  sehr  ungleich  grosse  Flachen  eines  sehr  stumpfen  Pyramiden- 
würfels  ersetzt ; auf  den  Kanten  liegen  sehr  schmale  Flüchen  eines 
weniger  stumpfen  Pyramidenwürfels. 

Die  Flitche  I ist  fast  ganz  vorhanden;  massig  grosse  Theilc  er- 
scheinen von  den  Flüchen  i und  5;  von  der  Flüche  2 ist  nur  ein 
kleiner  Theil  übrig;  au  die  Stelle  des  grössten  Theiles  dieser  Flüche, 
sowie  an  die  Stelle  der  Flüchen  3 und  G sind  Itruchllüchcn  getreten. 

Auf  der  Flüche  I dieses  Kryslallcs  wurde  zuerst  von  mir,  nach- 
dem der  Krystall  bis  100“  erhitzt  und  dann  erkaltet  war,  eine  posi- 
tive Spannung  von  -j-  2 Sklli.  wahrgenommen.  Gestützt  auf  diese 
Beobachtung  und  auf  die  im  Hingänge  dieser  Abhandlung  dargelegten 
Helrachtungon  versuchte  ich  dann  die  Wirkung  des  Sonnenlichtes  und 
erhielt  in  der  Tliut  sehr  beträchtliche  elektrische  Spannungen.  In 
der  Mitte  der  Flüche  I stieg  die  negative  Spannung,  nachdem  der 
Krystall  einige  Zeit  dem  Sonnenlichte  ausgesetzt  gewesen,  bis  — 23 
Skth.  Am  folgenden  Tage  wurde  der  zuvor  uneleklrisch  gemachte 
Krystall  von  Neuem  dem  Lichte  der  etwas  verschleierten  Sonne  aus- 
gcselzl,  und  von  Zeit  zu  Zeit  die  elektrische  Spannung  auf  den  ver- 
schiedenen Punkten  der  Flüche  I gemessen.  Diese  Spannungeu  wuch- 
sen mit  der  Dauer  der  Bestrahlung,  und  das  Verhültniss  der  auf  den 
verschiedenen  Punkten  gemessenen  Spannungen  blieb  nahe  dasselbe. 
Nach  IJ  Stunde  halte  sich  die  Fig.  12  A'  dargestellte  elektrische  Ver- 
theilung  auf  der  Fläche  ausgebildet.  Als  unmittelbar  darauf  die  in 
diesem  Zustande  beßndliche  Flüche  noch  einer  kurzen  Bestrahlung 
durch  das  mittelst  einer  kleineren  Linse  concentrirte  Sonnenlicht  aus- 
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gesetzt  wurde,  zeigten  die  elektrischen  Spannungen  die  in  Fig.  1 2 A" 
eingetragenen  Grössen. 

Nachdem  bisher  ausschliesslich  das  Sonnenlicht  zur  Erregung  der 
elektrischen  Spannungen  verwandt  worden,  versuchte  ich  am  dritten 
Tage  die  Wirkung  des  zerstreuten  Tageslichtes;  ich  liess  den  Kiystall 
2 Stunden  in  demselben  (geschützt  gegen  die  Strahlen  der  Sonne) 
stehen  und  fand  dann  die  in  Eig.  1 2 .V  eingetragenen  Werthe. 

Am  vierten  Tage  wünschte  ich  die  starke  elektrische  Spannung, 
wie  ich  sie  an  den  vorhergehenden  Tagen  bereits  durch  das  Sonnen- 
licht erhallen  hatte,  noch  weiter  zu  erhöhen,  und  setzte  die  Flüche  I 
30  Minuten  lang  den  Strahlen  des  durch  eine  ziemlich  grosse  Linse 
concentrirlen  Sonnenlichtes  aus.  Die  kleine  kupferne  Schale,  in  wel- 
cher der  Krystall  in  Kupferfeilicht  eingebettet  lag,  war  dabei  so  heiss 
geworden,  dass  ich  sie  kaum  mit  der  Hand  halten  konnte.  Hei  der 
Prüfung  nach  dieser  Bestrahlung  zeigte  der  Krystall  fast  gar  keine 
elektrische  Spannung  mehr;  die  durch  die  Belichtung  noch  erzeugte 
schwache  negative  Spannung  wurde  durch  die  infolge  der  Abkühlung 
des  Krystalles  entstehende  positive  ncutralisirt. 

Der  Krystall  war  an  den  vorhergehenden  Tagen  gewöhnlich  nach 
dem  Belichten  bis  1 00"  erhitzt  und  längere  /eit  auf  dieser  Tempe- 
ratur erhalten  worden,  ohne  dass  eine  merklich  schwächende  Wir- 
kung auf  die  Entstehung  der  Eleklricitüt  durch  Belichtung  wahrge- 
nommen wurde.  Die  in  dem  vorhergehenden  Versuche  mit  concen- 
cenlrirtem  Sonnenlichte  erfolgte  ungemein  grosse  Schwächung  der 
photoelektrischen  Eigenschaft  konnte  also  nicht  durch  die  infolge  der 
starken  Bestrahlung  entstandene  Erhöhung  der  Temperatur  hervor- 
gerufen worden  sein,  sie  musste  eine  Folge  der  Einwirkung  der  leuch- 
tenden und  der  chemisch  wirkenden  Strahlen  sein.  Auch  die  oben 
S.  244  und  247  mitgelheillen  Versuche  mit  den  Kryslallen  No.  7 und 
No.  8 beweisen,  dass  selbst  eine  Temperatur  von  170"  die  pholoelek- 
trische  Erregung  nicht  schwächt,  sondern  sie  vielmehr  erhöht. 

Seit  jener  Zeit  habe  ich  die  Flüche  I des  vorliegenden  Krystalles 
wiederholt  geprüft  und  dieselbe  mannichfachen  Behandlungen  ausge- 
selzt;  es  ist  mir  aber  bis  jetzt  durch  kein  Mittel  gelungen,  die  frühere, 
für  einen  violblauen  Krystall  ausserordentlich  hohe  photoclektrische 
Erregbarkeit  wieder  herzustellen. 

In  Fig.  1 2 A sind  in  die  Zeichnung  der  Flüche  I diejenigen 
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Wertlie  eingetragen , wie  sie  bei  dem  infolge  der  vorher  erwähnten 
Behandlung  eingetretenen  Zustande  der  Krystallfläche  nach  48  Minuten 
langem  Aussetzen  an  das  Tageslicht  gefunden  wurden  *).  Als  un- 
mittelbar darauf  die  Fläche  I in  diesem  Zustande  noch  10  Minuten 
lang  den  direeten  Strahlen  der  Sonne  ausgeset/.t  wurde,  stiegen  die 
negativen  Spannungen  noch  etwas;  die  nach  dieser  Bestrahlung  ge- 
messenen Werthe  sind  in  Fig,  AIV  eingezeichnet  worden.  Man  sieht, 
dass  trotz  der  gegenwärtig  viel  grösseren  Empfindlichkeit  des  Elek- 
trouieters  keine  elektrischen  Spannungen  von  dem  Betrage  der  früher 
(Fig.  12A'  und  A”)  beobachteten  erhalten  werden  konnten. 

Ja  selbst  durch  eine  Bestrahlung  mittelst  des  elektrischen  Lichtes 
liess  sich  die  frühere  Intensität  der  elektrischen  Spannungen  nicht  wieder 
hervorrulen.  Als  die  Fläche  1 den  Strahlen  dieses  Lichtes  4 Minuten 
lang  ausgeset/.t  wurde,  fanden  sich  bei  hoher  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  nur  die  in  Fig.  I 2 Av  verzeichnten  Werthe. 

Die  in  Fig.  12  A eingetragenen  photoelekl rischen  Beobachtungen 
sind  nach  dem  Aussetzen  des  Krystalles  an  das  Tageslicht  leider  bei 
sehr  verschiedenen  Zuständen  desselben  und  nach  verschiedener  Dauer 
gemacht  worden.  Die  Fläche  I halte  48  Minuten,  die  Fläche  5 
33  Minuten,  die  Fläche  2 25  Minuten,  die  Fläche  3 33  Minuten,  die 
Fläche  4 38  Minuten  und  die  Fläche  6 36  Minuten  lang  im  Tageslicht 
gestanden,  das  aber  bei  Fläche  4 und  6 sehr  trübe  war. 

Die  positive  Spannung,  welche  bei  anderen  Krystallen  meist 
durch  die  Belichtung  gerade  auf  (len  Bruchflächen  in  ziemlicher  Stärke 
auftritt , erscheint  auf  den  Bruchflächen  3 und  6 dieses  Krystalles 
nur  schwach;  es  hat  die-  seinen  Grund  in  dem  Umstande,  dass,  wie 
schon  oben  hervorgehoben,  diese  Bruchflächen  fast  weisslich  erschei- 
nen, also  des  Farbstoffes  entbehren. 

Da  bei  der  Entstehung  der  Elektricität  auf  der  Oberfläche  der 
Flussspalhkrystalle  der  F’arbslofl'  eine  wichtige  Rolle  spielt,  so  ver- 
suchte ich  schliesslich,  ob  sich  die  auf  dpr  Fläche  I des  vorliegenden 
Krystalles  früher  beobachtete  hohe  Erregbarkeit  durch  Einlegen  in 
eine  fluorescirende  Flüssigkeit  wiederherstellen  würde.  Nun  zeigen 
aber  die  Flächen  der  Flussspäthe  ein  eigcnthümliches  Verhalten  gegen 

• Die  in  Fig.  ISA  (Flüche  I)  eingetragenen  Werthe  sind  bei  einer  viel 
höheren  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  erhallen  worden,  als  die  in  Fig.  I ä A'" 
eingeschriebenen. 
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Wasser;  sie  werden  von  demselben  nicht  benetzt*).  Selbst  wenn 
man  die  Flüche  mit  einer  concentrirten  Lösung  von  kohlensaurem 
Natron,  welche  dieselbe  benetzt,  behandelt  hat,  so  hört  nach  dem 
Abspulen  dieser  Lösung  mit  Wasser  sofort  die  Benetzbarkeit  durch 
letzteres  auf.  Alkohol  und  käufliches  Benzol  benetzen  jedoch  • die 
Flüchen. 

Von  Herrn  Dr.  Sachsse  hatte  ich  eine  Lösung  von  Chlorophyll 
in  käuflichem  Benzol  erhalten ; in  dieser  liess  ich  1 V Tage  den  Kry- 
stall  No.  12  liegen.  Bei  der  Unsicherheit  der  Abschätzung  der  Licht- 
wirkung vermag  ich  aber  nur  zu  constatiren , dass  nach  dieser  Be- 
handlung wesentliche  Aenderungen  in  dem  Grade  der  Erregbarkeit 
durch  das  Licht  auf  der  Flüche  1 nicht  beobachtet  werden  konnten. 

Die  Versuche  an  dem  Kryslall  No.  7 und  No.  9 haben  darauf 
hingevviesen,  dass  bei  einer  Erhitzung  bis  170“C.  nur  die  frei  an  der 
Luft  liegende  Flüche  eine  wesentliche  Erhöhung  ihrer  Erregbarkeit 
durch  das  Licht  gewann,  dagegen  die  bedeckten  Flüchen  eine  gleich 
starke  Erhöhung  derselben  nicht  erfahren  hatten.  Uni  nun  die  Ver- 
hältnisse noch  weiter  zu  andern , hilllte  ich  den  Krystall  No.  1 2 voll- 
ständig (also  ringsum)  in  Kupferfeilicht  ein  und  erhitzte  ihn  so  bis 
180".  Nach  dem  Erkalten  fand  sich  die  Erregbarkeit  noch  weiter  ge- 
schwächt. 

Der  Krystall  ward  jetzt  wieder  9 Tage  in  die  obenerwähnte 
Chlorophylllösung  gelegt;  die  Flüche  I erschien  aber  selbst  nach  einer 
40  .Minuten  langen  Bestrahlung  durch  die  Sonne  unelektrisch. 

Der  Krystall  wurde  dann,  wie  gewöhnlich,  in  Kupferfeilicht  ein- 
gesetzt, so  dass  die  Flüche  I frei  blieb,  und  bis  195*  C.  erhitzt.  Nach 
dem  Erkalten  zeigte  die  Mitte  der  Flüche  die  Spannung  -f-  1,2.  Dar- 
auf stellte  ich  den  Krystall  18  .Minuten  der  Sonne,  die  aber  von 
Wolken  bedeckt  war,  gegenüber  und  fand  dann  die  in  Fig.  12  Avl 
eingetragenen  Spannungen.  Die  Erhitzung  der  freiliegenden  Flüche  I 
batte  also  wieder  eine  massige  Erregbarkeit  auf  derselben  hervor- 
gerufen. 

Die  in  Fig.  12  B eingetragenen  Beobachtungen  sind  nach  einem 
Eikalten  ausgeführt  worden,  welchem  eine  zur  vollständigen  Durch- 


*J  -Mil  diesem  Umstande  hängt  nullt  auch  die  ganz  ausgezeichnete  Isolation 
des  Flussspat hes  zusammen. 
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dringung  des  K'ryslalles  ausreichend  lange  Erhitzung  bis  100“  vorher- 
gegangen  war. 

Kry stall  No.  13.  Fig.  13  A und  13  B.  Taf.  II. 

Oer  aus  zwei  durchwachsenen  Individuen  bestehende  Krystall 
No.  1 3 gleicht  in  der  Beschaflcuhcit  seiner  kryslallflächen  dem  Kry- 
slall  No.  1 1 und  slanmil  ebenso  wie  dieser  von  Aiston  Moor.  Wäh- 
rend er  im  reflectirten  Lichte  eine  ziemlich  dunkelblauviolette  Farbe 
zeigt,  erscheint  er  im  durchgehenden  Lichte  im  Allgemeinen  grau- 
gnlnlich;  jedoch  liegt  ungefähr  3™”  unterhalb  der  Fläche  I und  zwar 
mit  ihr  parallel  eine  schon  grüngefärbte  Schicht,  durch  deren  Milte 
sich,  ebenfalls  parallel  zur  Fläche  I,  ein  dunklerer  Streifen  hindurch- 
zieht. Oberhalb  dieser  grünen  Schicht,  nach  der  Fläche  I hin,  sieht 
die  Substanz  des  Krystalles  röthlich  aus. 

Die  Fläche  I des  als  llauptkryslall  betrachteten  Individuums  ist 
ziemlich  vollständig  vorhanden ; von  den  Flächen  2,  i und  5 linden 
sich  grossere  Theile,  von  der  F’läche  6 nur  ein  geringer  Rest;  die 
an  Stelle  der  Fläche  3 gezeichnete  Projection  stellt  eine  Bruchflüche 
dar,  welche  von  der  Substanz  des  zweiten  Individuums  gebildet  wird. 
Von  diesem  zweiten  Individuum  sind  drei  Krystnllllächen  zum  Tlieil 
vorhanden;  die  grösste  derselben  ist  die  mit  « bezeichnet«  Fläche, 
welche  infolge  ihrer  large  gleichzeitig  in  den  l’rojeclionen  der  Flä- 
chen i und  3 sichtbar  wird. 

Fig.  1 3 A stellt  die  elektrischen  Spannungen  nach  der  Belich- 
tung und  Fig.  1 3 B bei  der  Erkaltung  dar. 

Die  nach  der  Belichtung  auftretenden  Spannungen  erreichen  auf 
den  Flächen  1 , 2 und  3 eine  ziemliche  Stärke.  Die  in  die  Zeich- 
nung der  F'läche  I aufgenommenen  Spannungen  wurden  beobachtet, 
nachdem  die  Fläche  1 20  Minuten  lang  im  Tageslichte  gestanden  halte. 
Die  Fläche  2 war  23  Minuten  und  vielleicht  eben  so  lange  auch  die 
Fläche  3 dem  trüben  Lichte  eines  mit  grauen  Schneewolken  I rodeck- 
len  Himmels,  das  aber  zeitweise  durch  etwas  schwachen  Sonnen- 
schein unterbrochen  wurde,  ausgesetzl  gewesen. 

Die  beim  Erkalten  beobachteten  elektrischen  Spannungen  zeigen 
nur  eine  geringe  Stärke. 
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Krystall  No.  14.  Fig.  14  A und  14  B.  Taf.  11. 

Der  Krystall  No.  I 4 stimmt  in  den  an  ihm  auftretenden  Kryslall- 
formen  mit  den  vorhergehenden  Uberein;  er  besteht  hauptsächlich  aus 
zwei  grösseren  durchwachsenen  Individuen,  an  welche  sich  auf  den 
unteren  Theilen  zahlreiche  kleine  Flussspathsvllrfel  angesetzt  haben. 

Von  dem  in  den  Zeichnungen  Fig.  14  A und  B vorzugsweise 
abgebildeten  llauplkrystalle  sind  grössere  Theile  der  Kr\ stallflachen 
4 und  5,  und  kleinere  Theile  der  Flachen  1,  2 und  3 vorhanden. 
An  Stelle  der  Flache  6 linden  sich  kleine  auf'gewachsene  Krystalle 
und  Bruchllttchen  derselben , weshalb  dieselbe  in  die  Zeichnungen 
gar  nicht  aufgenommen  worden  ist. 

Auf  den  Flachen  3,  4 und  3 tritt  die  l’holoelektricität  in  ziem- 
licher Starke  auf.  Auf  der  Flache  I erscheint  beim  Erkalten  (Fig.  i 4 B) 
nur  negative  ElektricitSt;  nach  dem  Belichten  wurde  dem  entspre- 
chend entweder  auch  blos  positive  Spannung,  oder  unter  etwas  ab- 
geUnderten  Verhältnissen  die  in  Fig.  1 4 A eingetragene  Vertheilung, 
bei  welcher  nur  der  Hand  positiv  erscheint,  beobachtet.  Aus  diesen 
Beobachtungen  ergiebt  sich , dass  die  beim  Erkalten  auf  Flache  1 
auftretendc  negative  Spannung  nur  die  dem  Bande  angehörige  ist; 
dies  wird  auch  durch  den  Umstand  bekräftigt,  dass  diese  negative 
Spannung  nach  unten  hin  nicht  so  stark  zunimmt,  wie  dieses  statt- 
haben würde,  wenn  die  negative  ElektriciUlt  der  Mitte  der  Flache  I 
und  nicht  blos  ihrem  Bande  entspräche. 

Krystall  No.  13.  Fig.  13  A und  13  B.  Taf.  III. 

Der  aus  Weardale  stammende  Krystall  gehört  der  Freiberger 
Sammlung  und  besteht  vorzugsweise  aus  zwei  durchwachsenen  In- 
dividuen, von  denen  das  grössere,  in  seinen  Flüchen  am  meisten  aus- 
gebildete,  in  Fig.  1 3 A und  B dargeslelll  ist. 

Im  reflectirten  Lichte  zeigt  der  Krystall  keine  sehr  tief  violblauc 
Färbung;  im  durchgehenden  Lichte,  das  jedoch  nur  an  einigen  klei- 
nen Stellen  beobachtet  werden  kann,  erscheint  die  Substanz  im  All- 
gemeinen schwach  graulich,  nach  aussen  hin  umgeben  von  einer 
röthlichen  Schicht. 

Die  Flache  1 ist  vollständig  vorhanden;  von  den  Flüchen  4,  3 
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und  6 linden  sich  grössere  Stücke.  Von  der  Flüche  2 ist  allerdings 
ein  grosser  Theil  vorhanden,  jedoch  mit  kleinen  Krystallcn  von  Blei- 
glanz helegt.  Die  Stelle  der  Flüche  3 wird  von  Durchgangs-  und 
Bruchllüchen  eingenommen;  nur  unten  rechts  erscheint  der  Best  einer 
VVürfelflüche,  welche  einer  Forlsetzung  des  grösseren  Hauptkrystalles 
oder  einem  kleineren  mil  ihm  in  paralleler  Stellung  befindlichen 
angchörl. 

Fig.  15  A stellt  die  nach  der  Belichtung,  Fig.  15  B die  bei  Er- 
kaltung beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Auf  der  sehr  vollkommen  ausgebildeten  und  auch  vollständig 
vorhandenen  Flüche  I konnte  auffälliger  Weise  weder  durch  das 
Tageslicht  noch  durch  das  directe  Sonnenlicht,  selbst  als  diese  Flüche 
42  Minuten  lang  in  schwachem  Sonnenschein  gestanden  hatte,  eine 
wahrnehmbare  Spur  von  Elektricilüt  erzeugt  werden ; erst  durch  die 
starke  Strahlung  des  elektrischen  Kohlenlichtes,  das  durch  eine  40“” 
dicke  Schicht  einer  Alaunlösung  gegangen  war,  entstand  eine  schwache 
negative  Spannung;  nach  I .Minute  langer  Bestrahlung  durch  dieses 
Licht  zeigte  die  Mitte  der  Flüche  — 1,3;  nach  einer  • 7 Minuten 
langen  gleichen  Bestrahlung  war  die  Spannung  daselbst  nur  bis 
— 2 Sktli.  gestiegen.  Die  nach  dieser  letzten  Bestrahlung  auf  ver- 
schiedenen Punkten  der  Flüche  4 beobachteten  Ausschlüge  des  Elek- 
trometers habe  ich  in  Fig.  15  A'  eingetragen. 

Wührend  nun  diese  Flüche  I in  dem  vorliegenden  Zustande 
gegen  das  Sonnen-  und  Tageslicht  gar  nicht  cmplindlich  war,  zeigte 
sie,  wie  die  in  Fig.  15  B eingetragenen  Zahlenwerlhe  darthun,  bei 
dein  Erkalten,  welches  einer  bis  1 00°  gesteigerten  Erhitzung  folgte, 
elektrische  Spannungen  in  einer  ( j rosse , welche  den  auf  den  Übri- 
gen violblauen  Krystallnn  beobachteten  Spannungen  gleichkonnnen. 

Da  der  Krystall  Überhaupt  nur  schwach  durch  das  Licht  elek- 
trisch erregt  wurde,  habe  ich  seine  Flüchen  dein  dirccten  Sonnen- 
lichte aussetzen  müssen.  Auf  den  Flüchen  3,  5 und  <i  wurde  in- 
folge dieser  Bestrahlung  eine  elektrische  Vertheilung  beobachtet,  wie 
solche  Fig.  15  A nachweist.  Auf  der  Flüche  4 konnten  elektrische 
Spannungen  mit  Sicherheit  nicht  ermittelt  werden ; dagegen  traten 
auf  dieser  Flüche  4,  ebenso  wie  auf  der  Flüche  1,  nach  dem  Er- 
kalten die  thermoelektrischen  Spannungen  in  der  gewöhnlichen  Grösse 
auf.  Meistentheils  Uberlrellen  die  thermoelektrischen  Spannungen 
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(Fig.  15  B)  die  durch  das  Sonnenlicht  erzeugten  photoelektrischen 
(Fig.  ISA).. 

Auffällig  ist  das  thermoelektrische  Verhalten  der  Flttche  4 ; nicht 
nur  die  der  Fläche  I anliegenden  Theile  dieser  Fläche  4 , sondern 
auch  die  weiter  links  liegende  Fläche  einer  heraustretenden  Verlänge- 
rung des  Hauplkrystalles  (oder  eines  andern  mit  ihm  parallel  liegen- 
den Individuums),  sowie  die  dazwischen  liegende  Fläche  eines  zwei- 
ten Flussspathkrystalles  zeigen  beim  Erkalten  negative  Spannung  von 
einer  ziemlichen  Stärke ; und  es  trat  diese  Vertheiluog  bei  oft  wieder- 
holten Versuchen  hervor. 

Auf  der  Fläche  2 konnten  wegen  ihrer  Bedeckung  mit  kleinen 
Blciglan/.krystallen  photoelektrische  und  thermoelektrische  Beobach- 
tungen nicht  ausgefuhrt  werden. 

Die  Nichterregbarkeit  der  so  vollkommen  ausgebildeten  Fläche  1 
durch  das  Sonnenlicht  rief  die  Frage  hervor,  ob  diese  schöne  Fläche 
des  immerhin  ziemlich  violblauen  gefärbten  Krystalles  überhaupt  von 
Ursprung  an  keine  photoelektrische  Eigenschaft  besessen,  oder  ob 
sie  dieselbe  erst  durch  längeres  Aussetzen  an  das  Licht,  oder  durch 
andere  Umstände  verloren  habe.  Allerdings  zeigen  die  übrigen 
Kryslallllüchen  auch  nur  eine  sehr  mässige  elektrische  Spannung, 
welcher  Umstand  wohl  zu  der  Ansicht  führen  könnte,  dass  der  Kry- 
stall  trotz  seiner  violblauen  Färbung  jene  Eigenschaft  auf  der  Fläche  I 
nur  in  sehr  geringem  Grade  besessen  habe.  Der  Umstand  jedoch, 
dass  die  stärkste  pholoelektrische  Spannung  (-|-  3)  auf  der  Fläche  6 
gerade  auf  einer  Stelle  beobachtet  wird,  wo  ein  Durchgang  hervor- 
Iritt,  der  möglicher  Weise  erst  später  angeschlagen  \v  orden  sein  kann 
und  seine  Erregbarkeit  also  noch  länger  behalten  hat , dürfte  wohl 
auf  eine  früher  vorhanden  gewesene  stärkere  photoelektrische  Erreg- 
barkeit der  Krystallfläche  I liinweisen.  Dabei  bleibt  aber  freilich  un- 
erklärt, durch  welche  Einflüsse  die  Fläche  I die  Eigenschaft,  durch 
die  Bestrahlung  mittelst  des  Sonnenlichtes  elektrisch  zu  werden,  so 
vollständig  eingebllsst  hat;  denn  das  wiederholte  Bestrahlen  der  Fläche  1 
des  Krystalls  No.  12,  sowie  eine  noch  viel  stärkere  und  länger  dauernde 
Belichtung  des  nächstfolgenden  Bruchstückes  eines  violblauen  Fluss- 
spathkrystalles No.  I t>  hat  jene  Eigenschaft  zwar  sehr  zu  verringern, 
jedoch  nicht  völlig  zu  vernichten  vermocht. 

Nachdem  ich  dann  aber  gefunden , dass  durch  eine  Erhöhung 


Digitized  by  Google 


260  W.  G.  Hansel,  [60 

der  Temperatur  his  1 7 0"  C.  die  photoelektrische  Eigenschaft  der 
Flussspa thkryslalle  erhöht  werden  konnte,  setzte  ich  auch  den  vor- 
liegenden Krystall  No.  1 5 drei  Viertelstunden  lang  einer  Temperatur 
von  180“  C.  aus.  Der  Krystall  war  dabei  so  in  das  Kupferfeilieht 
eingehiilll,  dass  nur  die  Flüche  I frei  blieb. 

Als  der  Kry stall  I Stunde  lang  im  Dunkeln  erkaltet,  beobachtete 
ich  auf  der  Flüche  I die  Fig.  15  B'  dargestellte  thermoelektrische 
Verlheilung.  Die  bei  dein  Erkalten  jetzt  hervortretende  Spannung 
war  grösser,  als  die  früher  nach  dem  Erhitzen  his  1 00°  beobachtete 
und  in  Fig.  1 5 B eingetragene. 

Darauf  wurde  die  völlig  unelektrische  Krystall  dache  I 17. Mi- 
nuten lang  dem  Sonuenlichte  ausgesetzt,  und  entsprechend  meiner 
Erwartung  zeigte  jetzt  die  Flüche  1,  welche  früher  selbst  nach  einer 
f2  Minuten  dauernden  Bestrahlung  durch  schwaches  Sonnenlicht 
nicht  die  geringsten  Anzeichen  von  Elektricitüt  gegeben  hatte,  nicht 
unbeträchtliche  elektrische  Spannungen.  Dieselben  sind  in  Fig.  15A" 
eingetragen  worden.  Ja  selbst  das  blosse  Tageslicht  rief  jetzt,  wenn 
auch  nur  schwache  Photoeleklricilüt  hervor.  Als  die  unelektrisch 
gemachte  Flüche  I dem  zerstreuten  Tageslichte  I Stunde  50  Minuten 
lang  ausgesetzt  worden,  erhielt  ich  auf  derselben  die  in  Fig.  ISA" 
eingeschriebenen  Spannungen. 

Darauf  wurde  der  Krystall  von  Neuem  während  des  Zeitraumes 
von  einer  Stunde  einer  Temperatur  von  1 80"  ausgesetzt.  Als  dann 
der  abgekilhlte  und  unelektrisch  gemachte  Krystall  abermals  17  Mi- 
nuten ins  Sonnenlicht  gestellt  wurde,  zeigte  die  Flüche  1 wieder 
nahe  dieselben  elektrischen  Spannungen , die  ich  nach  dem  ersten 
starken  Erhitzen  beobachtet  hatte;  die  Mitte  derselben  besass  ebenso 
wie  in  Fig.  15  A"  die  Spannung  von  — 3 Skth. 

Durch  diese  Versuche  dürfte  die  Ansicht,  dass  die  Flüche  t des 
Kryslalles  No.  1 5 ursprünglich  eine,  wenn  auch  vielleicht  nicht  grosse, 
photoelektrische  Erregbarkeit  besessen  habe,  eine  weitere  Stutze 
erhalten. 


Krystall  No.  16.  Fig.  16  A und  16  B.  Taf.  II. 

Das  kleine,  ziemlich  stark  sapphirblau  tluorescirende  Bruchstück 
No.  16  stammt  von  Aiston  Moor;  es  ist  mit  Ausnahme  zweier  Seiten, 
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welche  Reste  von  Kryslallflüchen  zeigen,  von  sehr  unebenen  Bruch- 
flüchen begrenzt;  in  Fig.  16  A und  B bilde  ich  nur  den  grösseren 
Rest  der  einen  Krystallflitche  ab. 

Das  vorliegende  Krystallhruchstück  ist  zahlreichen  Prüfungen 
unterworfen  worden ; namentlich  ist  es  den)  einfachen  und  den  durch 
Linsen  concentrirten  Sonnenlichte  ausgesetzt  worden,  um  nachzu- 
weisen, dass  auch  bei  ihm,  ebenso  wie  bei  dem  Krystall  No.  1 2 durch 
starke  Belichtung  die  photoelektrische  Erregbarkeit  geschwächt  wird. 

Die  Flüche  1 hatte  9 Minuten  in  dem  Sonnenlichte  gestanden 
und  zeigte  die  in  Fig.  1 6 A eingetragene  elektrische  Vertheilung.  In 
diesem  Zustande  noch  fernere  1 3 Minuten  ins  Sonnenlicht  gestellt 
gab  sie  die  Fig.  16  A’  eingetragenen  Spannungen. 

Am  anderen  Tage  wurde  die  Flüche  I im  Ganzen  40  Minuten 
dem  Sonnenlichte  ausgesetzt  und  dabei  anfangs  von  2 zu  2,  später 
von  4 zu  4 Minuten  die  elektrischen  Spannungen  gemessen.  Diesel- 
ben stiegen  allmählich,  und  nach  40  Minuten  wurde  in  der  Mitte 
ein  Ausschlag  von  — 12  Skth.  beobachtet. 

Nachdem  die  Flüche  I dann  noch  mehrere  Stunden  von  den 
Strahlen  der  Sonne  beschienen  worden,  gab  sie  nicht  mehr  so  grosse 
Ausschläge  wie  früher;  noch  mehr  geschwächt  wurde  aber  ihre  Er- 
regbarkeit. als  sie  dein  durch  eine  grosse  Linse  concentrirten  Sonnen- 
lichte längere  Zeit  ausgesetzl  gewesen  war.  Jetzt  erzeugte  ein  mehr 
als  anderthalb  Stunden  langes  Bestrahlen  durch  die  Sonne,  die  je- 
doch etwas  verschleiert  war,  in  der  Mitte  der  Fläche  nur  die  Span- 
nung — 2,6,  und  selbst  ein  1 Minute  dauerndes  Bestrahlen  durch  das 
elektrische  Licht  brachte  nur  einen  Ausschlag  — 0,6  hervor. 

Eine  Erhitzung  bis  180"  erhöhte  auch  auf  der  in  dem  eben 
beschriebenen  Zustande  befindlichen  Krystallllüche  die  Erregbarkeit 
wieder.  Nach  dieser  Erhitzung  erzeugte  ein  Aussetzen  von  1 2 Mi- 
nuten an  das  Tageslicht  in  der  Milte  derselben  die  Spannung  von 
— 1.6;  nachdem  der  mit  dieser  Vertheilung  versehene  Krystall  noch 
weitere  7 Minuten  im  schwachen  Sonnenlichte  gestanden  hatte,  fand 
sich  in  der  Mitte  die  Spannung  — 3 Skth. 

Die  beim  Erkalten  nach  jener  Erhitzung  bis  180°  beobachtete 
Spannung  stellt  Fig.  1 6 B dar. 
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C.  Blauer  Flusaspath  von  Freiberg, 

Kry slall  No.  17.  Fig.  17  A und  17  B.  Taf.  III. 

Der  Güte  des  Herrn  Bergrath  Weis  hach  verdanke  ich  die  schone, 
der  Freiberger  Sammlung  gehörige,  aus  drei  würfelförmigen  Kr\ stal- 
len bestehende  Druse  No.  17  vom  Churprinz  bei  Freiberg.  Der  grösste 
der  drei  Krystalle  ist  in  der  Abbildung  als  Hauplkrystull  behandelt. 
Einzelne  Flachen  der  anderen  Krystalle,  welche  in  zwei  Projectionen 
erscheinen,  sind  mit  denselben  BuchMabcn  («,  6,  c,  d)  bezeichnet 
worden. 

Die  KrystallflUchcn,  soweit  sie  frei  liegpn,  sind  ausgebildet  vor- 
handen bis  auf  geringe  Theile,  an  welchen  eine  Anwachsung  stalt- 
gefunden  halte.  Die  Stellen,  welche  angewachsen  gewesen,  liegen 
I)  auf  der  von  den  Fluchen  3,  4 und  G des  Hauplkrv  Stalles  gebil- 
deten ticke,  2)  an  der  mit  « Gezeichnete  Ecke,  und  3)  auf  der  mit 
ß,  y,  d,  r umschriebenen  Hüllte  der  Fluche  b. 

Die  Farbe  aller  drei  Krystallindividuen  ist  eine  ziemlich  tiefblaue 
(enlenblaue) , trügt  aber  einen  anderen  Charakter  als  bei  den  Kry- 
stallen  von  Aiston  .Moor  und  Weardale.  Die  Substanz  der  Krystalle 
ist  nicht  durchsichtig,  vielmehr  meistens  so  trübe,  dass  sie  fast  un- 
durchsichtig wird  und  nur  an  reineren  Stellen  sich  durchscheinend 
zeigt.  Das  durchgehende  Licht  erscheint  hellblau,  wahrend  das  re- 
flectirte  eine  viel  dunklerblaue  Nuauce  darbietet.  Als  Krystallform  tritt 
nur  der  Würfel  ohne  irgend  eine  Spur  von  PyramidenvvUrfeln  auf. 

Die  nach  dem  Belichten  erhaltenen  elektrischen  Vertheilungen 
sind  in  Fig.  17  A,  die  bei  dem  nach  einer  Erhitzung  bis  100”  C. 
folgenden  Erkalten  beobachteten  in  Fig.  17  B eingetragen  worden. 
Die  photoelektrische  Erregung  zeigt  auf  den  Fluchen  I und  2,  na- 
mentlich aber  auf  der  letzteren  eine  ziemliche  Starke ; ebendies  gilt 
auch  von  der  thermoelektrischen  Spannung  auf  der  Fluche  2.  Die 
so  beträchtliche  Grösse  der  auf  dieser  Fluche  2 beobachteten  Aus- 
schlage des  Goldblättchens  im  Elektrometer  hat  übrigens  zum  Theil 
ihren  Grund  in  dem  Imstande,  dass  bei  der  AnnUherung  der  Spitze 
des  Plalindruhtcs  an  die  Mitte  der  Fluche  2 die  Vertheilungswirkung 
der  auf  dieser  Flache  vorhandenen  Elcktricititt  auf  jenen  Draht  durch 
die  Einw  irkung  der  gleichnamigen  ElektricitUt  der  zwei  sich  von  der 
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Fläche  2 erhebenden  Flachen  der  beiden  anderen  Krystallindividuen 
unterstützt  wird. 

Die  ausgebildeten  Krystallflächen  erscheinen  im  Allgemeinen 
negativ  nach  dem  Belichten , positiv  nach  dem  Hrkalten.  Positive 
Spannung  nach  dem  Belichten  und  negative  nach  dem  Hrkalten  wurde 
an  dem  grösseren  Hauplkrystalle  nur  an  dem  freiliegenden  Theile  der 
Flüche  3,  welcher  an  die  An wuchsungss tolle  (an  der  Ecke  3,  f,  6) 
grenzt , beobachtet.  Ebenso  zeigte  die  verbrochene  Hitlfte  (i  y ö t 
der  Flüche  b des  Krvstalles  von  mittlerer  Grösse  nach  dem  Belichten 
positive  und  nach  dem  Erkalten  negative  Spannungen , wahrend  die 
andere  als  Krystullflächc  ausgebildctc  Hallte  dieser  Flüche  b die  den 
übrigen  Krystallflächen  eigenthümlirhc  Polarität  besitzt,  die  jedoch 
nach  « hin , wo  ein  dritter  Ansatzpunkt  gelegen  hat , auf  Null  her- 
absinkt. 

D.  Im  reflectirten  Lichte  schwach  bräunlichviolette  FlussspathkryBtalle. 

Krystall  No.  18.  Fig.  ISA  und  18  B.  Taf.  III. 

Der  grosse  schöne  Krystall  stammt  von  Wcardale  und  gehört  der 
Freiberger  Sammlung.  Im  durchgehenden  Lichte  erscheint  er  im  All- 
gemeinen graulich  gefärbt  mit  einem  schwachen  bräunlichen  Anfluge; 
bei  genauerer  Betrachtung  erkennt  man  zahlreiche  sehr  dünne,  ein- 
ander einhüllende,  theils  graulich,  theils  grünlich  und  röthlich  gefärbte 
Lagen.  Die  Oberflüche,  welche  vollkommen  durchsichtig  ist,  macht 
bei  schief  einfallendem  Lichte  den  Eindruck,  als  würe  sie  mit  einem 
undurchsichtigen  Häutchen  belegt.  Die  im  reflectirten  Tageslichte  er- 
scheinende Fluorescenzfarbe  ist  ein  Violett,  das  aber  hie  und  da  je 
nach  der  Stellung  des  Krystalles  und  der  Spiegelung  der  in  ihm  auf- 
tretenden Durchgangsflachen  ins  Weissliche  oder  Schmutzigbräunliche 
übergeht.  Im  elektrischen  Lichte  dagegen  fluorescirt  der  Krystall 
prächtig  sapphirblau. 

Die  ausgebildeten  Krystallflächen  werden  nur  von  reinen  Würfel- 
flüchen  gebildet;  sie  sind  nicht  sehr  glänzend,  erscheinen  vielmehr 
etwas  matt-  Mit  der  Loupe  erkennt  man  theils  kleine  rundliche  Ver- 
tiefungen , theils  Streifungen , welche  auf  Durchschnitte  der  Würfel- 
flächen mit  einem  Pyramidenwürfel  und  einem  Achtundvierzigffächner 
hin  weisen. 
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Auf  den  Fluchen  5 und  3 findet  sich,  wie  die  Abbildung  zeigt, 
ein  anderer  grösserer  Kryslalt  eingewachsen.  Von  der  KrystallflUche  6 
ist  keine  Spur  vorhanden ; an  ihre  Stelle  ist  theils  ein  unregelmässiger 
Bruch  getreten,  theils  liegt  daselbst  ein  Aggregat  kleinerer  Flussspath- 
krystalle.  In  die  Abbildung  ist  deshalb  die  Flüche  6 nicht  aufge- 
noimnen  worden. 

Als  der  Kryslall  ins  Tageslicht  und  selbst  in  die  directen  Strahlen 
der  Sonne  gestellt  wurde,  zeigte  er  auch  nach  längerer  Bestrahlung 
keine  photoelektrische  Spannung.  Dagegen  konnte  eine  solche  noch 
mittelst  einer  1 0 bis  1 5 Minuten  dauernden  Bestrahlung  durch  das 
elektrische  Kohlenlicht  erhalten  werden.  Um  bei  dieser  letzteren 
Belichtung  die  von  der  glühenden  Kohle  ausgesandten  Würmestrahlen 
möglichst  zu  vernichten,  war  ein  mit  einer  Alaunlösung  gefülltes  paral- 
lelepipedisches  Gebiss  zwischen  den  Krvstall  und  die  Kohlenspilzen 
eingeschaltet  worden. 

Wahrend  nun  der  Kryslall  für  die  Einwirkung  des  Tages-  und 
des  directen  Sonnenlichtes  nicht  empfänglich  war,  vermochte  die  Er- 
wärmung bis  I00“C.  nicht  unbeträchtliche  elektrische  Spannungen 
hervorzurufen. 

Fig.  1 8 A stellt  die  nach  der  Bestrahlung  durch  das  elektrische 
Kohlenlicht,  und  Fig.  1 8 B die  durch  das  einer  Erwärmung  bis  1 00° 
folgende  Erkalten  erzeugten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Dass  die  nach  der  Bestrahlung  durch  das  elektrische  Licht  be- 
obachteten elektrischen  Spannungen  in  der  Thal  durch  die  leuchten- 
den und  Ubervioletten  Strahlen  hervorgerufen  waren,  und  nicht  etwa 
einer  durch  jenes  Licht  bewirkten  Temperaturerhöhung  ihre  Entstehung 
verdanken,  liess  sich  leicht  nachweisen.  Ware  nUmlich  tlie  negative 
Elektricitül  nach  dem  Belichten  durch  die  Erwarmung  hervorgerufen 
worden,  so  hatte  nach  der  Hinwcgnahmo  derselben  mittelst  einer 
Alkoholfiamme  durch  Stehen  und  Abkuhlen  in  einem  dunkeln  Baume 
die  der  Erkaltung  entsprechende  positive  Spannung  auflreten  müssen. 
Dies  geschah  aber  nicht. 

Uebrigens  wird,  wie  nicht  anders  zu  erwarten,  in  der  That 
durch  die  Erwarmung  ebenso  wie  durch  die  Bestrahlung  mit  dem 
elektrischen  Lichte  negative  Elektricität  erzeugt.  Der  Krvstall  wurde, 
wahrend  die  Flache  5 frei  lag,  25  Minuten  in  den  bis  100°  erhitzten 
Ofen  gestellt  und  dann  sofort  nach  dem  Herausnehmen  untersucht. 
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Da  die  Temperatur  des  sehr  grossen  Krystalles  wahrend  der  ange- 
gebenen Zeit  noch  fortwährend  int  Steigen  begriffen  war,  so  zeigte 
die  Milte  der  Fläche  5 die  Spannung  — 1,4  Skth.  Bei  dem  Erkalten 
kehrte  sich  diese  negative  Spannung  in  die  entgegengesetzte  posi- 
tive um. 

Einer  Temperatur  \on  180"  wagte  ich  den  Krystall  nicht  aus- 
zusetzen, da  bei  seiner  beträchtlichen  Grösse  durch  die  ein-  und  an- 
gewachsenen Krystalle  ein  Zersprengen  zu  befurchten  war.  Es  bleibt 
also  unentschieden,  ob  bei  ihm  durch  eine  solche  Erhitzung  eine  Er- 
regbarkeit durch  Sonnen-  und  Tageslicht  hervorgerufen  werden  kann. 

Der  Krystall  No.  18  isolirte  sehr  gut  und  hielt  daher  eine  auf 
seinen  Flächen  durch  Beibung  erzeugte  Eleklricität  so  hartnäckig  fest, 
dass  es  z.  B.  erst  nach  wochenlangem  Bemühen  möglich  wurde,  die 
Fläche  5 völlig  unelektrisch  zu  machen.  Gewöhnlich  zeigte  die  Mitte 
dieser  Fläche  eine  Spannung  von  -(-  0,2  bis  -f-  0,5  Skth. 


E,  Braunweisser  Flussspath  aus  England. 

Krystall  No.  19.  Fig.  19  A und  19  B.  Taf.  III. 

Die  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  prächtige 
Krystalldruse,  von  welcher  der  Krystall  No.  19  einen  Theil  bildet, 
besteht  aus  drei  grossen  und  mehreren  etwas  kleineren  verwachsenen 
Individuen.  Die  Gestalt  der  einzelnen  Krystalle  ist  der  Würfel.  Sämml- 
liche  Würfelllächen  zeigen  ein  breites,  durch  zahlreiche  Sprünge  in 
der  Masse  etwa  halbdurchsichliges  weisses  Kreuz,  wie  es  auf  der 
Fläche  1 der  Fig.  19  A und  B durch  die  punktirten  Linien  ange- 
deulet  ist.  An  den  Ecken  erscheint  die  Masse  braun  und  durch- 
sichtig, mit  einer  ins  Braunviolelte  spielenden  Fluorescenz.  Jedoch 
liegt  auf  der  Fig.  19  A und  B gezeichneten  Fläche  1 der  braune 
Farbstoff  unmittelbar  nur  an  zwei  Ecken  ( a und  c) ; an  den  Ecken 
g und  i findet  sich  derselbe  tiefer  gelegen,  da  wo  der  Krystall,  dessen 
obere  Fläche  in  Fig.  19  abgcbildet  ist,  sich  auf  zwei  andere  aufsetzt. 
Die  Farbe  des  durchgegangenen  Lichtes  lässt  sich  wegen  der  weiss- 
lichen  undurchsichtigen  inneren  Partien  nirgends  erkennen. 

Bei  der  Grösse  dieser  Krystalldruse  und  bei  der  Art  der  Ver- 
wachsung der  einzelnen  Individuen  derselben  eignete  sich  nur  die 

Abbindl.  d.  K.  S.  a«»llKb.  d.  Wii«nacb.  XX.  4 » 


Digitized  by  Google 


26ti 


VV.  G.  Hankel, 


[66 


Fig.  1 9 A und  B,  ebenso  wie  bei  den  Übrigen  Kristallen,  in  halber 
linearer  Dimension  abgebildete  Flache  1 des  grössten  Krystaltes  zu 
einer  Prüfung  mittelst  der  vorhandenen  Vorrichtungen. 

Im  Tageslichte  und  selbst  im  schwachen  Sonnenlichte  wurde 
anfänglich  die  Fig.  19  A gezeichnete  Wltrfelfläche  1 nicht  elektrisch; 
durch  I Minute  langes  Bestrahlen  mittelst  des  elektrischen  Kohlen- 
lichtes entstand  aber  in  der  Mitte  die  Spannung  von  — 1 Skth. 

Nachdem  jedoch  der  Krystall  bis  1 50“  C.  erhitzt  worden  war, 
zeigte  sich  die  Flache  I auch  gegen  das  Tageslicht  empfindlich. 
Fig.  19  A stellt  die  elektrischen  Spannungen  dar,  wie  sie  nach  einem 
2 Stunden  langen  Ausselzen  ans  Tageslicht  beobachtet  wurden. 

Durch  die  steigende  Temperatur  wird  die  Flache  1,  ebenso  wie 
durch  die  Belichtung  negativ  elektrisch ; und  zwar  zeigte  die  Flache 
diese  Erregbarkeit  bereits , bevor  der  Krystall  bis  1 50“  erhitzt  wor- 
den. Bei  diesem  Versuche  wurde  die  grosse  Druse,  soweit  es  mög- 
lich war,  in  Kupferfeilicht  eingesetzt,  und  dann  25  Minuten  in  einen 
bis  1 00"  erljitzteu  Ofen  gestellt.  Unmittelbar  nach  dem  Herausnehmen 
zeigte  die  Fläche  I überall  negative  Polarität;  in  der  Mitte  der  Fläche 
betrug  dieselbe  — 1,7  Skth. 

Nach  dem  Abkilhlen  besitzt  die  Fläche  I nicht  unerhebliche  posi- 
tiv elektrische  Spannungen  und  es  steigen  dieselben  mit  der  Höhe 
des  Temperaturgrades,  bis  zu  welchem  der  Krystall  erhitzt  worden 
ist.  Fig.  1 9 B stellt  die  nach  einem  Erhitzen  bis  1 50"  bei  der  Ab- 
kühlung beobachteten  Spannungen  dar.  Als  unmittelbar  nach  der 
eben  genannten  Erhitzung  der  Krystall  nur  bis  100"  erhitzt  wurde, 
zeigte  die  Mitte  der  Fläche  I nur  die  Spannung  -(-  5,  und  nach  einer 
neuen  Erhitzung  blos  bis  60"  eine  Spannung  2,6  Skth. 


F,  Grünlichweisaer  Flussspath  aus  Cornwall. 

Krystall  No.  20.  Fig.  20  A und  20  B.  Taf.  III. 

An  einer  grossen,  schönen,  aus  ungefähr  neun  Krystallen  be- 
stehenden, dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen,  aus  Corn- 
wall stammenden  Druse  trugen  sUmmtliche  Individuen  ausser  den 
Flächen  des  Würfels  auch  die  Flächen  des  Octaeders.  Die  Würfel- 
flächen  sind  aber  nicht  eben;  aus  ihnen  erheben  sich  zahlreiche  kleine 
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Würfelflächen,  sämmtlich  mit  abgestumpften  Ecken;  an  einigen  weni- 
gen /.eigen  sieh  auch  kleine  Rhombendodekaederlläcbcn. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  weiss  mit  grünlichem  Schein.  An 
den  AnwachsungssLcIlen  kaum  durchscheinend,  gellt  sie  in  den  Krv- 
stallcn  selbst  ins  Durchsichtige  Uber.  Indcss  wird  die  Durchsichtig- 
keit gar  sehr  durch  die  zahlreichen,  den  Octaederflitchen  parallel 
laufenden  Sprunge  beeinträchtigt. 

Ebenso  wie  bei  der  vorhergehenden  Druse  Hess  sich  auch  bei 
der  vorliegenden  nur  die  in  Fig.  20  A und  B abgebildete  und  mit  1 
bezciehnete  Fläche  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  prüfen.  An  dem  lin- 
ken Bande  dieser  Fläche  sass  eine  aus  Spalheisenstein  und  Kupferkies 
bestehende  Masse. 

Das  Tageslicht  und  selbst  das  directe  Sonnenlicht  erregten  keine 
Elektricität ; dies  erfolgte  aber  nach  dem  Bestrahlen  mit  dem  elektri- 
schen Lichte.  Nachdem  die  Krystallfläche  t 17  Minuten  lang  dem 
elektrischen  Lichte  ausgesetzt  worden,  zeigte  sie  die  in  Fig.  20  A ein- 
getragene elektrische  Vertheilung.  Die  Wärmestrahlung  war  während 
dieser  Belichtung  durch  eine  zwischen  das  Kohlenlicht  und  die  Kry- 
stallfluche  gestellte  Alaunlosung  möglichst  abgehalten. 

Die  nach  einer  Erhitzung  bis  1 00°  und  dem  darauf  folgenden  Er- 
kalten beobachteten  elektrischen  Spannungen  erreichten  nur  eine  ge- 
ringe Grösse;  Fig.  20  B giebt  dieselben  wieder. 

G.  Fast  farblose  Krystalle  von  Stolberg  am  Harz. 

Krystall  No.  2t.  Fig.  21  A und  21  B.  Taf.  III. 

An  dem  schönen  grossen  Krystall  No.  2t  ist  nur  die  Fig.  21  A 
und  B mit  t bezeichnete  Fläche  fast  vollständig  ausgebildet;  ziemlich 
grosse  Theile  sind  von  den  Flächen  4 und  5 vorhanden,  dagegen  nur 
sehr  kleine  Reste  von  den  Flächen  2 und  6 ; an  die  Stelle  der  Fläche 
3 ist  ein  sehr  unebener  Bruch  getreten.  Auf  den  Kanten  des  Wür- 
fels erscheinen  keine  Zuschärfungen;  dagegen  sind  die  Ecken  durch 
kleine  matte  Oetaederfläehen  abgestumpft. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  fast  ganz  farblos;  sie  zeigt  höch- 
stens einen  sehr  schwachen  Stich  ins  Graugrünliche.  Nach  der  Ecke 

(t , 4,  5)  hin  erscheint  sie  durchsichtig  und  hier  erkennt  man  im 

18* 
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Innern  3 — 5™"  dicke,  durch  etwas  dunklere  Streifen  getrennte  Schich- 
ten. Die  übrigen  Theile,  namentlich  nach  der  (auf  der  Flüche  3 ge- 
legenen) Anwachsungsstelle  hin,  sind  trübe  und  kaum  durchscheinend. 
Auf  der  Flüche  5 liegen  einige  Rhomboeder  von  Spatheisenstein,  so- 
wie kleinere  Massen  von  Kupferkies 

Die  Masse  des  Krvslulles  isnlirt  sehr  gut ; es  ist  mir  nicht  ge- 
lungen z.  I!.  die  Flüche  I desselben  in  völlig  unelektrischen  Zustand 
zu  versetzen;  stets  bleibt  auf  ihr  ein,  wenn  auch  nur  sehr  geringer 
Rest  von  positiver  Elcklricitül,  der  jedoch  höchstens  bis  -f-  0,5  Skt h. 
steigt. 

In  Fig.  21  A und  21  B sind  nur  die  am  meisten  ausgebildeten 
Flüchen  I,  4 und  5 abgebildet  worden. 

In  photoelektrischer  Hinsicht  zeigte  der  Kryslall  (“in  eigenthüm- 
liehes  Verhalten,  und  zwar  trat  dasselbe  bei  allen  zu  sehr  verschie- 
denen Zeiten  vorgenommenen  Prüfungen  stets  in  derselben  Weise  auf. 

Da  der  Kryslall  gegen  die  Kinwirkung  dos  Lichtes  nur  wenig 
cmplindlich  ist,  habe  ich  ihn  dem  directen  Sonnenlichte  aussetzen 
müssen. 

Nach  einer  Erhitzung  bis  100"  hatte  der  Kryslall  24  Stunden 
im  Dunkeln  gestanden  und  zeigte  dann  in  der  Mitte  der  Flüche  I die 
Spannung  -j-  0,(5  und  in  der  linken  oberen  Ecke  (bei  a)  die  Span- 
nung -j-  0,4  Sklli.  In  diesem  Zustande  wurde  die  Flüche  1 1 Stunde 
15  Minuten"')  den  directen  Sonnenstrahlen  ausgesetzl.  Die  Beobach- 
tung ergab  nun  die  in  die  Flüche  I Fig.  21  A eingetragenen  Ausschlüge. 
Die  elektrischen  Spannungen  hallen  sich  sonach  vornehmlich  an  der 
linken  oberen  Ecke  (bei  a ) bis  -{-  3,6  Skth.  gesteigert , und  ebenso 
halten  sie  an  dem  oberen  Rande  (bei  6)  und  an  dem  linken  Rande 
(bei  </)  deutlich  zugenommen,  wahrend  die  Spannung  in  der  Mitte  der 
Flüche  sich  nur  sehr  wenig  und  weiterhin  nach  rechts  und  unten  gar 
nicht  geändert  halle. 

Nachdem  der  Kryslall  neun  Tage  im  Dunkeln  gestanden,  zeigte 
die  Mitte  der  Flüche  I noch  die  Spannung  -f-  0,7 ; an  der  linken 
oberen  Ecke  bei  a)  und  am  linken  Rande  (bei  d und  g)  betrug  sie 
noch  0,4  Sklli.  Nachdem  der  Kryslall  dann  bis  100“  erhitzt  worden, 


* Oie  kupferne  Sclmle,  in  welcher  der  Krystall  in  Kupferfeiliclü  der  Sonne 
ausgeseUt  worden,  war  durch  dies«  Bestrahlung  kaum  lauwarm  geworden. 
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zeigten  sieh  nach  dem  Erkalten  die  in  Fig.  21  II  eingetragenen  NVerthe. 
Die  zuvor  durch  das  Belichten  in  « erzeugte  Spannung  \nn  3,6 
Skth.  konnte  also  nicht  die  Folge  einer  Erwarmung  durch  die  Sonnen- 
strahlen sein.  Als  unmittelbar  nach  jener  Erhitzung  und  Erkaltung 
die  Flüche  I abermals  4ü  Minuten  den  directen  Strahlen  der  Sonne 
ausgesetzt  wurde,  traten  nahe  die  in  Fig.  21  A eingetragenen  Span- 
nungen wieder  ein. 

Es  ist  auffällig,  dass  au  der  linken  obern  Ecke  (bei  a).  wo  nach 
dem  Belichten  die  positive  Spannung  (-(-  3,6  Skth.)  am  stärksten  er- 
scheint, bei  dem  einer  Erhitzung  von  100"  folgenden  Erkalten  die 
negative  Polarität  nicht  hervorzutreten  vermag,  wahrend  doch  auf 
dem  anliegenden  Theile  der  Flüche  4 in  der  That  die  negative  Pola- 
rität beim  Erkalten  vvahrgenomnien  wurde;  der  an  dieser  Ecke  an- 
liegende Theil  der  Flüche  3 zeigte  keine  elektrische  Spannung. 

Als  die  Fläche  I 10  .Minuten  mittelst  des  durch  eine  Schicht 
Alaunlösung  hindurchgegangenen  elektrischen  Kohlenlichles  bestrahlt 
worden,  zeigten  sich  die  in  Fig.  21  A'  eingetragenen  Spannungen. 
Sie  gleichen  den  durch  das  Sonnenlicht  erzeugten ; negative  Polarität 
tritt  auch  jetzt  nirgends  auf. 

Eine  nur  oberflächliche  Vergleichung  der  in  Fig.  21  A und  21  B 
eingetragenen  Beobachtungen  könnte  wohl  zu  der  Annahme  verleiten, 
dass  dieser  Krjstall  in  seinem  Verhalten  von  den  früher  geprüften 
Flussspat  hen  vollständig  abweiche,  indem  seine  Flächen  sowohl  nach 
der  Belichtung,  als  auch  beim  Erkalten  positiv  erscheinen.  Eine  ge- 
nauere Betrachtung  der  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche 
gemessenen  Intensitäten  zeigt  jedoch,  dass  die  ganze  Abweichung  dieses 
Krvstalles  von  den  früheren  nur  darin  bestellt,  dass  bei  ihm  nach 
dem  Belichten  die  der  Mitte  der  Fläche  ungehörige  negative  Polarität  ’) 
nicht  hervorzutreten  vermag,  während  die  «len  Ecken  und  Rändern 
entsprechende  positiv  elektrische  Spannung  rings  um  die  von  den 
Flächen  I , 4 und  3 gebildete  Ecke  in  deutlicher  Weise  erscheint. 
Von  dieser  Ecke  (I,  4,  5)  aus  nimmt  die  positive  Spannung  dann 
nach  allen  Seiten  hin,  auf  der  Flüche  I besonders  nach  rechts  und 


*j  Dass  sich  jedoch  diese  negative  Polarität  auf  den  Sfolbcrger  Flussspat  heu 
ebenso,  wie  auf  den  von  Weardalc  und  Aiston  Moor  stammenden,  wenn  auch  in  ge- 
ringerer Stärke  findet,  werden  die  beiden  folgenden  kry. stalle  nachweisen. 
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unten  hin , also  nach  dem  wenig  durchscheinenden  Theile  hin  ab, 
um  in  der  Milte  und  am  rechten  und  unteren  Rande  dieser  Flüche  I 
zu  verschwinden. 

Denn  die  an  den  elien  genannten  Stellen  beobachtete':  und  in 
die  Zeichnung  eingetragenen  schwachen  positiven  Spannungen  ver- 
danken nicht  dem  Einflüsse  des  Lichtes  ihre  Entstehung,  sondern  sind 
hervorgerufen  durch  die  auf  dieser  Fläche  stets  vorhandene  sehr 
schwache  positive  Spannung  (s.  oben),  die  noch  durch  die  Einwirkung 
der  seitlich  auf  der  Ecke  (I , i,  5)  liegenden  stärkeren  positiven  Elck- 
Iricilül  auf  den  der  Fläche  genäherten  Platindraht  und  zwar  nament- 
lich in  der  Milte  etwas  erhöht  wird.  Auf  der  Fläche  5 wirken  die 
aufgewachsenen  Krystalle  störend  ein. 

Bei  dem  einer  Erhitzung  bis  1 00"  folgenden  Erkalten  zeigt  sich 
dagegen  die  normale  positive  Polarität  in  der  Mitte  und  nimmt  nach 
den  Ecken  hin  an  Stärke  ab.  Auf  der  Fläche  i erscheint  neben  der 
Ecke  (I,  i,  5)  sogar  die  dieser  Ecke  entsprechende  negative  Span- 
nung. 


Kryslall  No.  22.  Fig.  22  A und  22  B.  Taf.  III. 

Die  fast  farblose,  nur  einen  Stich  ins  (iraugrtlnliche  besitzende 
Masse  des  Krystalles  No.  22  ist  kaum  mehr  als  durchscheinend.  Im 
reflectirten  Lichte  lässt  sich  eine  sehr  schwache  bläuliche  Fluorescenz- 
farbe  wahrnehmen.  Die  au  ihm  vorhandenen  Reste  der  Wiirfelllächen 
zeigen  einen  nur  malten  Glanz. 

In  Fig.  22  A und  22  B habe  ich  nur  eine  Fläche  dieses  Kry- 
stalles in  halben  linearen  Dimensionen  abgebildet  und  in  Fig.  22  A 
die  nach  dem  Belichten  beobachteten  Spannungen  eingetragen.  Wie 
man  sieht,  tritt  auf  dieser  Fläche  beim  Belichten  die  negative  Elek- 
tricität  auf.  Die  in  Fig.  22  A eingeschriebenen  elektrischen  Spannungen 
waren  durch  ein  drei  Stunden  langes  Aussetzen  an  das  Tageslicht  und 
in  kurzen  Zeiträumen  auch  an  das  direcle  Sonnenlicht  erzeugt.  Die 
in  Fig.  22  B eingetragenen  Spannungen  wurden  bei  dem  auf  eine  Er- 
hitzung bis  1 00"  folgenden  Erkalten  gemessen;  sie  ilbertrefTen  an  Stärke 
die  durch  das  Licht  hervorgerufenen. 
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Krystall  No.  23.  Fig.  23  A und  23  B.  Taf.  III. 

Der  Krystall  No.  23  gleicht  hinsichtlich  der  Beschaffenheit  seiner 
Masse  dein  vorhergehenden,  mit  welchem  er  auch  ursprünglich  zu 
derselben  Druse  gehörte.  Ich  bilde  ebenfalls  nur  eine  Flüche  ab. 
Fig.  23  A enthüll  die  durch  eine  gleiche  Belichtung  wie  bei  No.  22 
erzeugten,  und  Fig.  23  B die  beim  Erkalten  aufgctrclencn  elektrischen 
Spannungen. 


H.  Bingsum  von  Durchgangs-  und  Bruohfläohen  begrenzte  Flussspathstüoke 
unbekannten  Ursprungs. 

Ich  habe  auch  eine  Anzahl  grün  und  gclblichgriin  gefärbte 
Bruchstücke  von  Flussspathkrystallen,  die  seit  langen  Jahren  in  die- 
sem Zustande  gelegen  hatten,  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft. 
Dieselben  zeigten  öfter  nach  der  Belichtung  nicht  unbeträchtliche 
Spannungen.  Da  jedoch  ihre  l.agc  in  dem  ursprünglichen  Krystalle 
nicht  ermittelt  werden  kann,  so  mag  cs  genügen,  die  auf  einem  der- 
selben beobachteten  photoclektrischen  Spannungen  naher  anzugeben. 

Krystall  No.  2i.  Fig.  2i.  Taf.  III. 

Das  Bruchstück  No.  2i  bildet  im  Allgemeinen  eine  vierseitige 
Pyramide,  deren  Seitenflächen  von  den  mit  den  Oclaederflüchen  pa- 
rallel gehenden , oft  in  Absätzen  auftretenden  Durchgängen  gebildet 
werden.  Diese  vier  Flüchen  sind  in  Fig.  2i  mit  den  Zahlen  t,  2, 
3 und  f bezeichnet  worden.  Die  unterhalb  I dargestellte  Grund- 
fläche wird  durch  sehr  unebene  Bruchflüchen  gebildet,  mit  Aus- 
nahme des  unterhalb  der  Flüche  I liegenden  und  mit  « bezeichneten 
Theiles,  welcher  dem  mit  der  Flüche  3 parallel  gehenden  Durchgänge 
angehört. 

Die  grüne  und  Iheilweise  auch  gelblichgrüne,  an  sich  durchsich- 
tige Substanz  ist  durch  Beimengung  undurchsichtiger  Massen  unklar 
und  stellenweise  nur  durchscheinend. 

Die  durch  die  Belichtung  erzeugten  elektrischen  Spannungen 
habe  ich  in  die  Abbildung  F'ig.  21  eingetragen,  und  zwar  hatte  die 
Flüche  I 30  Minuten  in  schwacher  Sonne,  die  Flüche  2 73  Minu- 
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len,  die  Fläche  :t  2(i  Minuten,  die  Flüche  i 5ß  Minuten  und  die 
Grundfläche  120  Minuten  in  den  Strahlen  der  Öfter  durch  Wolken 
bedeckten  Sonne  gestanden. 


III.  Allgemeine  Resultate  aus  den  vorstehenden  Beobachtungen. 

Auf  der  Oberfläche  der  Flussspathkryslallc  entstehen  bei  sonst 
geeigneter  Beschaffenheit  sowohl  durch  die  Einwirkung  des  Lichtes, 
als  auch  durch  Temperaturänderungen  elektrische  Spannungen. 

I*  hotoelek  t rici  18  t. 

Die  Milten  der  Wllrfclflliehcn  der  Flussspathkrystalle  werden 
durch  die  Belichtung  negativ;  die  IntcnsiUil  dieser  negativen  Span- 
nung nimmt  nach  den  Kündern  und  besonders  nach  den  Ecken  hin 
ab;  auf  manchen  Kryslallen  erstreckt  sich  dieselbe  bis  zu  den  lUin- 
dern  und  Ecken. 

Bei  den  meisten,  namentlich  grosseren  Kryslallen  zeigen  jedoch 
die  Ecken  und  zum  Theil  auch  die  seitlichen  Künder  der  Flüchen 
die  entgegengesetzte,  also  positive  Polaritüt.  Gewöhnlich  ist  dieselbe 
aber  auf  einen  kleineren  Flächenraum  beschränkt,  als  die  in  dem 
mittleren  Theile  herrschende  negative.  Liegt  daher  die  ganze  Würfcl- 
fläche  (oder  die  an  ihrer  Stelle  befindlichen  Flüchen  des  sehr  stum- 
pfen PyramidenwUrfels)  frei,  so  wird  die  positive  Eleklricitäl  der 
Ecken  und  Ränder  in  ihrer  Vertheiluugsw irkung  auf  den  zur  Prüfung 
angenüherten  Platindraht  leicht  durch  die  stärkere  negative  Eleklrici- 
tät  der  mittleren  Theile  unterdrückt  und  kommt  nicht  zur  Erschei- 
nung; sie  lässt  sich  aber  durch  Bedeckung  der  mittleren  Theile  mit  zur 
Erde  abgeleitetem  Kupferfeilicht  in  ihrer  Wirkung  sichtbar  machen. 

Die  Grenzen  zwischen  dem  positiven  und  negativen  Bereiche 
einer  Krystallflüche , und  ebenso  die  Verhältnisse  der  Intensitäten, 
welche  die  beiden  Elektricitülen  zeigen,  lassen  sich  durch  die  Art 
der  Bestrahlung,  namentlich  wenn  auch  noch  mehr  oder  weniger 
grosse  Stücke  der  seitlich  anliegenden  Würfelflächen  dom  Lichte 
gleichzeitig  mit  ausgesetzt  werden,  etwas  verschieben  und  andern. 

Auf  das  Hervortreten  der  positiven  Polaritüt  an  den  Ecken  und 
besonders  auch  an  den  Kündern  ist  ferner  die  Art , wie  die  Kry- 
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stalle  gewachsen  sind , von  Einfluss.  Reicht  der  vorhandene  aus- 
gebildete Theil  einer  Krystallfläche  bis  zur  Anwachsungsstelle  und 
ist  daselbst  abgebrochen,  so  stellt  dieser  vorhandene  Theil  gewisser- 
masscn  nur  den  Rand  einer  solchen  Flache  dar,  und  zeigt  dann  stär- 
kere und  ausgedehntere  positive  Spannungen,  deren  Intensität  jedoch 
von  dem  Rande  nach  den  mittleren  Theilen  hin  abnimmt.  Dagegen 
erscheint  auf  der  der  Anvvachsungsslelle  gerade  gegenüberliegenden 
Wurfelflache  vorzugsweise  die  negative  Eleklricitat. 

Die  Bruchflachen , welche  durch  das  Abbrechen  des  Krystalles 
von  anderen  Krystallen  oder  von  fremdem  Gesteine  entstanden  sind, 
und  also  an  und  in  der  Umgebung  der  ehemaligen  Anwachsungs- 
stelle liegen,  werden  durch  Belichten  positiv. 

Diese  positive  Polarität  der  Bruchflachen  besitzt  meistens  eine 
nicht  unbeträchtliche  Starke;  bei  vielen  Krystallen  Ubertrifft  sie,  na- 
mentlich wenn  den  Bruchflachen  der  Farbstoff  nicht  fehlt,  in  ihrer 
Intensität  die  auf  der  Mitte  der  vorhandenen  Krystallflächen  erregte 
negative  Spannung. 

Eben  dies  gilt  auch  von  den  Stücken  der  ebenen  Durchgangs- 
flachen, welche  zwischen  und  neben  den  Bruchflachen  an  dem  ver- 
brochenen Ende  auftreten. 

Das  Verhalten  von  Durchgangsfluchen,  welche  an  dem  frei  aus- 
gcbildclcn  Ende  der  Würfel  durch  Anschlägen  entstehen,  habe  ich 
wegen  Mangels  an  geeignetem  Material  noch  nicht  ermitteln  können. 

Die  im  Vorstehenden  charakterisirte  Wirkung  des  Lichtes  auf 
die  Flussspathkrystalle  geht  hauptsächlich  von  den  chemisch  wirken- 
den Strahlen  aus;  sowohl  hinter  einem  mit  Kupferoxydul  roth  ge- 
färbten Glase,  als  auch  hinter  einer  Schicht  einer  klaren  Lösung  von 
schwefelsaurem  Chinin  ist  die  Erregung  der  Eleklricitat  nur  Uussersl 
gering,  wahrend  sie  durch  Einschaltung  einer  Schicht  Wasser  oder 
Alaunlösung  in  den  Weg  der  Strahlen  nicht  wesentlich  vermindert  wird. 

Bei  sehr  empfindlichen  Krystallen  genügt  schon  ein  kurzes  Aus- 
setzen an  das  Tageslicht,  um  merkliche  elektrische  Spannungen  zu 
erhallen;  durch  längeres  Belichten  steigt  die  Intensität  derselben. 

Die  directen  Strahlen  der  Sonne  wirken  viel  kräftiger  als  das 
zerstreute  Tageslicht. 

Noch  stärker  erregend  als  das  Sonnenlicht  zeigt  sich  das  elek- 
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Irische  Kohlenlicht,  so  dass  durch  letzteres  selbst  auf  Krvslallen, 
welche  durch  längeres  Aussetzen  an  das  zerstreute  oder  direcle 
Sonnenlicht  keine  merklichen  elektrischen  Spannungen  annehmen, 
solche,  bisweilen  sogar  in  ziemlicher  Starke,  hervorgerufen  werden 
können. 

Auch  durch  das  Licht  der  Entladungslunken  zwischen  zwei 
Leydener  Flaschen  lassen  sich  pholoelektrische  Spannungen  auf  den 
Flussspathkrystallen  erzeugen,  wahrend  das  Licht  einer  Geisler’schen 
Röhre  ungenügend  erscheint. 

Am  stärksten  photoelektrisch  erregbar  sind  die  grünen  Krvslalle 
von  Weardale,  und  es  nimmt  die  Intensität  der  durch  eine  gleiche 
Bestrahlung  erregten  elektrischen  Spannungen  im  Allgemeinen  mit 
der  Tiefe  der  Färbung  zu.  Weniger  erregbar  sind  die  in  ihrer  Masse 
sehwachgrünlich  oder  graugrünlich  gefärbten , aber  durch  Fluores- 
eenz  prächtig  sapphirblau  erscheinenden  Flussspathe  von  Weardale 
und  Aiston  Moor,  sowie  die  entenblauen  vom  Churprinz  bei  Freiberg. 
Die  durchsichtigen  hraunroth  fluorescirenden  Flussspalhkrystalle  von 
Weardale  werden  meistens  durch  das  Tageslicht,  und  zum  Theil  selbst 
durch  das  Sonnenlicht  nicht  elektrisch,  wohl  aber  durch  das  elek- 
trische Kohlenlicht.  Die  weisslichgrünen  Flussspathe  von  Cornwall 
zeigen  sich  nur  schwach  elektrisch ; eben  dies  gilt  auch  von  den  fast 
farblosen  Krystallen  von  Slolberg  am  Harz,  bei  denen  der  eigenthüm- 
liche  Fall  vorkam,  dass  auf  einem  sehr  schönen  grossen  Krystalle 
beim  Belichten  blos  die  der  am  reinsten  ausgebildeten  Ecke  ent- 
sprechende positive  Polarität  auftrat , wahrend  die  negative  auf  den 
Mitten  der  Flachen  sich  nicht  hervorrufen  liess,  selbst  nicht  durch  das 
elektrische  Kohlenlicht.  Auf  den  gelben  Annaberger  Krystallen  konnte 
weder  durch  Tages-  und  Sonnenlicht,  noch  auch  durch  das  elektri- 
sche Licht  eine  elektrische  Spannung  erzeugt  werden. 

Die  auf  den  Flussspathkrystallen  durch  Belichtung  hervorgerufe- 
nen Spannungen  haben  das  Eigenthumliche,  dass  sie  beim  Stehen  im 
Dunkeln  nicht  in  die  ihnen  polar  entgegengesetzten  übergehen.  Wird 
die  Flache  eines  durch  Belichtung  stark  elektrisirten  Flussspathes 
mittelst  Uebcrstreichens  mit  einer  Alkohoinamme  von  der  auf  ihr  vor- 
handenen Elektricitat  befreit,  so  bleibt  sie,  ins  Dunkle  gestellt,  un- 
elektrisch, oder  es  erscheint  noch  ein  kleiner  Rest  der  vorherigen 
Ladung,  die  also  nicht  vollständig  hinweggenommen  war. 
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Die  Erregung  der  Elektricität  durch  das  Licht  erfolgt  durch 
einen  Vorgang , bei  welchem  der  Farbstoff  der  Krystalle  betheiligt 
ist.  Durch  sehr  langes  und  starkes  Belichten  lässt  sich  die  Erregbar- 
keit der  Flüchen  beträchtlich  schwächen,  und  die  geringen  Spannun- 
gen, welche  öfter  gerade  auf  den  am  vollkommensten  ausgebildeten 
Flächen  mancher  Krystalle  auflreten , während  die  umliegenden  Flä- 
chen stärkere  Spannungen  zeigen,  ist  wohl  meist  eine  Folge  davon, 
dass  diese  Krystalle  im  Schaukasten  so  gelegen  haben , dass  eben 
jene  vollkommenen  Flächen  dem  Beschauer  und  somit  dem  Lichte  zu- 
gekehrt gewesen  und  in  ihrer  Erregbarkeit  geschwächt  worden  sind. 
Auf  einer  absichtlich  durch  zu  langes  und  starkes  Licht  geschwächten 
Fläche  stellt  sich  selbst  durch  jahrelanges  Aufbewahren  im  Dunkeln 
die  frühere  Empfindlichkeit  nicht  wieder  her. 

Mit  der  Betheiligung  des  Farbstoffes  bei  der  Erregung  der  Elek- 
tricität  steht  auch  der  vorhin  angeführte  Umstand , dass  nach  dem 
Entfernen  der  durch  Belichtung  erzeugten  Elektricität  beim  Stehen 
im  Dunkeln  keine  Umkehrung  in  die  entgegensetzte  Polarität  eintritt, 
in  Verbindung. 

Durch  eine  massige  Erhitzung  der  Flussspathkrystalle  wird  die 
photoeleklrische  Erregbarkeit  derselben  erhöht.  Bereits  eine  Erhitz- 
ung bis  80°  C.  wirkt  in  dieser  Beziehung  gUnstig,  noch  mehr  eine 
Erhitzung  bis  130  oder  150"  C.  Eine  sehr  viel  höhere  Temperatur 
muss  selbstverständlich  die  photoelektrische  Eigenschaft  zerstören ; 
es  wäre  selbst  möglich,  dass  schon  bei  der  öfter  angewandten  Tem- 
peratur von  180°C.  die  Grenze,  bei  welcher  die  Erregbarkeit  am 
meisten  erhöht  wird,  bereits  etwas  überschritten  ist. 

Dabei  bleibt  es  fraglich,  ob  auch  bei  frisch  aus  der  Grube  ge- 
nommenen, dem  Lichte  noch  nicht  preisgegebenen  und  dadurch  in 
ihrer  photoeleklrischen  Eigenschaft  noch  nicht  geschwächten  Fluss- 
spathkrystallen  eine  Erhitzung  bis  150"  ebenfalls  die  Erregbarkeit 
durch  das  Licht  zu  erhöhen  vermag,  oder  ob  nur  auf  bereits  ge- 
schwächten Krystallflächen  der  Zustand  mehr  oder  weniger  angenä- 
hert vviederhergestelll  wird,  wie  er  ursprünglich  auf  dieser  Fläche 
bestand.  Es  hat  mir  wenigstens  den  Eindruck  gemacht,  als  ob  auf 
frischen  Bruchffächen  durch  eine  Erhitzung  die  photoelektrische  Er- 
regbarkeit nicht  wesentlich  erhöht  werde. 

Die  Masse  der  Flussspathkrystalle  und  ebenso  ihre  Oberfläche 
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isolirt  vorlrciriicli  mul  liiill  die  elektrische  Ladung  ungemein  lange. 
Dieses  Verhalten  der  Oberfläche  hiingt  wohl  mit  dem  Imstande  zu- 
sammen, dass  dieselbe  vorn  Wasser  nicht  benetzt  wird. 


Thcrmoelektricilät. 

Durch  die  Verschiedenheit  zwischen  den  Ecken-  und  Flächen- 
axen  der  Flussspalhkrystalle  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  dass  auf 
ihrer  Oberfläche  durch  Tempcraturünderungen  elektrische  Spannungen 
auflrclcn,  und  zwar  folgen  diese  elektrischen  Y'orgänge  dem  bei  allen 
thermoelektrischen  Krystallen  ausnahmelos  bewahrheiteten  Gesetze, 
dass  die  Polaritäten  bei  sinkender  Temperatur  gerade  die  entgegen- 
gesetzten sind  als  bei  steigender. 

Beim  Steigen  der  Temperatur  stimmen  nun  die  auf  der  Ober- 
fläche der  Flussspalhkrystalle  entstehenden  elektrischen  Spannungen 
in  ihrem  Vorzeichen  mit  den  durch  die  Belichtung  hervorgerufenen 
Uberein. 

Beim  Sinken  der  Temperatur  verwandeln  sich  diese  von  der 
Erhitzung  erzeugten  Elektricityten  in  die  entgegengesetzten;  die  beim 
Erkalteu  auflrctcnden  Spannungen  sind  also  sowohl  den  durch  die 
Steigerung  der  Temperatur  als  auch  den  durch  die  Belichtung  ent- 
stehenden entgegengesetzt. 

Obwohl  nun  die  durch  die  Belichtung  und  die  durch  Erhöhung 
der  Temperatur  hervorgerufenen  elektrischen  Spannungen  in  ihrem 
Vorzeichen  Ubereinstimmen,  so  muss  ihre  Entstehung  doch  auf  ver- 
schiedenen Vorgängen  beruhen,  oder  wenn  sie  durch  denselben  Vor- 
gang erzeugt  werden,  so  muss  solcher  durch  die  Belichtung  einen 
vollständigen  Abschluss  linden,  während  derselbe,  wenn  er  durch 
die  Steigerung  der  Temperatur  entstanden  ist,  nicht  abschliesst,  son- 
dern bei  dem  Sinken  derselben  wieder  zurückgeht;  denn  die  bei 
steigender  Temperatur  auftretenden  Polaritäten  kehren  sich  bei  dem 
Erkalten  um,  während  nach  der  Belichtung  die  entgegengesetzten  Elek- 
Iricitälen  im  Dunkeln  nicht  erscheinen. 

Bei  den  durch  das  Licht  stark  erregbaren  Flussspäthen  ruft 
auch  die  Temperaluränderung  eine  ziemlich  starke  elektrische  Pola- 
rität hervor;  sie  ist  bei  diesen  Krystallen  jedoch  stets  schwächer  als 
die  durch  das  Licht  erzeugbare. 
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Bei  manchen  durch  das  Licht  weniger  erregbaren  Krystallen 
sind  dagegen  die  thermoelektrischen  Spannungen  grösser  als  die 
photoelektrischen ; dies  tritt  ein  bei  manchen  Flüchen  der  griluen 
und  sapphirblauen  Krystalle,  bei  denen  jedoch  wahrscheinlich  die 
Empfindlichkeit  gegen  das  Lieht  durch  vorhergegangene  schädigende 
Einwirkungen  geschwächt  worden  ist.  Durchweg  die  photoelcktri- 
schen  an  Stärke  überlreffend  zeigen  sich  aber  die  thermoelektrischen 
Spannungen  auf  den  braunrölhlichen  oder  braunvioletten  Kristallen, 
welche  im  Sonnenlichte  gar  nicht  und  nur  durch  das  elektrische 
Kohlenlicht  cinigermassen  elektrisch  werden.  Auch  bei  den  fast 
farblosen  Krystallen  von  Stolberg  am  Harz  sind  öfter  die  thermo- 
elektrischen Spannungen  starker  als  die  photoelektrischen. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich  nun  sofort  die  Ycrlhcilung 
der  thermoelektrischen  Polaritäten  auf  der  Obcrllüche  der  Flussspalh- 
krystalle. 

Bei  steigender  Temperatur  sind  ebenso  wie  beim  Belichten  die 
.Mitten  der  Wilrfelflttchen  negativ;  diese  negative  Spannung  nimmt 
von  hier  aus  nach  den  Kündern  und  namentlich  nach  den  Ecken 
hin  ab.  Sehr  oll  zeigt  die  ganze  Fläche  negative  Polarität. 

Auf  anderen,  namentlich  grösseren  Krystallen  treten,  entspre- 
chend den  Vorgängen  beim  Belichten,  an  den  Ecken,  und  wohl 
auch  noch  an  den  Rändern  positive  Spannungen  hervor. 

Beim  Erkalten  sind  die  Polaritäten  die  gerade  entgegengesetz- 
ten ; die  Mitten  der  Flächen  zeigen  positive  Elektricität , abnehmend 
nach  den  Rändern  und  den  Ecken.  Letztere  zeigen  entweder  noch 
schwache  positive  Elektricität  oder  tragen  negative  Spannungen.  Diese 
negativen  Spannungen  sind  oft  zu  schwach,  um  bei  ganzer  freier 
Fläche  wahrgenommen  zu  werden ; durch  Bedecken  der  mittleren 
positiven  Theile  können  sie  sichtbar  gemacht  werden. 

Wenn  die  Grenzen  zwischen  den  positiven  und  negativen  Be- 
reichen auf  den  Flächen  bei  der  Belichtung  öfter  etwas  anders  ver- 
laufen als  bei  der  Abkühlung,  oder  die  Verhältnisse  zwischen  den  In- 
tensitäten in  beiden  Fällen  nicht  genau  dieselben  sind,  so  wird  diese 
Abweichung  dadurch  bedingt,  dass  die  Belichtung  den  Krystall  in  an- 
derer Weise  trifft  als  die  Abkühlung,  wie  ja  solche  Schwankungen 
selbst  bei  verschiedenen  Bestrahlungen  bereits  erwähnt  wurden. 
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Auf  den  Flächen , welche  durch  Abbrechen  der  Krystalle  von 
ihrer  Unterlage  entstanden  sind,  mögen  sie  unregelmässig  verlaufende 
Bruchflächen  oder  Stücke  von  ebenen  Durchgängen  sein,  erscheint 
bei  steigender  Temperatur  positive,  bei  sinkender  negative  Polarität. 

Die  beim  Erkalten  hervorlretenden  elektrischen  Spannungen 
werden  stärker,  wenn  die  vorhergehende  Temperatursteigerung  eine 
höhere  war,  wenigstens  innerhalb  der  Grenze  bis  150°  C. 
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I.  Einleitung. 

Im  Jahre  1 80 5 wurde  die  Längendifferenz  zwischen  der  Stern- 
warte in  Leipzig  und  der  geodätischen  Station  Laaer  Berg  bei  Wien 
von  Herrn  Professor  E.  Weiss  und  mir  durch  Zeildberlragung  auf 
telegraphischem  Wege  ermittelt  und  die  Differenz  zwischen  dem  Laaer 
Berg  und  der  alten  Sternwarte  in  Wien  auf  dem  Akademiegebäude 
am  (Jniversitälsplalze  auf  geodätischem  Wege  bestimmt,  und  konnte 
ich  im  Jahre  ISf>(>  in  Btl.  XV  dieser  »Abhandlungen«  das  Besullat  der 
Bestimmung  der  Längendifferenz  \orlegcn. 

Als  Herr  Th.  von  Oppolzer  die  Leitung  der  astronomischen 
Arbeiten  der  k.  k Österreichischen  Gradmessung  Übernommen  halle, 
und  die  neue  Sternwarte  in  Wien  ausserhalb  der  Stadl  auf  der  alten 
Tilrkenschanze  erbaut  wurde,  schien  es  ihm,  obwohl  er  die  Längen- 
differenz zwischen  dem  Laaer  Berge  und  der  Tilrkenschanze  auch 
auf  astronomischem  Wege  ermittelte,  doch  von  grosser  Wichtigkeit, 
von  Neuem  die  neue  Sterwarle  direct  mit  den  Sternwarten  in  Berlin 
und  Leipzig  zu  verbinden.  Ich  konnte  mich  dieser  Ansicht  nur  an- 
schliessen,  denn  bei  der  Bestimmung  zwischen  mir  und  Professor 
Weiss  waren  die  Beobachtungen  mit  Auge  und  Ohr  ausgeftihrl  und 
die  Uhren  unter  einander  durch  Uoineidenzen  mit  telegraphisch  ge- 
gebenen Signalen  verglichen.  Auch  die  persönliche  Gleichung  zeigte 
sich  ziemlich  schwankend;  sie  war,  da  ein  Wechsel  der  Beobachter 
nicht  slattgefunden  hatte,  vor  der  eigentlichen  Längenheslimmung  an 
dem  leipziger  und  nach  derselben  an  dem  Wiener  Instrument  er- 
mittelt und  für  Sterne  von  verschiedener  Ücclinution  verschieden 
gefunden. 

Die  Wiederholung  nach  der  Methode  des  Rcgistrirens , sowohl 

«#• 
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der  Zeitbestimmungen  als  auch  der  Signale,  und  211  einer  andern 
Jahreszeit  und  von  andern  Beobachtern,  welche  die  Stationen  wechsel- 
ten, war  daher  zugleich  eine  (iontrolle  für  die  Sicherheit  der  früher 
angewandten  Methode.  Das  neu  erhaltene  Resultat  stimm!  mit  dem 
früheren  bis  auf  0.‘03,  also  innerhalb  der  wahrscheinlichen  Fehler, 
Uberein,  und  ist  dadurch  wiederum  nicht  nur  «'in  Beweis  für  die 
Genauigkeit  der  Bestimmung  der  l.imgemlilferenz  auf  telegraphischem 
Wege  überhaupt  als  auch  dafür  geliefert,  dass  die  verschiedenen 
Methoden  zu  denselben  Werthen  fuhren,  wenn  nur  die  nölhigen  Vor- 
sichlsmassregeln  und  die  erforderliche  Sorgfalt  angewandt  wird. 

Die  Beobachtungen  wurden  im  Jahre  1875  ausgeführt  in  der 
Zeit  vom  7.  October  bis  zum  23.  November,  und  zwar  war  es,  da 
das  Wetter  ziemlich  unbeständig,  nur  October  8,  9 und  19,  No- 
vember 2,  3,  4,  14  und  16  an  beiden  Stationen  gleichzeitig  klar, 
wahrend  October  7 und  November  23  nur  in  Wien  Beobachtungen 
gelangen,  die  aber  als  einseitig  nicht  benutzt  wurden.  Die  Beob- 
achter waren  der  erste  Observator  der  Leipziger  Sternwarte  Herr 
Br.  Weinek  und  der  Observator  der  k.  k.  Österreichischen  Grad- 
messung  Herr  Oberlieutenanl  Bitter  von  Steel».  October  8,  9, 
November  I 4 und  |6  beobachtete  Ersterer  in  Leipzig,  Letzterer  in 
Wien;  October  19,  November  2,  3,  4 Weinek  in  Wien,  von  Sleeb 
in  Leipzig. 

Die  Instrumente  waren  beide  vollständig  gleich  und  zwar  Pas- 
sageninstrumente mit  gebrochenem  Fernrohr  von  68  mm  OefTnung  und 
87  cm  Brennweite  aus  der  Werkstatt  von  Pi  stör  & Martins  in 
Berlin,  ganz  dieselben  Instrumente,  welche  im  Jahre  1865  zur  Ver- 
wendung kamen.  Beobachtet  wurde  immer  mit  der  slürkslen,  der 
90  fachen  Vergrosserung. 

Die  Begistrirappaiate  waren  nach  dem  9.  October  ganz  gleiche 
von  Mayer  & Wolf  in  Wien  und  gehören  beide,  sowie  die  Schalt- 
bretter mit  den  Beiais,  Boussolen  und  Widerständen,  der  k.  k.  öster- 
reichischen Gradmcssung.  Die  Signalstifte  der  Registrirapparate  sind 
fetlernde  und  in  feine  Spitzen  auslaufendc  Glasröhrchen,  welche  zum 
Markiren  der  Signale  mit  einem  Anilinfarhslotr  gelullt  werden.  Zwi- 
schen den  Signalen  von  den  Localuhren  und  den  Localtaslern , mit 
welchen  die  Durchgänge  der  Sterne  und  auch  die  Signale  registrirl 
wurden,  ist  die  sogenannte  Parallaxe,  d.  i.  die  Differenz  zwischen  den 
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Markirungen  der  beiden  Glasröhrchen , wenn  Iteidc  gleichzeitig  in 
Bewegung  gesetzt  werden,  ermittelt  worden. 

Die  Parallaxe  anzubringen  wiire  unnöthig,  wenn  sic  immer 
dieselbe  ftir  alle  Signale  bliebe.  Die  Glasröhrchen  mtlssen  jedoch  öfter 
heraiisgenominen  und  gereinigt  werden , und  da  bei  dem  Einsetzen 
nicht  immer  dieselbe  Stellung  wieder  zu  erhallen,  ist  die  Parallaxe 
etwas  veränderlich  und  muss  daher  berücksichtigt  werden. 

An  den  ersten  beiden  Abenden  wurde  in  Leipzig  der  Regislrir- 
apparal  von  Aus  fehl  nach  llansen’scher  Conslruction  — siehe  die 
Litngenhcslimnmng  zwischen  Leipzig  und  Gotha,  Leipzig  1865  — ge- 
braucht, bei  welchem  die  Signale  durch  .Metall-Stifte  in  den  Papier- 
slreifen  hineingeschlagen  werden.  Da  die  Stifte  fest  an  Heimln  an- 
gebracht sind  und  nie  herausgenommen  werden , ist  die  Differenz 
zwischen  den  Signalen  der  beiden  Stifte,  wenn  dieselben  gleichzeitig 
gegeben  werden,  immer  dieselbe,  und  daher  war  die  Anbringung 
einer  Parallaxe  für  die  ersten  Abende  in  Leipzig  unnölhig. 

Die  Instrumente  sind  schon  anderweitig  beschrieben;  so  die 
Passageniustrumenle  in  der  Ltingenbestimmung  Berlin-Lund,  die  Ke- 
gislrirappnralc  von  C.  von  Liltrow,  das  Schallbrett  von  Herrn 
von  Oppolzer  in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie 
Band  LII  und  LXIX. 

Die  kaiserlich  deutsche  und  auch  die  k.  k.  österreichische 
Generaldirection  der  Telegraphen  gestatteten  mit  der  grössten  Libe- 
ralität die  unentgeltliche  Benutzung  directer  Telegraphenleilungen  in 
den  Nachtstunden  und  gewahrten  jede  erforderliche  Hilfe,  wofür  den 
schuldigen  Dank  hier  auszusprechen  mir  zu  besonderer  Freude  gereicht. 


II.  Das  Beobachtungsprogramm. 

Herr  von  Oppolzer  hat  ftir  seine  Längenbeslimmungen  eine 
Anzahl  von  zu  beobachtenden  Sternen  zusanmiengcstelll  und  nennt 
einen  Satz  von  7 — 10  aufeinander  folgenden  Sternen  eine  Zeit- 
bestimmung. 

Es  folgen  zuerst  3 — 4 Sterne  nicht  schwacher  als  6.  Grösse 
und  nicht  zu  weit  vom  Aequalor  entfernt,  die  in  Intervallen  von 
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3 — 5 Zeitminuten  nach  einander  culminircn,  dann  ein  Polstern,  hei 
dessen  Kulmination  eingelegt  wird,  und  alsdann  wieder  3 — 5 Sterne 
wie  vorhin.  Vor  Anfang  der  Beobachtung  mul  besonders  vor  der 
Umlegung  wurde  nivellirl  und  nach  der  Umlegung  ebenfalls,  und 
kommen  sowohl  in  Leipzig  als  in  Wien  auf  jede  Zeitbestimmung  im 
Durchschnitt  zwischen  3 und  4 Nivcllirungen. 

Die  dem  Acquutor  nahen  Sterne,  die  sogenannten  Zeilsterne, 
sind  ferner  so  gewühlt,  dass  ihre  mittlere  Zenithdislanz  nach  Süden 
nahe  eben  so  gross  ist,  als  die  Zenithdistanz  der  Polslerne  nach 
Norden.  Es  betrug  z.  B.  die  mittlere  Zenithdislanz  der  Polsterne 
filr  Leipzig  38°,  für  Wien  41°,  die  der  Zeilsterne  für  Leipzig  47°, 
für  Wien  44".  Durch  gleiche  Zenilhdistanzen  wird  ein  Theil  der 
noch  etwa  vorhandenen  lnstrumcntalfchlcr  eliminirt. 

An  jedem  Abend  wurden  zweimal  Zeilsignale  von  Leipzig  nach 
Wien  und  umgekehrt  registrirl  und  zwar  vor  den  Sternbeobachlungen 
und  nach  denselben,  so  dass  das  Mittel  aus  den  Zeitsignalcu  jedes- 
mal nahe  zusammenfüllt  mit  dem  Mittel  aus  den  Slernbeobachtungen. 
Ks  war  vorher  ausgemacht,  dass  nach  vorherigem  Anrufen  und  Pro- 
hiren  von  jeder  Station  viermal  je  1«  Signale  in  Intervallen  von 
circa  I '/*  Secundo  gegeben  werden  sollten.  Es  wurden  ferner  lw»i 
dem  Geben  dieser  Signale  Widerstünde  benutzt,  so  dass  der  abgehende 
und  ankommende  Strom  nahe  gleich  stark  war  und  konnten  mit  dem 
von  Herrn  von  Oppolzer  beschriebenen  Schallbretl  die  erforder- 
lichen Stromstärken  sehr  schnell  und  hcipicm  eingestellt  werden. 
Die  Stromstärken  selbst  wurden  an  Bussolen  gemessen  und  möglichst 
jede  Aeuderung  in  der  Empfindlichkeit  der  Kelais  vermieden.  Die 
Kegislrirapparale  standen  mit  den  empfindlichen  Beiais  in  unmittel- 
barer Verbindung. 

Wegen  des  unbeständigen  Wellers  in  der  schon  vorgeschrittenen 
Jahreszeit  wurde  zur  Hegel  gemacht , von  den  in  der  folgenden  Ta- 
belle 1 enthaltenen  in  sechs  Gruppen  getheillen  Sternen  womöglich 
drei  Gruppen  gleichzeitig  zu  beobachten  und  musste  sich  die  Reihen- 
folge der  Grup|>en  nach  dem  Wetter  richten.  Aus  der  Tabelle  er- 
sieht man,  welche  Sterne  an  beiden  Orten  gleichzeitig  beobachtet 
werden  konnten.  Das  Zeichen  » bedeutet:  beobachtet,  das  Fehlen 
jedes  Zeichens  bedeutet:  nicht  beobachtet.  .Man  sieht,  dass  im 
Durchschnitt  auf  beiden  Stationen  gleichzeitig  an  jedem  der  acht 
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Abende  nahe  drei  Zeitbestimmungen  mit  etwa  zwanzig  gemeinsamen 
Sternen  und  drei  Polsternen  enthalten  sind.  Das  Beobachtungssehema 
lasst  sich  daher  dahin  zusammenfassen : 


Beobachtungssehema. 


Signalwechsel  (von  jeder  Station  viermal  16  Signale;. 


Erste  Zeitbestimmung 
mit  Umlegung. 

Zweite  Zeitbestimmung 
mit  Umlegung. 

Dritte  Zeitbestimmung 
mit  Umlegung. 


Zweimal  nivellirt  vor, 

zweimal  nivellirt  nach  der  Umlegung. 

Zweimal  nivellirt  vor, 

zweimal  nivellirt  nach  der  Umlegung. 

Zweimal  nivellirt  vor, 

zweimal  nivellirt  nach  der  Umlegung. 


Signal  Wechsel  (von  jeder  Station  viermal  16  Signale). 


ln  der  Ucbersichl  der  Beobachtungen  in  Tabelle  1 enthalt  die 
erste  Columne  die  angenommenen  mittleren  Oerter  der  beobachteten 
Sterne  für  1875,0.  Dieselben  wurden  dem  provisorischen  Kataloge 
des  Herrn  von  Oppolzer  entnommen,  denn  die  Positionen  halten 
auf  die  Endresultate , da  auf  beiden  Stationen  dieselben  Sterne  zur 
Ableitung  der  Langcndiflerenz  benutzt  sind,  keinen  Einfluss.  Der 
provisorische  Katalog  bezieht  sich,  was  die  Zeitsterne  anbetrifl't,  auf 
das  Newcomb’sche  Verzeichniss  der  M as  ke  I y ne 'sehen  Sterne. 
Die  in  demselben  nicht  enthaltenen  Sterne  sind  dem  Pulkowaer 
Katalog,  dem  Nautical  Almanac  (1875)  und  der  Connaissance  des 
Temps  (1875)  entnommen  und  als  Keduction  auf  das  gewählte 
System  angenommen : 

für  den  Pulkowaer  Katalog:  -t-0."019  , 

» » Nautical  Almanac: 

-I-  0M)29  + 0f015cos«  — 0.'009  sin«  — 01009  5^=^°  , 

» die  Oonnaissance  des  Temps: 

JAO 

-t-  orou  -+-  0:020  cos«  — oroai  sin«  -I-  0:0045  J0„  ■ 


Digitized  by  Google 


288 


C.  lilUHNs,  Neil  ItKMIMMI'Mi 


8 


Talipllc  I.  l'cbersieht  der  erhaltenen 


Slerne 

s 

S 

AK  «175,0. 

Deel. 

«75, o 

October  8 

Wien  | I.oip'ig 
Ht«+b  Wriürk 

October  9 

Wi«*n  1 Leiiizie 

Hlwb  HVit.cL 

23  llovelii 

6 

20h 46" 

59:10 

+ 4"  56/7 

ft 

0 

;i  Caprieumi 

5 

20 

20 

9,88 

— (8 

37.2 

“ 

» 

|69  Aquilaei 

5 

20 

23 

7.05 

— 3 

18.0 

• 

Polslern  K ().  C.) 

f>.8 

20 

34 

38.17 

-1-81 

0.5 

» 

15  Dolpliini] 

6 

20 

43 

10.40 

-1-12 

4.8 

» 

/<  Aquarii 

5 

20 

45 

54.08 

- 9 

27.1 

ft 

Hi  llelphitii 

6 

20 

4« 

40.75 

+ 12 

5.5 

n 

0 Capricorni 

4 

20 

58 

55.40 

-47 

43.7 

ft 

n 

n 

61 1 Cygni 

6 

21 

1 

17.62 

+ 38 

8.1 

u 

n 

61  ü Cygni 

6 

21 

1 

19.12 

+ 38 

8.1 

ft 

y Im)  im  Um 

5 

21 

4 

15.83 

+ 9 

37.7 

* 

• 

ft 

i» 

« Equulei 

4 

21 

!l 

34.49 

+ 4 

43.9 

» 

■ 

ft 

* 

Polstern  F (U.  C.) 

4.4 

9 

19 

5.66 

+ 81 

52.5 

• 

M 

n 

|t  Capricorni) 

5 

21 

30 

4.72 

— 20 

1.5 

ft 

m 

» 

•• 

<1  Aquarii 

6 

21 

33 

12.71 

+ 1 

41.0 

» 

» 

ft 

ft 

i Pegasi 

2 

21 

38 

2.83 

+ 9 

18.2 

i» 

n 

II 

» 

16  Pegasi 

5 

21 

47 

22.54 

+ 25 

20.3 

» 

ft 

« Ai|uarii 

3 

21 

59 

21.80 

— 0 

55.6 

* 

ft 

0 Pegasi 

3 

22 

3 

53.67 

-f-  5 

35.0 

» 

M 

» 

« 

[ 4 1 Aquarii 

6 

22 

7 

23.63 

-21 

41.7 

ft 

D 

ft 

• 

0 Aquarii 

4 

22 

10 

14.21 

— 8 

24.3 

ii 

» 

ft 

* 

Polstern  l.  (0.  C.) 

5.3 

22 

22 

57.22 

*4-  Ho 

28.7 

i» 

ft 

ft 

» 

C Pegasi 

3 

22 

35 

13.66 

+ 10 

10.8 

» 

ft 

• 

» 

168  Aquarii] 

6 

22 

40 

50.14 

— 20 

15.9 

» 

0 

ft 

* 

i.  Aquarii 

4 

22 

46 

5.52 

— 8 

14.7 

ft 

ft 

» 

M 

a Piseis  atislrini 

1 

22 

50 

44.39 

-30 

17.1 

ft 

n Pegasi 

2 

22 

58 

32.13 

+ 14 

32.0 

» 

[58  Pegasi] 

5 

23 

3 

43.86 

+ 9 

8.7 

I» 

II 

\ip  Aquarii) 

4 

23 

7 

50.88 

— 6 

43.4 

M 

ft 

y Piscinni 

4 

23 

10 

41.12 

+ 2 

36.0 

n 

ft 

Polstern  Sl  0.  C.) 

5.8 

23 

27 

50.31 

+ 86 

37.1 

» 

B 

21  Pisciuni] 

6 

23 

43 

3.44 

+ 0 

23.0 

n 

» 

[i f Pegasi1 

6 

23 

46 

7.84 

+ 18 

25.6 

■ 

» 

m Piseiuin 

4 

23 

52 

53.57 

+ 6 

10.3 

» 

ft 

u Androinedae 

2 

0 

1 

55.76 

+ 28 

24.0 

» 

y Pegasi 

3 

0 

6 

48.04 

+ 14 

29.3 

12  Ceti 

6 

0 

23 

39.58 

- 4 

38.9 

[55  Pisciuni] 

0 

0 

33 

20.92 

+ 20 

45.1 

fl  Ceti 

2 

0 

37 

18.84 

— 18 

40.4 

58  Piscimn] 

5 

0 

40 

30.31 

+ 11 

17.5 

Polstern  A (0.  C. 

4.8 

0 

52 

4.07 

+ 85 

35.1 

[■?  Ceti[ 

3 

1 

2 

17.98 

-10 

50.7 

</■  Piseiuin 

5 

1 

6 

57.87 

+ 23 

55.3 

[/■piseium| 

5 

1 

11 

21.08 

+ 2 

57.3 

ij  Piseiuin 

4 

1 

24 

47.78 

+ 14 

42.0 

l»  Piseiuin] 

6 

1 

30 

28.42 

+ 11 

30.1 

v Pisciuni 

5 

34 

55.62 

+ 4 

51.3 

Polstern  G (U.  C.) 

6.3 

13 

46 

0.31 

+ 83 

22.8 

[60  Ceti) 

6 

1 

56 

47.06 

— 0 

28.5 

« Arietis 

2 

2 

0 

7.80 

+ 22 

52.2 

[15  Arietis] 

6 

2 

3 

42.09 

+ 18 

54.6 

67  Ceti 

6 

2 

10 

44.95 

- 6 

59.9 

Ceti 

4 

2 

21 

30.86 

+ 7 

53.9 
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Ben  Im  r li  I u n k e n in  I.  eipz  ijz  und  Wien. 


Oclober  19  1 

November  i 1 

November  3 1 

November  * 1 

1 November  14  1 

November  16 

L*ip*if{  1 

Wirn 

Wirn 

Lpi|ix>tf 

Wien 

L«ip*ig  ! 

Wim  1 

Wim  [ 

Leipzig 

Wim  f 

Leipzig 

Stroh  | 

Wrinrk 

Stroh  j 

Weinek 

Streb 

Weinrk 

Stroh  l Weinrk  | 

Streb 

Weinrk 

Streb  I 

Weinrk 

i 

0 
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» 

. ! 

» 

0 

1 

0 

0 

1» 

m 

0 

0 

0 

o 

n 

» 

0 

0 

0 

» 

0 

0 

i» 
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0 

» 
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9 
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n 
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0 
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0 

n 

0 
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Die  Slerne,  deren  Namen  in  Klainmern  gesetzt  sind,  wurden 
aus  minder  genauen  Katalogen  entlehnt,  doch  sind  die  Positionen  von 
diesen  auch  im  Mittel  innerhalb  0J05  sicher. 

Kür  61  Cygni  ist  die  Parallaxe  (0!’45)  berücksichtigt,  und  als 
Correction  für  dieselbe  sind  folgende  VVerlhe  an  die  scheinbaren 
Oerter  des  Sternes  angebracht : 

September  28. ö . . . 0“029 
October  1 8.5  ....  0.035 
November  7,6  ....  0.037 

Die  Positionen  der  mit  den  Buchstaben  K,  F,  L,  M,  A und  G 
bezeichneten  Polsternc  sind  dem  Alb  rech  t’schen  Verzeichniss  im 
»tienerallterichl  über  die  Europäische  Graduiessung  1873«  entnommen. 
An  diesellien  sind  aber  noch  hei  Berechnung  der  scheinbaren  Oerter 
Gorrectionen  angebracht,  welche  Herr  Dr.  Becker  am  Berliner  Me- 
ridiankreis bestimmt  hat.  Der  Polstern  A ist  identisch  mit  dem  Stern 
Nr.  344  der  Anhaltslerne  in  der  »Vierteljahrschrift  der  Astronomischen 
Gesellschaft«  und  stimmt  die  mit  der  Becker'schen  Correction  folgende 
Position  mit  der  der  »Vierteljahrschrift«  bis  auf  — 0J03  überein. 


III.  Die  scheinbaren  Oerter  der  beobachteten 
Sterne. 

Die  scheinbaren  Oerter  der  Sterne  sind  nach  den  Op  pol /.er- 
sehen Hulfstafeln,  in  welchen  für  jeden  Stern  die  Hülfsgrtissen  Inga, 
log b,  löge,  logrf  angegeben  sind,  berechnet.  Bei  den  Polsternen 
sind  die  Mondglieder,  wo  es  nölhig  war,  berücksichtigt.  Die  von 
Ür.  Becker  bestimmten  Correetionen  der  Polsternpositionen  nach 
Op  pol  zer’s  provisorischem  Katalog  sind: 

Correction  in  AR. 

Polstern  A + 0;21 
» F 0.33 

» (i  —0.82 

» K -0.07 

» I.  +0.24 

» M +0.03 

Die  angewandten  scheinbaren  Oerter  sind  in  Tabelle  II  enthalten. 
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Tabelle  II.  Scheinbare  Oerter  der  beobachteten  Sterne. 


Sterne 

Oct.  8 

O» 

O 

2 

X. 

9« 

C 

•/: 

« 

C 

z 

Nov.  * 

C 

JC 

<o 

► 

c 

Z 

83  llcvclii] 

20h 17“ 

1758 

1:20 

1M9 

i:i8 

1:03 

;r  CaprieorniJ 

80 

20 

12.88 

12.48 

12.47 

69  A(|uilae| 

80 

23 

9.74 

9.35 

9.34 

9.20 

15  Uclphini 

30 

43 

42.89 

42:72 

42.49 

42.48 

42:31 

fi  Aipiarii 

80 

45 

57.58 

57.42 

57.21 

57.20 

57.04 

16  Dclpliini 

30 

49 

43.27 

43.10 

42.88 

42.87 

42.69 

0 Capricorni 

20 

58 

58.28 

58:27 

58.12 

57.91 

57.91 

57.89 

57.74 

61 1 Cjgni 

31 

1 

49.94 

19.92 

19.72 

19.43 

19.41 

19.39 

19.18 

64  2 Cvgni 

31 

4 

21.44 

21.42 

21.22 

20.93 

20.91 

20.89 

20.68 

y Equulci] 

31 

4 

18.47 

18.46 

18.31 

18.1 1 

18.10 

18.08 

17.93 

17.92 

« Kipmlei 

31 

9 

37.25 

37.24 

37.09 

36.89 

36.88 

36.87 

36.72 

36.71 

i Capricorni 

81 

30 

8.10 

8.09 

7.95 

7.75 

7.74 

7.72 

7.57 

[d  Aipiarii] 

31 

33 

15.63 

1 5 . 62 

15.49 

15.31 

15.30 

15.29 

15.14 

15.13 

£ Pegasi 

31 

38 

5.64 

5.63 

5.50 

5.31 

5.30 

5.29 

5.14 

5.13 

\ 6 Pegasi 

31 

47 

25.14 

25.13 

24.98 

24.77 

24.75 

24.74 

24.58 

24.56 

a Aipiarii 

31 

59 

24.88 

24.87 

24.74 

24.59 

24.58 

24.56 

24.43 

24.42 

0 Pegasi 

22 

3 

56.67 

56.66 

56.55 

56.38 

56.37 

56.36 

56.23 

56.21 

41  Aipiarii 

22 

7 

27.19 

27.49 

27.07 

26.89 

26.88 

26.87 

26.72 

26.70 

H Aipiarii 

28 

10 

17.48 

17.47 

17.36 

17.20 

17.19 

17.18 

17.04 

17.03 

£ Pegasi 

33 

35 

16.70 

16.70 

16.61 

16.46 

16.46 

16.45 

16.32 

<6.31 

58  Aquarii 

22 

40 

53.75 

53.75 

53.65 

53.50 

53.49 

53.49 

53.35 

53.33 

K Aipiarii 

22 

46 

8.89 

8.88 

8.80 

8.67 

8.66 

8.66 

8.53 

8.52 

« l’iscis  austr. 

22 

50 

48.33 

48.23 

48.07 

48.05 

48.04 

47.89 

47.88 

a Pegasi 

22 

58 

35.21 

35.13 

35.01 

35.00 

34.99 

34.87 

34.86 

58  Pegasi! 

23 

3 

47.02 

46.95 

46.84 

46.71 

46.70 

ip  Aipiarii] 

23 

7 

54.28 

54.21 

54.10 

53.98 

53.97 

y Piseium 

23 

10 

44.42 

44.36 

4 4.26 

44.14 

44.13 

21  Piseium 

23 

43 

6.81 

6.78 

6.70 

6.61 

6.60 

if  Pegasi  j 

23 

46 

1 1 .05 

11.03 

10.95 

10.85 

10.84 

w Piseium 

23 

52 

56.90 

56.89 

56.83 

56.74 

56.73 

a Andromedac 

0 

1 

59.00 

58.98 

58.92 

58.82 

58.82 

y Pegasi 

0 

6 

51.33 

51.29 

51.21 

51.21 

12  Ceti 

0 

23 

42.98 

42.98 

[55  Piseium} 

0 

33 

24.23 

24.23 

ji  Ceti 

0 

37 

22.46 

22.46 

[58  Piseium] 

0 

40 

33.68 

33.69 

(ij  Cetil 

1 

2 

21.58 

21.59 

<p  Piseium] 

1 

7 

1.39 

1.40 

[/'Piseium] 

4 

11 

24.62 

24.62 

ij  Piseium 

1 

24 

51.38 

\n  Piseium] 

1 

30 

32.04 

v Piseium 

1 

34 

59.24 

(61)  Ceti  1 

1 

56 

50.77 

a Arietis 

2 

0 

11.64 

[45  Arietis] 

2 

3 

45.90 

67  Ceti 

2 

40 

48.69 

P Ceti 

2 

21 

34.65 

Digitized  by  Google 


Hriios.  Neue  Kkstimmim> 


202 


12 


O» 

■*« 

n 

- 

<C 

Sterne 

Oct.  8 

o 1 o 

o 

’S. 

O 

's. 

> 

s. 

/. 

Polstern  K (0.  C.| 

40*34"36:I5 

34:57 

te::u 

34:15 

3o:fi7 

30:37 

» K (U.  C.) 

4t  lil  10. <17 

11:13  14.08 

15:10 

15.30 

15.50 

17.46 

17.07 

. LO.C.) 

44  44  58.53 

58.3t  57.35 

54.04 

53.76 

53.18 

50.8t 

50.28 

. M (O.C.) 

43  47 

58.97  57.37 

54.18 

50.77 

50.17 

..  A (O.C.) 

0 54 

14.38 

14.13 

» li(U.C.) 

t 45 

1 

54.4  t 

IV.  Ermittelung  der  Instrumental -Correctionen. 

Von  den  Instrumentalfehlern  wurde  die  Neigung  direcl  durch 
das  Niveau  ermittelt,  die  t'.ollimation  durch  Umlegung  des  Instrumentes 
und  das  Azimut  hergeleitel  aus  den  Beobachtungen  der  Polsterne  in 
Verbindung  mit  den  Zeitslernen  oder  in  Verbindung  mit  einer  vor- 
läufigen Uhrcorrection.  Da  immer  an  beiden  Stationen  dieselben 
Polsterne  beobachtet  und  zur  llerleitung  des  Azimutes  benutzt  und 
die  Coeflicienten  für  das  Azimut  an  beiden  Stationen  nur  wenig  ver- 
schieden sind,  haben  die  durch  Felder  in  den  Positionen  der  Polsterne 
hervorgebrachten  Unrichtigkeiten  im  Azimut  keinen  Einfluss  auf  das 
schliessliehe  Resultat. 

1.  Das  Instrument  in  Leipzig. 

a.  Die  Neigung. 

An  jedem  Abend  wurde  die  Neigung  nach  dem  Programm  neun 
bis  zwölf  Mal  bestimmt.  Das  sehr  gute  Niveau  ist  schon  bei  ähn- 
lichen Arbeiten  angewandt  und  hat  immer  eine  grosse  Uenauigkeit 
ergeben.  In  der  Libelle  befindet  sich  ein  Reservoir  und  konnte  da- 
her die  Blasenlänge  fast  immer  gleich  gehalten  werden.  Der  Werth 
eines  Thoiles  der  Libelle  ist  nach  vielfachen  Bestimmungen  genau 
wie  früher  zu 

OM  it 

ermittelt. 


Digitized  by  Google 


«1 


DER  La NGKMHFKKRKNZ  ZWISCHEN  LEIPZIG  INI)  WlEN. 


293 


Die  Correctiou  wegen  Ungleichheit  der  Za|)fen  ist  für  jeden 
Beobachter  nach  dessen  Ermittelungen  direct  angenommen.  Um  die 
Grosse:  Neigung  West  minus  Neigung  Ost,  zu  bestimmen,  sind  säuimt- 
liehe  Nivellirungen  benutzt,  und  um  von  einer  etwaigen,  von  der 
Zeit  abhängigen  Variation  der  Neigung  unabhUngig  zu  sein,  wurden 
durchweg  folgende  Combinationen  eingehalten  : Die  ersten  Neigungen 
in  der  Westlage  wurden  mit  den  nach  zweimaliger  Umlegung  ge- 
fundenen Neigungen  in  der  Westlage  zu  einem  Mittel  vereinigt  und 
ebenso  die  dazwischen  liegenden  Neigungen  in  der  üstlage,  so  dass 
die  Zeiten , für  welche  diese  Neigungen  als  gültig  gefunden  sind, 
fast  gleich  waren;  dann  wurde  die  Grösse  Neigung  West  minus 
Neigung  Ost  gebildet. 

Wenn  das  Gewicht  einer  Nivellirung  = I angenommen  wird, 
jenes  der  aufeinanderfolgenden  Mittel  p',  p",  z.  B.  2,  2,  3 fUr 

W’+W"  Om+  0”  H'v+  W’vl+  H'v,‘ 

2 ’ 8 * 3 


dann  ist  das  Gewicht  der  schliesslichen  Differenz,  West  — Ost 


V = 


iP'p"p'" 

ip'p'"-t-p"ip' 


■in 


= 1.41 


Herr  Weinek  fand  für  West  — Ost  bei  dem  Leipziger  Instrument 
-H  0!’472,  Herr  von  Steeb  +-0r336. 

Die  angeslellten  Nivellirungen  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
gegeben  und,  um  sic  mit  einander  vergleichen  zu  können,  sUmmllich 
auf  die  Kreislage  West  reducirt. 


Tabelle  III.  Beobachtete  Neigungen  in  Leipzig. 


Tag 

(Jbnceil 

Kreis  läge  j 

Neigung 

Neigung, 
i bezogen  auf 
; Kreis  West 

<875.  October  8 

20';  i 

w 

+ 0?44 

+ 0?440 

Beobachter 

20.  !i 

w 

+ 0.40 

+ 0.400 

Weinek 

20.9 

0 

+ 0.10 

+ 0.572 

2t. 3 

0 

— 0.21 

+ 0.262 

21.5 

w 

— 0.21 

— 0.210 

21.7 

w 

+ 0.10 

+ 0.400 

22.0 

w 

+ 0.075 

+ 0.075 

22.5 

0 

+ 0.175 

+ 0.647 

22.8 

1 

0 

1 1 

+ 0.29 

1 

+ 0.762 

Digitized  by  Google 


29  i 


C.  Bruhns,  Nrik  Bestimmung 


[1i 


Tug 

llhrzeit  | 

Kreistage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

1875.  Oetober  9 

20*9 

o 

+ 0f06 

+ 0r532 

Beobachter 

21.5 

w 

— 0.50 

— 0.500 

Weinek 

2t. 7 

w 

+ 0.44 

+ 0.440 

22.0 

w 

+ 0.14 

+ 0.140 

22.3 

w 

+ 0.55 

+ 0.550 

22.5 

0 

-0.05 

+ 0.422 

22.9 

0 

— 0.30 

+ 0.172 

23.3 

0 

— 0.85 

-0.378 

23.6 

w 

+ 0.01 

+ 0.010 

23.9 

w 

0.00 

0.000 

Oetober  19 

20.6 

0 

— 0.87 

-0.534 

Beobachter 

w 

— 0.92 

— 0.920 

Nun  Sleeb 

bis 

w 

-0.55 

-0.550 

w 

-0.25 

— 0.250 

2t.  3 

w 

— 0.02 

— 0.02« 

21.3 

o 

— 0.50 

— 0.164 

bis 

0 

-0.40 

— 0.064 

0 

— 0.15 

+ 0.186 

22. i 

ü 

— 0.72 

-0.384 

22.4 

W 

— 0.12 

-0.120 

bis 

\Y 

0.00 

0.000 

" 

0.00 

0.000 

23.5 

w 

+ 0.15 

+0.150 

23.5 

0 

— 0.20 

+ 0.136 

bis  23.9 

0 

— o.to 

+ 0,236 

November  2 

21.0 

w 

— 0.02 

— 0.020 

von  Steeb 

bis  2t  . 3 

w 

0.00 

! 0.000 

21 .3 

0 

— 0.52 

-0.184 

bis 

o 

— 0.35 

— 0.014 

0 

— 0.75 

-0.414 

22.4 

o 

— 0.80 

— 0.464 

22.4 

w 

-0.72 

-0.720 

bis 

\v 

— 0.07 

— 0.070 

w 

+ 0.15 

+ 0.150 

23.5 

\Y 

— 0.20 

— 0.200 

23.5 

0 

-0.52 

| —0.184 

bis  23.9 

o 

-0.40 

— 0.064 

November  3 

20.3 

0 

— 0.05 

+ 0.286 

von  Steeb 

bis  20.6 

0 

-0.52 

-0  184 
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Neigung, 

Tag 

Uhrzeit 

Kreistage 

Neigung 

bezogen  auf 
Kreis  West 

1875.  November  3 

2016 

w 

-0F30 

— 0P300 

Beobachter 

bis 

w 

+ 0.10 

+ 0.100 

von  Steeb 

w 

+ 0.15 

+ 0.150 

21.3 

w 

0.00 

0.000 

2t.  3 

0 

-0.32 

+ 0.016 

bis 

o 

— 0.50 

— 0.464 

o 

-0.22 

+ 0.416 

22.4 

o 

— 0.97 

— 0.634 

22.4 

w 

-0.20 

— 0.200 

bis  22.8 

w 

+ 0.27 

+ 0.270 

November  4 

20.3 

o 

-0.05 

+ 0.286 

von  Steel) 

bis  20.6 

0 

— 0.57 

— 0.234 

20.6 

w 

-0.25 

— 0.230 

bis 

w 

— 0.20 

-0.200 

w 

+ 0.37 

+ 0.370 

24.3 

w 

+ 0.47 

+ 0.470 

21.3 

o 

+ 0.07 

+ 0.406 

bis 

0 

-0.32 

+ 0.016 

0 

-0.37 

-0.034 

22.4 

o 

-0.35 

— 0.014 

22.4 

w 

+ 0.02 

+ 0.020 

bis  22.8 

w 

+ 0.02 

+ 0.020 

November  (4 

22.3 

w 

— 0.05 

-0.050 

Beobachter 

22.5 

0 

— 0.05 

+ 0.422 

Weinek 

23.0 

o 

— 0.10 

+ 0.372 

23.3 

0 

+ 0.05 

+ 0.522 

23.6 

w 

+ 0.20 

+ 0.200 

0.0 

w 

+ 0.59 

+ 0.590 

0.5 

w 

+ 0.86 

+ 0.860 

0.8 

w 

+ 0.975 

+ 0.975 

1.0 

o 

— 0.21 

+ 0.262 

1.3 

0 

0.00 

+ 0.472 

1.4 

w 

+ 0.44 

+ 0.440 

November  16 

2t. 2 

w 

+ 1.325 

+ 1.325 

Weinek 

21.4 

o 

+ 0.31 

+ 0.782 

21.9 

0 

0.00 

+ 0.472 

22.3 

0 

+ 0.425 

+ 0.597 

22.6 

\v 

+ 0.80 

+ 0.800 
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C.  Hrihnh,  Neuk  Hkstihming 


Tbk 

Uhrzeit 

! Kreistage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

1875.  November  IG 

23P0 

| 

w 

+ 0P775 

+ 0P775 

Beobachter 

23.3 

w 

+ 0.95 

+ 0.950 

Weinek 

23.7 

o 

+ 0.99 

+ 1 .002 

0.3 

0 

+ 0.70 

+ 1.172 

0.8 

0 

+ 0.19 

+ 0.602 

1.0 

w 

+ 0.875 

+ 0.875 

1.3 

w 

+ 0.94 

+ 0.940 

1.7 

w 

+ 1 .025 

+ 1.025 

1.9 

0 

+ 0.525 

+ 0.997 

2.3 

0 

! 

+ 0.275 

4-0.747 

Aus  diesen  Werthen  sind  aus  je  zwei,  drei  oder  vier  Neigungen 
die  Mittel  genommen  und  ist  hierbei  nicht  ganz  gleichmtissig  verfahren. 
Herr  Weinet  hat  nämlich,  da  die  resultirende  halbstündliche  Va- 
riation der  Neigung  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Neigungsermittelung 
liegt,  für  jede  Zeitbestimmung,  abgesehen  von  der  Correction  wegen 
Zapfenungleichheit,  nur  eine  Neigung  angenommen;  während  Herr 
von  Steeb  die  Neigung  ftlr  jede  Kreistage  getrennt  einfllhrte.  Aus 
dem  Mittel  der  Uhrzeiten  verschwindet  diese  Differenz  und  nur  wenn 
man  die  Zeitbestimmungen  in  Kreistage  Ost  und  West  gesondert  unter- 
suchen wollte,  kann  sich  die  Verschiedenheit  des  Verfahrens  bemerk- 
bar machen.  An  die  erhaltenen  Mittel  ist  dann  die  Ungleichheit  der 
Zapfen  angebracht,  und  nach  Umwandlung  der  Libellenlheile  in  Zcit- 
secunden  ist  die  folgende  Tabelle  IV  der  definitiven  Neigungen  ent- 
standen. 


Tabelle  IV.  Ableitung  der  angewandten  definitiven  Neigungen 

in  Leipzig. 


<875,  Tug 

Mittel 

der 

l'hrzoitcn 

Mittel  der 
Neigungen, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

Neigung  reduoirt  wegen 
Zapfenungleichlieit 
West  | Ost 

Definitive  Neigung  in 
Zcitsecunden 

West  J Ost 

* ‘ — 1 

October  8 

20P5 

+ 0F471 

+ 0P353 

+ 0P1 17 

+ 0?043 

+ o:ni4 

Beobachter 

21.5 

+ 0.151 

+ 0.033 

— 0.203 

+ 0.004 

-0.025 

Weinek 

22.4 

+ 0.493 

+ 0.377 

+ 0.141 

+ 0.040 

+ 0.017 

October  9 

21.4 

+ 0.157 

+ 0.039 

-0.197 

+ 0.005 

— 0.024 

Weinek 

22.4 

+ 0.321 

+ 0.203 

-0.033 

+ 0.025 

— 0.004 

1 

23.6 

— 0.123 

— 0.241 

-0.477 

— 0.029 

1 

— 0.058 

1 
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Mittel 

Mittel  der 
Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

Neigung  redurir!  wiegen 

Definitive  Neigung  in 

<875,  Tag 

der 

Ubrzeilen 

Znpfenungleicliheit 
West  | Ost 

Zeilsecuiiden 
West  | Ost 

Octoher  1« 

20':6 

— 01534 

— 01618 

— 0P78Ö 

-0:075 

— 0:096 

Beobachter 

80.9 

—0.435 

— 0.519 

— 0.Ü87 

— 0.063 

— 0.084 

von  Sleeb 

21.8 

—0.106 

— 0.190 

— 0.358 

-0.023 

— 0.044 

22.9 

+ 0.997- 

— 9.077 

— 0.845 

— 0.009 

— 0.030 

23.7 

4-0.186 

+ 0.102 

—0.066 

+ 0.012 

—0.008 

November  2 

21.2 

— 0.010 

—0.094 

— 0.2fi2 

— 0.04  4 

-0.032 

von  Sleeb 

21.8 

—0.869 

— 0.353 

—0.581 

—0.043 

— 0.063 

22.9 

— 0.210 

— 0.894 

— 0.462 

-0.036 

— 0.056 

23.7 

-0.124 

— 0.298 

— 0.376 

— 0.085 

— 0.046 

November  3 

29.1 

+ 0.051 

— 0.033 

— 0.201 

— 0.004 

-0.024 

von  Steel» 

29.9 

— 0.018 

— 0.096 

— 0.864 

-0.012 

— 0.032 

21.8 

— 0.107 

— 0.854 

— 0.419 

— 0.031 

— 0.051 

22.fi 

+ 9.035 

— 0.049 

-0.217 

— 0.006 

-0.026 

November  4 

29.4 

+ 0.02fi 

— 0.058 

— 0.226 

-0.007 

— 0.027 

von  Steel» 

29.9 

+ 9.998 

+ 9.014 

— 0.151 

+ 0.002 

— 0.010 

2t  .8 

+ 9.093 
+ 0.920 

+ 9.909 
—0.064 

— 0.159 
-0.232 

+ 0.001 
— 0.008 

— 0.019 

— 0.028 

November  1 4 

22.fi 

+ 9.848 

+ 0.130 

-0.106 

+ 0.016 

— 0.013 

Beobachter 

23.fi 

+ 0.437 

+ 0.319 

+ 0.083 

+ 0.0:10 

+ 0.010 

Weinok 

1.9 

+ 9.602 

+ 0.484 

+ 0.248 

+ 0.059 

+ 0.030 

November  1 0 

21.5 

+ 0.800 

+ 0.742 

+ 0.506 

+ 0.091 

+ 0.062 

Weinck 

22.4 

+ 9.698 

+ 0.580 

+ 0.344 

+ 0.071 

+ 0.042 

23.fi 

+ 9.999 

+ 0.872 

+ 0.636 

+ 0.106 

+ 0.078 

1.0 

+ 9.820 

+ 0.708 

+ 0.472 

+ 0.086 

+ 0.058 

2.9 

+ 9.923 

+ 0.805 

+ 0.569 

+ 0.098 

+ 0.069 

Eine  der  Zeit  proportionale  Acndcrnng  der  Neigung  isl  niclil  zu 
erkennen.  Es  ist  die  Variation  der  Neigung  in  einer  Stunde  aus 
Tabelle  III  in  Leipzig  nur  — 01004.  Der  wahrscheinliche  Fehler 
einer  Nivellirung  findet  sieh  +(t!'2'2,  daher  der  der  definitiven 
Neigungen,  bei  welchen  im  Durchschnitt  3.1  Nivellirungen  zu  einem 
.Mittel  vereinigt  sind,  zu 

±0112  = 0f0 15  . 


b.  Die  Collimation. 

Die  Ableitung  des  ('.nllimatinnsfehlers  aus  den  an  den  verschie- 
denen Abenden  beobachteten  Polslernen  geschah  nach  der  Formel : 

Abbaud!,  d,  K.  9.  Qtstlltcb.  d Wissen-ch  XX  -0 
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c = ± i [( T„  — TJ  cos  <)  ■+•  {Ju  — JJ  cos  ■+■  d) ] £ , 

in  welcher  T0  und  Tw  die  beohachteten  Uhrzeiten  der  Faden , re- 
ducirl  auf  den  Mittelfaden,  J(,  und  Jw  die  Neigungen  der  Verbindungs- 
linien der  Mittelpunkte  der  Kreiszapfen  (stets  auf  die  Westseite  be- 
zogen) in  Kreis  Ost  und  Kreis  West  bezeichnen.  Da  von  Herrn 
Weinek  die  Neigung  filr  die  ganze  Zeitbestimmung  als  constant 
angenommen,  ist  in  diesem  Fallt!  die  Grtisse  Ju  — Ju,  auch  con- 
slant  und  abhängig  von  der  Correclion  wegen  Zapfenungleichheit. 
Es  besteht  nUinlich  die  Gleichung: 


J - 


| (West  — Ost) 


— 0?0288  in  Leipzig,  • 

— 0.0.)  12  in  Wien. 


Bei  Herrn  von  Stccb’s  Beobachtungen  ist  die  Differenz  Ju  — Ju, 
wegen  der  fitr  jede  Kreistage  als  constant  angenommenen  Neigung 
fUr  jede  Zeilbestiinuiung  verschieden. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  bei  der  Kcduction  von  den  Seiten- 
fiiden  auf  tlen  Milteifaden  sowohl  der  Polstern-  als  auch  der  Zeitstern-  t 

Beobachtungen  der  individuellen  Auffassung  der  Faden  dadurch  Rech- 
nung getragen  ist,  dass  aus  den  Beobachtungen  jedes  Beobachters 


Tabelle  V.  Ableitung  der 


«875,  Ta»? 

Stern 

1 __  J 

l)urchgang>zcU 
Kreis  West 

i 

Correclion 
für  i 

DurdiKangszril 

Kreis  Ost 

Octolw»r  8 

K 

io.  c.) 

20k  3#' 

"51M3 

+ o:2i 

20k  36” 

■47:23 

F 

(U.  c.j 

1 

2t 

30.0t 

— 0.02 

21 

21 

34.25 

L 

(0.  c. 

22 

23 

11. tt 

+ 0.48 

22 

25 

4.14 

Oetober  9 

F 

(U.  C.) 

21 

2t 

31.28 

— 0.02 

21 

21 

35.58 

L 

(0.  C.) 

28 

23 

13.30 

+ 0.26 

22 

85 

5.52 

M 

(0.  C.) 

23 

30 

12.72 

-0.40 

23 

30 

1.85 

October  19 

K 

0.  C.) 

20 

37 

4.78 

-0.33 

20 

37 

1.35 

F 

(U.  c.) 

21 

21 

16.17 

+ 0.29 

21 

21 

50.83 

L 

(O.  C.) 

22 

25 

25.98 

— 0.11 

22 

25 

17.62 

M 

(0.  C.) 

23 

30 

23  01 

— 0.11 

23 

30 

11.75 

November  2 | 

F 

(U.  C.) 

2t 

22 

6.53 

+ 0.05 

2t 

22 

10.95 

L 

(0.  C.) 

22 

25 

38.78 

— 0.12 

22 

25 

30.92 

M 

10.  C.) 

23 

30 

30.41 

— 0.55 

23 

30 

26.34 
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für  sich  die  Fadendislanzen  abgeleitet  und  angevvendet  sind.  Es 
Indien  sieh  folgende  Fadendistanzen  gefunden: 


Leipziger  Pnssageninstrument 

Wiener  Passugeninslrument 

Füllen 

_ 1 

Weinek 

; von  Siech 

Faden 

Weinek 

von  Steeb 

t 

40:270 

40:253 

4 

36:028 

36:614 

2 

20.728 

2h.  735 

2 

32.129 

32.147 

4 

47.82! 

47.834 

3 

27.985 

27.982 

4 

40.427 

43.443 

4 

4 8.230 

48.212 

5 

8.943 

8.990 

5 

4 3.254 

43.234 

6 

9.043 

8.989 

7 s 

9.004 

9.011 

8 

43.402 

43.395 

8 

9.014 

9.018 

9 

47.887 

17.882 

9 

43.694 

13.707 

10 

20.845 

20.852 

<0 

47.580 

17.598 

1 1 

40.44  4 

40.099 

41 

27.54  1 

27.543 

42 

32.190 

32.195 

43 

36.408 

36.437 

Ein  eigentliches  Gesetz  in  der  Auffassung  der  Faden  ist  nicht  vor- 
handen; im  Mittel  heben  sich  die  Differenzen  fast  vollständig  auf. 

Mit  Anwendung  ohiger  Formel  ergeben  sich  für  Ableitung  der 
Collimationsfehlcr  folgende  Werthc,  bei  welchen  die  Federnparallaxe 
bereits  berücksichtigt  ist. 


Colli  mal  ion  in  Leipzig. 


Correclion 
für  i 

Durchgangszciten  coriigirl 
für  i 

kreis  Wcsl  j Kreis  Osl 

Durchgangs- 

zoit 

West  - Ost 

Collinuilions- 

fcliler 

Angewandtes 

Taßesinittel 

rir 

-*-0.08 

51737 

47:34 

+ 4:06 

— 0:32 

+ 0.12 

29.99 

34.37 

- (.38 

-0.31 

— 0734 

+ 0.18 

1 1.62 

4.32 

+ 7.30 

-0.29 

+ 0.12 

34.26 

35.70 

- 4.44 

-0.31 

— 0.04 

13.56 

5.48 

+ 8.08 

-0.32 

-0.32 

— 0.80 

4 2.32 

1 05 

+ 11.27 

-0.33 

— 0.56 

4.45 

0.79 

+ 3.66 

-0.29 

+ 0.19 

46.40 

51.02 

- 4.50 

— 0.32 

— 0.42 

25.87 

17.20 

+ 8.67 

-0.34 

— 044 

22.87 

11.64 

+ 11.26 

— 0.33 

+ 0.29 

6.58 

1 1.24 

- 4.00 

— 0.33 

- 0.63 

38.36 

30.29 

+ 8.07 

— 0.32 

— 0.32 

— 0 69 

35.86 

25.65 

+ 10.21 

— 0.30 

»o* 
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4875,  Tag 

Stern 

Durcligaiigszeil 
Kreis  West 

Correclion 
für  i 

Durchgangüzeil 
Kreis  Ost 

Novemlier 

s 

K 

(0. 

C.) 

G.j 

20b37' 

'19:00 

— o?oo 

20k  37* 

‘ 1 5:52 

F 

(U. 

2t 

22 

7.33 

+ 0.05 

24 

22 

4 2.39 

1. 

(0. 

<:•) 

22 

23 

38.58 

— 0.11 

22 

25 

30.59 

November 

4 

K 

(0. 

C.) 

SO 

37 

20.60 

+ 0.00 

20 

37 

46.00 

F 

ü. 

C.) 

81 

22 

8.57 

— 0.05 

21 

22 

42.88 

i. 

(O. 

G.) 

28 

25 

39.74 

-0.44 

22 

25 

34.09 

November 

44 

1. 

(O. 

<:.) 

22 

25 

50.27 

+ 0.47 

22 

25 

41.17 

M 

<>. 

«:•) 

23 

30 

48.40 

+ 0.54 

23 

30 

36.55 

A 

(0. 

C.) 

0 

55 

4 i . 4 5 

+ 0.03 

0 

55 

2.46 

November 

tr> 

F 

(II. 

C.) 

2 t 

22 

24.56 

-0.44 

24 

22 

29.20 

L 

(0. 

C.) 

22 

25 

49.94 

+ 0.75 

22 

25 

14.79 

M 

<>• 

<:.) 

23 

30 

48.0t 

+ 4.47 

23 

30 

37.65 

A 

(0. 

C.) 

0 

55 

42.33 

+ 0.92 

0 

55 

3.00 

G 

(«. 

C.) 

1 

49 

4 .28 

— 0.60 

1 

49 

6.08 

Betrachtet  man  die  einzelnen  Werllie,  so  ergibt  sieb  kein  Ulg- 
lielier  Gang,  denn  derselbe  ist,  wenn  man  ihn  ableilet,  tlieils  positiv 
llieils  negativ,  und  die  Summe  der  Veränderung  ist,  wenn  man  die- 
selbe aus  den  Differenzen  der  ersten  und  letzten  Collimalion  an 
jedem  Tage  bildet, 

in  19.8  Stunden  nur  = -4-0101  , 

also  verschwindend  klein.  Ks  sind  daher  hir  die  Gnlliniationsfehler 
die  in  der  letzten  Columne  der  Tabelle  V enthaltenen  .Mittel  an- 
genommen. 

Der  wahrscheinliche.  Fehler  einer  Collimalion  findet  sich  zu 
±0:014  , 

und  der  wahrscheinliche  Fehler  des  Mittels  aus  drei  Beobachtungen, 
welche  an  den  meisten  Abenden  vorliegen,  zu 

±0:007  . 


c.  Das  Azimut, 

Nachdem  die  Culminationszeilen  der  Polsterne  wegen  Neigung 
und  Collimalion  corrigirt  worden,  war  aus  denselben  noch  die  Cor- 
reetion  wegen  des  Azimules  abzuleiten  und  wurde  zuerst  mit  Hilfe 
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Correction 
für  < 

Durchgangszcitcn  corrigirt 
für  i 

Kreis  West  j Kreis  Ost 

I)ureh}tan^s- 

zeil 

West  - Ost 

Collimations- 

felilcr 

Angewandtes 

Tflgosmittel 

— OMI 

19160 

15141 

+ 4:19 

-0133 

+ 0.24 

7.38 

12.63 

-5.25 

-0.37 

— 0:34 

-0.53 

38.47 

30.06 

+ 8.41 

-0.33 

-0.11 

20.66 

16.55 

+ 4.11 

-0.32 

+ 0.(0 

8.52 

12.98 

— 4.46 

— 0.32 

- 0.33 

-0.21 

39.63 

30.88 

+ 8.75 

-0.34 

— 0.1 4 

50.44 

40.98 

+ 9.46 

-0.37 

+ 0.14 

48.64 

36.69 

+ 11.95 

- 0.35 

— 0.36 

+ 0.32 

1 \ .78 

2.48 

+ 9.30 

— 0.36 

— 0.30 

24.12 

28.99 

— 4.87 

— 0.34 

+ 0.44 

50.69 

42.23 

+ 8.46 

— 0.33 

+ 1 .08 

50.08 

38.73 

+ 11.35 

— 0.33 

-0  34 

+ 0.62 

13.25 

3.02 

+ 9.63 

-0.37 

— 0.42 

0.68 

6.26 

— 5.58 

-0.32 

der  Zeitsterne  filr  jeden  Abend  ein  vorlitufiges  Azimut  abgeleitet,  als- 
dann mit  demselben  stimmtliche  Uhrcorrectionen  der  Zeitsterne  er- 
mittelt, und  sehlicsslich  mit  diesen  und  den  noch  mit  dem  Azimut  be- 
hafteten Durchgangszeiten  der  Polsterne  das  definitive  Azimut  gefunden. 

Nennen  wir  die  noch  mit  dem  Azimut  behaftete  (lulminationszeit 
des  Polsterns  aus  Ost  und  West  T',  die  Rcctasccnsion  « , die  vor- 
läufig ermittelte  Uhrcorrcclion  /t,  so  findet  sich  das  Azimut  k durch 
die  Formel : 

. _ a — T'  — /il  JO.C.l 

sin  (<p  + dj  sccd  C.J 

Die  tägliche  Aberration  ist  selbslverstiindlich  berücksichtigt  und  mit 
dem  (lollimationsfehler  vereinigt.  In  der  folgenden  Tabelle  VI  sind 
alle  Daten  zur  Ableitung  des  Azimuts  vorhanden.  Angewandt  wurde 
für  jeden  Abend  das  arithmetische  Mittel  aus  den  erhaltenen  Azimuten, 
denn  eine  der  Zeit  proportionale  Veränderung  ist  nicht  verbürgt,  es 
kommt  z.  B.  die  Differenz  des  Azimuts  aus  Polstern  F — K = — OM  i , 
aus  Polstern  I. — F = OfO  l , aus  Polstern  M — L = — 0104 , aus 

Polstern  A — M = 0100,  also  theils  negativ,  theils  positiv,  welches 
noch  von  den  Fehlern  der  Polstern|iositioncn  herrühren  kann.  Die 
Nichtberücksichtigung  einer  etwa  vorhandenen  Variation  des  Azimuts 
hebt  sich  im  Endresultat  auch  wieder  auf.  Der  wahrscheinliche  Fehler 
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einer  Aziiuutbeslimnuing  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  er- 
haltenen Kinzelwcrthe  nicht  von  constanten  Kehlern  beeinflusst  sind, 
tindct  sich  im  Mittel  zu 

±0:07  , 


Tabelle  VI.  Ableitung  des 


1875,  Tag 

Polstern 

Durcliganghzeit 
corrigirt  wegen 
» mul  c 

Oclober  8 

K (0.  C.) 

20h  36' 

*49:26 

20fc34' 

■36115 

F 

(U.  C.) 

21 

21 

32.28 

21 

19 

10.97 

L 

[0.  C.) 

22 

25 

7.80 

22 

22 

59.53 

Oclober  9 

F 

(U.  C.) 

2t 

21 

33.35 

21 

19 

11.13 

L 

(0.  C.) 

22 

25 

9.36 

22 

22 

59.31 

,M 

(0.  C.) 

23 

30 

6.46 

23 

27 

58.97 

Oclober  19 

K 

(0.  C.) 

20 

37 

2.52 

20 

34 

34.57 

F 

(U.  C.j 

2t 

2t 

48.85 

21 

19 

12.68 

L 

[0.  C.) 

99 

25 

21.35 

22 

22 

57.35 

M 

(O.C.) 

23 

30 

16.99 

23 

27 

57.37 

November  2 

F 

(U.  C.) 

21 

22 

9.02 

21 

19 

15.10 

L 

O.  C.j 

22 

25 

34.14 

22 

22 

54.04 

M 

(0.  C.) 

23 

30 

30.50 

23 

27 

54.18 

November  3 

K 

(0.  C.) 

20 

37 

17.40 

20 

34 

32.31 

F 

(U.  c.j 

2t 

22 

10.  tt 

21 

19 

15.30 

L 

,0.  C.) 

22 

25 

34.08 

■22 

22 

53.76 

November  4 

K 

0.  C.) 

20 

37 

18.50 

20 

34 

32.15 

F 

(U.  C.) 

2t 

22 

10.86 

21 

19 

15.50 

L, 

;o.  c.) 

22 

25 

35.06 

22 

22 

53.48 

November  14 

L 

0.  C.) 

22 

25 

45.54 

22 

22 

50.84 

M 

(0.  C.) 

23 

30 

42.44 

23 

27 

50.77 

A 

o.  C.j 

0 

55 

6.96 

0 

52 

12.38 

November  t6 

F 

(U.  C.) 

21 

22 

26.65 

21 

19 

17.67 

L 

[0.  C.j 

22 

23 

46.30 

22 

22 

50.28 

M 

(0.  c.) 

23 

30 

44.19 

23 

27 

50.17 

A 

iO.  C.j 

0 

55 

8.27 

0 

52 

12.13 

ti 

(Li.  C.j 

1 

49 

3.58 

1 

45 

52.41 
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folglich  der  wahrscheinliche  Fehler  eines  fUr  den  Ahcnd  angewandten 
Aziniutrailtels  aus  drei  Beobachtungen  zu 

± OfO  i . 


A z i in  u t e s f 11  r Leipzig. 


« - r 

. .. 

Ji  fiir  die 
Culminalionazeit 
des  Polstern* 

« - T'-Jt 

Azimut  k 

Tagesmittel 

— 8"  t3!lt 

— 2"  1 r,;54 

+ 3:43 

— 1:08 

-2  2t  .31 

-2  16.73 

-4.58 

— 0.89 

— 1:05 

-2  8.27 

— 2 16.56 

+ 8.29 

-U7 

— 2 22.22 

-2  17.74 

- 4.48 

-0.87 

— 2 10.0S 

-2  17.66 

+ 7.61 

- 1.07 

— 0.99 

— 2 7.49 

— 2 17.69 

+ 10.20 

— 1.04 

-2  27.95 

-2  30.39 

+ 2.44 

-0.77 

— 2 36.17 

-2  30.42 

- 5.75 

-1.12 

-2  24.00 

-2  30.53 

+ 6.53 

— 0.92 

— 2 19.62 

-2  30.50 

+ 10.88 

— 1.11 

— 2 53.92 

-2  47.63 

— 6.29 

-1.22 

— 2 40.10 

-2  47.67 

+ 7.57 

— 1.06 

— 1.15 

-2  36.32 

— 2 47.67 

+ 1 1 .35 

— 1.16 

-2  45.09 

-2  18.32 

+ 3.23 

— 1.02 

-2  54.8t 

-2  48.34 

-6.47 

— 1.26 

— 1.14 

— 2 40.32 

-2  48. 13 

+ 8.11 

-1.14 

— 2 46.35 

-2  49.44 

+ 3.09 

-0.97 

-2  55.36 

-2  49.43 

— 5.93 

— 1.15 

— 1.08 

— 2 41.58 

-2  49.50 

+ 7.92 

— 1.11 

—2  54.70 

-3  2.16 

+ 7.46 

-1.05 

-2  51.67 

-3  2.20 

+ 10.53 

-1.08 

— 1.06 

-2  54.58 

— 3 2.25 

+ 7.67 

-1.05 

— 3 8.98 

-3  3.41 

-5.57 

— 1.08 

-2  56.0t 

-3  3.4t 

+ 7.40 

- 1.04 

-2  54.02 

-3  3.47 

+ 9.45 

-0.96 

— 1.07 

— 2 56.14 

— 3 3.46 

+ 7.32 

-1.00 

-3  4 4.17 

1 

— 3 3.44 

1 

-7.76 

— 1.26 
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2.  Das  Instrument  in  Wien. 

a.  Die  Neigung. 

lieber  die  Ableitung  ist  schon  Alles  bei  dem  Leipziger  Instrument 
gesagt.  Es  fand  sich  in  Wien: 

f = 0r095  . 

Die  Grösse  Zapfen  West  — Ost  ist 

nach  Weinet  = 4-  IC078  , 

» von  Sleeb  =4-1.124  . 

Die  stündliche  Aenderung  der  Neigung  tindet  sich  im  Durchschnitt  zu 

— oro24  , 

also  auch  verschwindend  klein. 

Der  wahrscheinliche  Kehler  einer  Nivellirung  ist 

±0r20  , 

daher  der  der  definitiven  Neigungen,  bei  welchen  im  Durchschnitt 
3.4  Nivellirungen  zu  einem  Mittel  vereinigt  sind,  zu 

±om  i = ± oroio  . 

Die  einzelnen  Nivellirungen  sind  in  Tabelle  VII,  die  Millelwerthe  und 
delinilivon  Neigungen  in  Tabelle  VIII  enthalten. 


Tabelle  VII.  Beobachtete  Neigungen  in  Wien. 


1875,  Tai? 

Unzeit 

Kreistage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

OctoJior  8 

! 20?3  bis  30*:ti 

w 

— opio 

— Oft  00 

Beobachter 
von  Stceb 

w 

4-0.27 

4-0.270 

20.6  bis  21.3 

() 

— o.so 

4-0.324 

0 

-1.15 

— 0.026 

0 

- 1 .25 

— 0.126 

0 

-t.to 

+ 0.024 

2t. 3 bis  22.4 

w 

+ 0.27 

4-0.270 

w 

4-0.05 

4-0.050 

w 

+ 0.22 

4-0.220 

w 

+ 0.50 

1 1 

4-0.500 
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1875,  Tag 

Ulirzcit 

Kreistage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  Wesl 

Ortober  8 

22*4  bis  22*7 

0 

— 0?60 

+ 0P524 

von  Sleeb 

0 

— 0.95 

+ 0.174 

Oclober  9 

21.0  bis  21.3 

0 

— 0.87 

+ 0.254 

von  Sleeb 

0 

-0.97 

+ 0.154 

21.3  bis  22.4 

w 

+ 0.32 

+ 0.320 

w 

+ 0.12 

+ 0.120 

w 

+ 0.15 

+ 0.150 

w 

+ 0.45 

+ 0.450 

22.4  bis  23.5 

0 

— 0.67 

+ 0.454 

0 

-0.82 

+ 0.304 

0 

— 1.02 

+ 0.104 

0 

— 1.00 

+ 0.124 

23.5  bis  0.0 

w 

+ 0.15 

+ 0 150 

w 

+ 0.15 

+ 0.150 

Oclober  19 

20*9 

w 

-0.24 

-0.240 

Beobachter 

21.2 

w 

+ 0.80 

+ 0.800 

Weinet 

21.4 

0 

— 0.35 

+ 0.728 

21.7 

0 

— 0.89 

+ 0.188 

21.9 

o 

— 1.04 

+ 0.038 

22.4 

0 

— 0.88 

+ 0.203 

'S?. 7 

w 

+ 0.16 

+ 0.160 

22.9 

w 

— 0.04 

— 0.040 

23.3 

w 

+ 0.63 

+ 0.625 

23.6 

0 

— 0.G5 

+ 0.428 

0.0 

0 

— 1.49 

-0.112 

November  2 

20.1 

0 

+ 1.05 

+ 2.128 

Weinek 

20.9 

o 

+ 0.76 

+ 1.838 

21.2 

o 

+ 1.39 

+ 2.(68 

21.4 

w 

+ 2 41 

+ 2.410 

21.7 

w 

+ 1.99 

+ 1.990 

22. B 

w 

+ 2.46 

+ 2.460 

22.5 

0 

+ 1.54 

+ 2.618 

22.9 

0 

+ 0.14 

+ 1.518 

23.2 

o 

+ 1.00 

+ 2.078 

23.6 

w 

+ 1.98 

+ 1 .975 

23.9 

w 

+ 1.96 

+ 1 .960 

November  3 

20.3 

w 

+ 2.08 

+ 2.075 

Weinet 

20.5 

w 

+ 2.66 

+ 2.660 

20.7 

0 

+ 1.68 

+ 2.753 

20.9 

0 

+ 1.25 

+ 2.328 
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1875,  Ta g 

lihrzeit 

Kreistag'? 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 
. ...  _ . 

.November  3 

202 

0 

+ t?31 

+ 2?388 

Beobachter 

21. i 

w 

+ 2.36 

+ 2.360 

Weinck 

21,9 

w 

-♦-2.44 

+ 2.110 

22.2 

w 

-1-2.71 

+ 2.710 

22.6 

o 

+ 1.78 

+ 2.853 

22.9 

0 

+ 4.25 

+ 2.328 

November  4 

20.  t 

0 

+ 4.86 

+ 2.938 

Weinek 

20.5 

0 

+ 2.06 

+ 3.138 

20.6 

\v 

+ 3.15 

+ 3.150 

20.9 

w 

+ 3.20 

+ 3.200 

21.2 

w 

+ 3.68 

+ 3.675 

24  i 

0 

+ 2.59 

+ 3.668 

24.7 

0 

+ 2.08 

+3.453 

22.2 

0 

+ 2.24 

+ 3.318 

22.6 

w 

+ 3 24 

+ 3.240 

28.9 

w 

+ 3.10 

+ 3.100 

November  14 

20>3  bis  20'!6 

w 

-4-1.07 

+ 4.070 

Beobachter 

w 

+ 1.52 

+ 1.520 

von  Steeb 

• 

20.6  bis  24.3 

0 

+ 0.40 

+ 4.524 

0 

— 0.20 

+ 0.924 

0 

— 0.47 

+ 0.954 

24.3  bis  22. i 

w 

+ 1.05 

+ 4.050 

w 

+ 1.00 

+ 1.000 

w 

+ 0.82 

+ 0.820 

w 

+ 1.17 

+ 4.470 

22.4  bis  23.5 

0 

— 0.37 

+ 0.754 

0 

— 0.67 

+ 0.454 

o 

— 0.70 

+ 0.424 

0 

-0.35 

+ 0.774 

23.5  bis  0.9 

w 

+ 0.40 

+ 0.400 

w 

+ 0.55 

+ 0.550 

w 

+ 0.92 

+ 0.920 

w 

+ 0.70 

+ 0.700 

w 

+ 4.17 

+ 1.470 

0.0  bis  1 .2 

0 

-0.17 

+ 0.954 

0 

-0.55 

+ 0.574 

0 

- 0.35 

+ 0.774 

0 

0.00 

+ 1.424 

November  16 

20H 

0 

+ 0.57 

+ 1.694 
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<875,  Tag 

Ubnell 

Kreislage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

November  16 

2016  bis  21 W 

w 

+ 0P97 

+ 0P970 

Beobachter 

w 

+ 0.87 

+ 0.870 

von  Stccb 

w 

+ 0.95 

+ 0.950 

w 

+ 1.10 

+ I.I00 

2(  3 bis  22.4 

0 

— 0.15 

+ 0.974 

0 

— 0.25 

+ 0.874 

0 

-0.62 

+ 0.504 

0 

-0.65 

+ 0.474 

22.4  bis  23.5 

w 

+ 0.47 

+ 0.470 

w 

+ 0.70 

+ 0.700 

w 

+ 0.72 

+ 0.720 

w 

+ 0.82 

+ 0.820 

23.5  bis  0.9 

0 

-0.27 

+ 0.854 

0 

— 0.75 

+ 0.374 

0 

— 0.72 

+ 0.404 

0 

— 0.87 

+ 0.254 

0 

1 -0.82 

+ 0.304 

0.9  bis  1.8 

w 

+ 0.10 

+ 0.(00 

w 

+ 0.47 

+ 0.470 

w 

+ 0.47 

+ 0.470 

w 

+ 0.62 

+ 0.620 

1.8  bis  2.2 

0 

| -0.47 

+ 0.654 

• 

0 

i -0.75 

1 

+ 0,374 

Tabelle  VIII.  Ableitung  der  angewandten  definitiven  Neigungen 

in  Wien. 


1875,  Tag  j 

— J 

Mittel 

der 

lihrzeiten  j 

Mittel  der 
Neigungen, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

Neigung  reducirt  wegen 
Zapfenungleichheit 

West  | Ost 

Definitive  Neigung  in 
Zeitsecundon 

West  | Ost 

October  8 

20U 

+ 0P085 

— 0?l 96 

— 0P758 

— 0r0(9 

— 0?072 

Beobachter 

20.9 

+ 0.049 

— 0.232 

-0.794 

— 0.022 

-0.075 

von  Steeb 

21.8 

+ 0.260 

-0.021 

— 0.583 

— 0.002 

— 0.055 

22.6 

+ 0.349 

+ 0.068 

-0.494 

-0.006 

-0.047 

October  9 

21 .2 

+ 0.204 

-0.077 

| —0.639 

-0.007 

— 0.06( 

von  Steel) 

21.8 

+ 0.260 

— 0.02( 

j —0.583 

-0.002 

-0.055 

22.9 

+ 0.246 

-0.035 

-0.597 

-0.003 

-0.057 

23.7 

+ 0.(50 

-0.(31 

-0.693 

-0.0(2 

-0.066 
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1875,  Tag 

Mittel 

der 

thrzeiten  ^ 

Mittel  der 
Neigungen, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

Neigung  reducirt  wegen  , 
Zapfen  Ungleichheit 

West  Ost 

Definitive  Neigung  in 
Zeitsecunden 
West  | Ost 

Oclobor  19 

2IH 

+ 0?303 

+ 0V034 

- orsos 

+ 0:003 

-0:048 

Beobachter 

22.7 

+ 0.10« 

-0.161 

— 0.700 

— 0.015 

— 0.066 

Weinet 

23.6 

+ 0.314 

+ 0.045 

-0.494 

+ 0.004 

-0.047 

November  2 

21  1 

+ 2.167 

+ 1.89« 

+ 1 .359 

+ 0.180 

+ 0.129 

Weinek 

22.6 

+ 2.199 

+ 1.930 

+ 1.391 

+ 0.183 

+ 0.132 

23.6 

+ 2.004 

+ 1.735 

+ (.196 

+ 0.165 

+ 0.114 

November  3 

20.6 

+ 2.454 

+ 2.185 

+ 1.646 

+ 0.208 

+ 0.156 

Weinek 

2t. 5 

+ 2. 2«6 

+ 2.0  t 7 

+ 1.47« 

+ 0.192 

+ 0.140 

22.6 

+ 2.630 

+ 2. 36t 

+ 1.822 

+ 0.224 

+ 0.173 

November  i ; 

20.5 

+ 3.106 

+ 2.837 

+ 2.298 

+ 0.270 

+ 0.218 

Weinet 

21.4 

+ 3.499 

+ 3.230 

+ 2.691 

+ 0.307 

+ 0.256 

22.6 

+ 3.219 

+ 2.950 

+ 2. 41t 

+ 0.280 

+ 0.229 

November  1 4 

20.4 

+ 1.295 

+ 1.014 

+ 0.452 

+ 0.096 

+ 0.043 

Beobachter 

2t  .0 

+ 1.(34 

+ 0.853 

+ 0.291 

+ 0.081 

+ 0.028 

von  Sleeb 

21.« 

+ 1.0(0 

+ 0.729 

+ 0.167 

+ 0.069 

+ 0.016 

22. 9 

+ 0.601 

+ 0.320 

— 0.242 

+ 0.030 

-0.023 

0.2 

+ 0.74« 

+ 0.467 

— 0.095 

+ 0.044 

— 0.009 

1.0 

+ 0.856 

+ 0.575 

+ 0.013 

+ 0.055 

+ 0 OOI 

| 

November ! 0 

20.4 

+ 1.694 

+ 1.413 

+ 0.851 

+ 0.134 

+ 0.081 

von  Steril 

20.0 

+ 0.972 

+ 0.691 

+ 0.129 

+ 0.066 

+0.012 

2t.« 

+ 0.706 

+ 0.125 

-0.137 

+ 0.040 

-0.013 

22.9 

+ 0.67« 

+ 0,397 

-0.1 65 

+ 0.038 

— 0.016 

0.2 

+ 0.43« 

+ 0.157 

— 0.405 

+ 0.015 

— 0.038 

1.3 

+ 0.448 

+ 0 . 1 67 

—0.395 

+ 0.016 

-0.037 

i 

2.0 

+ 0.514 

+ 0.233 

— 0.329 

+ 0.022 

— 0.031 

I).  Die  Coltimation. 

Die  zur  Ableitung  tler  ('ullmuilionsleliler  angewandte  Formel  ist 
schon  Ihm  dein  leipziger  Instrument  gegeben.  Die  Variation  betrügt 
in  211  Stunden  gerade  Null  und  verschwindet  daher  absolut. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Collimaliou  betrügt 

±oroiö  , 

der  eines  aus  drei  Werthen  bestehenden  Tagesmil  tels 

±0r009  . 

Die  erhaltenen  Wertlie  der  Oollimation  sind  in  Tabelle  IX  ent- 
halten. 
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c.  Ihm  Azimut. 

Die  Azimute  für  das  Wiener  Instrument  sind  genau  in  derselben 
Weise  abgeleitet,  wie  bei  dem  leipziger  Instrument  und  befinden 
sich  die  dazu  gehörigen  Daten  in  Tabelle  X.  Auch  hier  ist  ein 
Gang  im  Azimut  nicht  vorhanden,  denn  die  Veränderung  findet  sich 

Polstern  F — Polstern  K im  Durchschnitt  — 0!0U  , 

» L — » F » » -t-0.00i  , 

» M — » L » » -1-0.042  , 

» A — » M » >»  0.000  , 

also  tlieils  positiv,  llieils  negativ  und  im  Durchschnitt  fast  Null.  Ks 
ist  aus  den  an  jedem  Abend  erhaltenen  Azimuten  daher  das  Mittel 
genommen  und  bei  der  Heduction  der  Beobachtungen  angewandt. 

Betrachtet  man  die  Abweichungen  als  zufüllige  Fehler,  so  findet 
sich  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Azimutliestimmung  zu 

±0T033  , 

der  eines  Tagesmitlels  aus  drei  Kinzelwerthen , welche  meist  vor- 
handen sind,  zu 

±0?02  . 
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Tabelle  IX.  Abteilung  der 


1875,  Ta« 

OurrhgnngszHI 

Correction 

Durchgangszeit 

Kreis  West 

für  i 

1 

kreis 

Ost 

Oclohfr  H 

1 

K 0.  C.i 

SCHO" 

12740 

— 0714 

20h35“ 

12732 

F (U.  C.)  i 

21 

49 

30.38 

0.00 

21 

19 

30.53 

1.  (O.  C | 

22 

23 

39.90 

0.00 

22 

23 

39.93 

Oetober  9 

K (U.  C.) 

21 

39 

34.74  1 

0.00 

24 

19 

34.74 

1.  [O.  C.)  1 

22 

23 

37.88  | 

0.00 

22 

23 

38.23 

M (0.  C.) 

23 

28 

42.50 

— 0.43 

23 

28 

41.57 

Oetober  19 

F (U.  C.I  ' 

21 

49 

21.42 

— 0.01 

21 

19 

23.48 

1.  (0.  C.) 

22 

23 

25.07 

— 0.15 

22 

23 

21.52 

M {0.  C.) 

23 

28 

28.02 

+ 0.05 

23 

28 

24.73 

November  2 

F (U.  C.) 

24 

49 

12.99 

— 0.82 

21 

19 

13.82 

L O.  C.) 

22 

23 

7.17 

+ 1.85 

22 

23 

5.11 

M o.  c.) 

23 

28 

H.95 

+ 2.20 

23 

28 

9.52 

November 

3 

K (O.  C.)  ' 

20 

34 

45.26 

+ 1.12 

20 

34 

44.00 

F U.  C.) 

21 

49 

17.72 

i —0.87 

21 

19 

18.57 

L (0.  C.) 

22 

23 

11.83 

+ 2.27 

22 

23 

40.08 

November 

4 

K (0.  C.) 

20 

34 

50.16 

+ 1.45 

20 

34 

49.12 

F (II.  C.) 

21 

19 

24.00 

— 4.40 

21 

19 

24.93 

L (0.  C.) 

22 

23 

16.34 

+ 2.83 

22 

23 

15.34 

November 

«4 

K 0.  C.) 

20 

35 

22.55 

+ 0.54 

20 

35 

21.79 

F U.  C.) 

21 

19 

50.34 

— 0.32 

21 

49 

57.49 

1.  .0.  C.) 

22 

23 

49.24 

+ 0.71 

22 

23 

47.06 

M (0.  C.) 

23 

28 

53.92 

+ 0.53 

23 

28 

54.32 

A 0.  C.) 

0 

53 

10.63 

+ 0.41 

0 

53 

8.99 

November 

4 0 

K iO.  C.I 

20 

34 

22.20 

+ 0.38 

20 

34 

21.88 

F (C.  C.) 

21 

18 

56.38 

-0.32 

21 

18 

57.59 

I.  (0.  C.  i 

22 

22 

48.79 

+ 0.40 

22 

22 

46.60 

M (0.  C.j 

23 

27 

52.40 

+ 0.53 

23 

27 

50.15 

A (0.  C.i 

0 

52 

11.15 

+ 0.10 

0 

52 

9.37 

G (U.  C.j 

1 

45 

29.08 

— 0.06 

1 

45 

34.16 

Tabelle  X.  Ableitung  des 


<875,  Tag 

Pulslern 

T'  Durchgnngszril 
corrigirl  wegen 
i und  c 

« 

Oetober  8 

K (0.  C.) 

20h35“  1 1799 

20h34"36745 

F U.  C.) 

21  19  36.74 

21  49  10.97 

L fO.  C.I 

22  23  39.50 

1 

22  22  59.53 
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C o 1 1 i in a t i o n in  Wien. 


Correction 
für  » 

Durchgangszeilan  eorrigirl 
für  i 

Kreis  West  Kreis  Osl 

Durchgangs- 

Zeit 

West  — Osl 

Collimat  ions- 
fehler 

Angewandtes 

Tagesmitlel 

<\c 

— o:*3 

12:29 

11:89 

+ 0:40 

— o:o3 

+ 0.36 

36.38 

36.89 

— 0.51 

-0.04 

— 0:03 

-0.51 

39.96 

39.42 

+ 0.54 

-0.02 

+ 0.87 

34.74 

35.01 

-0.27 

— 0.02 

— 0.61 

37.88 

37.62 

+ 0.26 

-0.01 

— 0.03 

— 0.80 

42.43 

40.77 

+ 1.66 

— 0.05 

+ 0.22 

21.41 

23.70 

— 2.29 

— 0.16 

— 0.67 

24.92 

20.85 

+ 4.07 

— 0.16 

-0.15 

— 0.63 

28.67 

24.10 

+ 4.57 

-0.13 

— 0.59 

12.17 

13.23 

-1.06 

-0.08 

+ 1.34 

9.02 

6.45 

+ 2.57 

— 0.10 

— 0.09 

+ 1.52 

14.14 

11.04 

+ 3.10 

-0.09 

+ 0.84 

46.38 

14.90 

+ 1.48 

-0.12 

— 0.64 

16.85 

17.93 

-1.08 

— 0.08 

— 0.10 

+ 1.75 

11.10 

11.83 

+ 2.27 

— 0.09 

+ 1.17 

51.61 

50.29 

+ 1.32 

— 0.10 

-1.17 

82.60 

23.76 

— 1.16 

-0.08 

— 0.08 

+ 8.32 

19.17 

17.66 

+ 1.51 

— 0.06 

+ 0.16 

23.09 

21.95 

+ 1.14 

— 0.09 

— 0.14 

56.02 

57.35 

— 1.33 

— 0.09 

— 0.20 

49.95 

46.86 

+ 3.09 

— 0.12 

— 0.10 

-0.27 

54.45 

51.05 

+ 3.40 

— 0.10 

0.00 

<1.04 

8.99 

+ 8.05 

— 0.08 

+ 0.43 

22.58 

22.31 

+ 0.27 

-0.02 

+ 0.05 

56.06 

57.64 

- 1 .58 

— 0.11 

— 0.10 

49.19 

46.56 

+ 2.63 

— 0.10 

— 0.53 

52.99 

49.62 

+ 3.37 

— 0.10 

-0.41 

11.55 

8.96 

+ 2.59 

— 0.10 

+ 0.17 

29.62 

31.33 

— 1 .71 

— 0.10 

Azimutes  in  Wien. 


« - V 

Jl  für  die 
Culminatiuiiszeil  < 
des  Polsterns 

« _ T'-  Jt 

Azimut  k 

Tagesmiltel 

- 35?84 

-31:83 

— 4701 

+ 1:16 

-25.77 

— 31.80 

+ 6.03 

+ 1.11 

+ 1:11 

— 39.97 

-31  75 

1 

-8.22 

-+- 1 .07 

1 
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C.  Hhiiins,  Nkik  Hkstimmi  ng 


(39 


4875,  T»g 

Polstern 

T'  Durchgangszeit 
corrigirl  wegen 
i und  c 

« 

Oe  tobe  r 9 

F 

iT. 

C.) 

| ■ "■  - - . — 

2lh19*34;98 

1 

ilM9" 

■4  4:13 

1. 

(). 

C.) 

22 

23 

37.56 

iS 

22 

59.31 

M 

(0. 

c. 

93 

28 

44.35 

23 

27 

58.97 

Üetol>er  19 

F 

(U. 

C.) 

*1 

49 

22.66 

21 

<9 

42.68 

1. 

IO. 

G.) 

22 

23 

22.72 

22 

22 

57.35 

M 

(O. 

C.l 

2 3 

28 

26.45 

23 

27 

57.37 

November  i 

F 

(ü. 

C.) 

21 

49 

12.84 

21 

19 

45.(0 

1. 

10. 

C.) 

22 

23 

7.65 

22 

22 

54.04 

M 

(0. 

C.) 

23 

28 

42  41 

23 

27 

54.18 

November  3 

K 

(0. 

C.) 

20 

34 

45.60 

20 

34 

32.31 

F 

(V- 

C.) 

21 

49 

47.54 

21 

49 

45.30 

1. 

0. 

G.) 

22 

23 

42.84 

22 

22 

53.76 

November  4 

K 

(0. 

G.) 

20 

34 

50.94 

20 

34 

32.45 

F 

1- 

G-) 

21 

19 

23.33 

21 

49 

15.50 

1. 

(O. 

G-) 

22 

23 

18.28 

ü 

22 

5:l.4s 

November  14 

k 

((). 

c.) 

20 

35 

*«.46  | 

20 

34 

30.67 

F 

ill. 

G.) 

21 

49 

56.76 

21 

49 

4 7.26 

1. 

{(). 

C.t 

22 

23 

48.28 

ii 

ii 

50.84 

M 

0- 

G.) 

23 

28 

52.58 

23 

27 

50.77 

A 

(0. 

G.) 

0 

53 

9.89 

ü 

52 

42.38 

November  16 

K 

(0. 

C.) 

20 

34 

22.39 

20 

34 

30.37 

F 

(ü. 

c. 

2t 

48 

56.92 

21 

49 

47.67 

t. 

(O 

G.) 

22 

22 

47.75  1 

22 

22 

50.28 

M 

(«• 

G.) 

21 

27 

54.14 

23 

27 

50.17 

A 

jO. 

G.) 

0 

52 

10.43 

0 

52 

12  13 

1 

G 

(V. 

C.l 

4 

45 

30.56 

1 

45 

52.41 

V.  Ermittelung  der  Uhrdifferenzen. 

Es  ist  schon  erwähnt,  dass  zur  Vergleichung  der  Ehren  unter 
einander  an  beiden  Stationen  eine  Anzahl  von  Signalen  gegeben 
wurden,  die  registrirl  sind.  Nach  der  gegenseitigen  Verständigung 
an  jedem  Abend  folgten  zunächst  etliche  Probesignale,  darauf  zwei 
Serien  von  Signalen  in  Intervallen  von  etwa  P5  und  sind  von  jeder 
Serie  auf  jeder  Station  nur  32  gute  Signale  abgelesen  und  dieselben 
in  zwei  Gruppen  getheill : im  Ganzen  sind  jeden  Abend  vor  und  nach 
den  Zeitbestimmungen  von  beiden  Stationen  zusammen  2ö(j  Signale 
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der  Läxgendifperenz  zwischen  Leipzig  ind  Wien. 


3 t 3 


a-r 

J 

Ji  für  die 
Culminalionszeil 
des  Polsterns 

a-T'-Jl  ! 

Azimul  k 

Tagesmittel 

- ä3:85 

— 3o:oo 

4-  6*15 

4-1:14 

-37.25 

— 29.91 

- 8.34 

4-  1 .09 

4-  IM  4 

— 42.38 

— 29.80 

— 12.58 

4-1.19 

— 9.98 

- 16.13 

4-  6.15 

4-1. 14 

-25.37 

— 16.05 

— 9.32 

4-1.21 

4-1.19 

-28.78 

— 15.94 

— 12.84 

4-1.22 

4-  2.26 

— 4.15 

4-  6.41 

4-1.18 

— 13.61 

-t.il 

— 9.20 

4-1.20 

4- 1 .23 

— 18.23 

— i.56 

-43.67 

4-1.29 

— 13.29 

— 8.99 

— 4.30 

4-1.24 

- 2.2t 

— 9.2t 

4-7.00 

4-1.29 

4-1.26 

— 19.08 

-9.52 

-9.56 

4-1.25 

— 18.76 

— 14.23 

- 4.53 

4-1.31 

- 7.83 

- 11.45 

4-  6.02 

4-1.22 

4-1.28 

— 24.80 

-lt.71 

— 10,09 

4-1.31 

-51.79 

— 46.96 

— 4.83 

4-1.39 

— 39.50 

-46.98 

4-  7.48 

4- 1 .38 

— 57.44 

— 46.96 

-10.48 

4-1.36 

4-1.38 

— 61.81 

-46.94 

— 14.93 

4-1. 41 

-57.5t 

— 46.96 

-10.55 

4-1.34 

4-  7.98 

4-13.21 

- 5.23 

4-1.54 

4-20.75 

4-13.24 

4-  7.51 

4-1.39 

4-  2.53 

4- 13.21 

— 10.68 

4-  1 .39 

— 0.97 

4-13.24 

— 14.21 

4-1.35 

4-  2.00 

4-  13.18 

— 11.18 

4-1.42 

4-  21 .85 

4-13.22 

4-  8.63 

| 

4-4.33 

abgelcscn  und  benutzt.  Dieselben  sind  fllr  jeden  ßeohaclitungsabcnd 
in  den  folgenden  Tabellen  XI  bis  XXVI  in  der  ersten  und  zweiten, 
vierten  und  fünften , siebenten  und  achten , zehnten  und  elften  Co- 
luuine  enthalten,  wahrend  in  der  dritten,  sechsten,  neunten  und 
zwölften  Columno  gleich  die  Differenzen  und  am  Schlüsse  jeder  Ta- 
belle die  Miltelwcrthc  angegeben  sind.  Die  Federnparallaxe  ist  bei 
den  Signalen  noch  nicht  angebracht. 


Abbandl.  <|.  K.  8,  UeselHcb.  d.  Wm«n*ch.  XX. 
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Zeichenwechsel 
Tabelle  XI.  1875  October  8. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 

Differenz 

Chronograph 

Differenz 

Wien 

Lei|Hig 

Wien 

Leipzig 

15*  1069 

20*1»  9:45 

14m8:84 

20* 18"  9:86 

19*58"  6:91 

14-8:35 

13.18 

10.90 

8.88 

10.35 

7.99 

8.36 

14.78 

18.51 

8.87 

18.81 

9.88 

8.33 

16.38 

14.09 

8.83 

13.55 

11.19 

8.36 

17.79 

15.55 

8.84 

14.58 

18.81 

8.37 

19.88 

<6.98 

8.84 

16.58 

14  19 

8.33 

80.77 

18.58 

8.85 

18.36 

16.01 

8.35 

88.89 

80.03 

8.86 

19.55 

17.80 

8.35 

83.91 

81.67 

8.84 

81.88 

18.87 

8.35 

85.50 

83  83 

8.87 

88.98 

80.58 

8.34 

87.08 

84.75 

8.87 

84.68 

88.88 

8.34 

88.46 

86.80 

8.86 

85.58 

83.14 

8.38 

89.98 

87.64 

8.88 

87.90 

85.56 

8 34 

31.40 

89.15 

8.85 

89.85 

86.89 

8.36 

38.90 

30.64 

8.86 

30.85 

87.90 

8.35 

80  15  34.56 

80  1 38.88 

14  8.88 

80  18  38.31 

19  58  89  .96 

<4  8.35 

20* 1574 

20* !»3 

14"  8:857 

20* 1 273 

19*5873 

14"8:351 

Tabelle  XII.  1875  October  8. 


83*18“  1:55 

23*  3"  59:65 

1 1“  1:90 

23*15»  3:»5 

83*1»  1:06 

14-1199 

8.88 

4 0.91 

4.94 

4.08 

2.08 

2.00 

4.16 

2.24 

1.98 

5.12 

3.1 1 

2.01 

5.38 

3.44 

1.94 

6.11 

4.40 

2.01 

6.64 

4.70 

1.94 

7.06 

5.05 

2.01 

7.87 

5.96 

1.94 

9.45 

7.43 

2.02 

9.42 

7.16 

4.96 

40.12 

8.41 

2.01 

10.34 

8.39 

1 .95 

<4.48 

9.49 

4.99 

<4.53 

9.61 

1.92 

12.61 

10.61 

2.00 

12.72 

10.79 

1.93 

14.26 

12.25 

2.01 

13.92 

12.02 

4.90 

16.03 

14.05 

4.98 

15.12 

13.19 

1.93 

IG. 86 

14.88 

4.98 

4 6.34 

44.41 

1.93 

18.61 

46.61 

2.00 

17.50 

15.56 

1.94 

20.27 

4 8.30 

1.97 

18.65 

16.73 

1.92 

21.86 

19.89 

1.97 

23  18  19.85 

83  4 17.95 

4t  4.90 

23  15  22.47 

23  1 20.49 

14  1.98 

23*1872 

83*471 

1 4”  1:985 

23*1572 

23*172 

U“  l!996 
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Wien-Leipzig. 
Krsler  Zeichenwpchsel. 


Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 

Differenz 

Chronograph 

Differenz 

Wien 

Leipzig 

Wiön 

Leipzis 

20*1  *"36:99 

19*58-34:66 

1 4"  2“33 

20*15»  13:17 

20*  1*  40:93 

14-2:2* 

38.36 

36.04 

2.35 

*4.5* 

42.29 

2.25 

39.58 

37.17 

2.35 

*6.00 

43.75 

2.25 

*1.10 

38.76 

2.3* 

*7.33 

45.05 

2.28 

*2.58 

10.46 

2.36 

*8.69 

46.4* 

2.25 

**.82 

*2.46 

2.36 

49.97 

47.74 

2.26 

*5.78 

43. *1 

2.37 

51.37 

*9.10 

2.27 

*7.22 

*4.86 

2.36 

52.82 

50.56 

2.26 

*8  90 

46.56 

2.3* 

5*. 27 

51.99 

2.28 

51.00 

18.65 

2.35 

55.60 

53.3* 

2.26 

53.16 

50.81 

2.35 

56.96 

54.74 

2.25 

5*.  *1 

52.05 

2.36 

58.33 

56.09 

2.24 

56.  ** 

5*.I2 

2.32 

15  59.78 

57.55 

2.23 

59.0* 

56.72 

2.32 

16  1.22 

1 58.97 

2.25 

59. 

57.59 

2.31 

2.60 

2 0.34 

2.26 

20  13  1.86 

19  58  59.5* 

4*  2.32 

20  16  4.03 

20  2 1.79 

44  2.24 

20b 1218 

581*75 

I*W2::H3 

20*1519 

20*1185 

14-2:254 

Zweiter  Zoichenwechscl. 


23*15-  53118 

23*1“  54118 

u-2:oo 

23*  18-39:93 

23*4-38:03 

1*-l:90 

54.71 

52.72 

1.99 

*1.40 

39.46 

1.9* 

56.98 

5*96 

2.02 

*2.22 

40.29 

4.93 

15  58.35 

56.3* 

2.01 

*3.26 

*1.35 

1.91 

16  0.53 

58.55 

1 .98 

**.35 

*2.  *4 

1.91 

1 .35  ! 

1 59.37 

1 .98 

45.48  1 

*3.54 

1.91 

3.09  1 

2 4.12 

1.97 

46.5* 

44.59 

1.95 

5.35 

3.35 

2.00 

*7.65 

*5.72 

1.93 

6.20  ; 

4.21 

1 .99 

*8.69 

*6.7* 

1.95 

7.55 

5.59 

1.96 

49.73 

*7.77  1 

4.96 

9.34 

7.34 

2.00 

50.85 

*8.94 

4.9* 

10.83 

8.83 

2.00 

51.94 

50.01 

1.93 

11.5* 

9.56 

1.98 

52.96 

51.00 

1.96 

13.22 

41.21 

2.01 

54.07 

52.10 

1.97 

1 5.66 

13.67 

1.99 

55.16 

53.21 

1.95 

23  16  16.53 

23  2 44.55 

14  1.98 

23  18  56.28 

23  * 5*. 32 

4*  4.96 

23*  46-1 

j 23*211 

14-1:991 

23*1818 

23**18 

14-1:939 

Jl* 
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Tabelle  XIII.  1875  Oclober  9. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 
Wien  Leipzig 

Differenz 

Clmtnograph 
Wien  Leipzig 

Differenz 

20h23"  I78S1 

20‘9"  239 

13"  59:30 

20‘20”  o:oi, 

20h6”  1:12 

f 

13"  59754 

3.88 

4.00 

59.28 

1.65 

2.12 

59.53 

4.71 

5.30 

59.35 

2.06  i 

3.10 

59.56 

5.95 

0.59 

59.30 

3.63  1 

4.08 

59.55 

7.27 

7.93 

59.34 

4.05  j 

5.10 

59.55 

8.58 

9.23 

59.35 

6.72  | 

7.16 

59.56 

9.84 

10.57 

59.27 

7.74 

8.20 

59.54 

44.13 

1 1 .85 

59.28 

9.87 

10.34 

59.53 

12.35 

12.94 

59.41 

11.03 

11.48 

59.55 

13.  A3 

14.34 

59.32 

12.88  1 

13.30 

59.52 

14.90 

15.59 

59.31 

14.08 

14.54 

59.54 

10.18 

10.88 

59.30 

15.88 

10.34 

59.54 

17.48 

18.14 

59.37 

16.68  | 

17.11 

59.57 

22.30 

22.99 

59.37 

48.03 

18.48 

59.55 

23.55 

24.49 

59.30 

19.97  ( 

20.45 

59.52 

20  23  25.90 

20  9 20.53 

13  59.35 

20  20  21.13 

20  0 21.00 

13  59.53 

20b  23 "2 

20h9'?2 

M*  59*330 

20k  20  ".'2 

2Öh 

I3"59’54* 

Tabelle  XIV.  1875  Oclober  9. 


0b  27*  11 762 

0k  13"  12161 

! 13"  59101 

0h  24  *20723 

1 

ök  10*  2111 4 

13*  59709 

43.02 

14.04 

58.98 

21.21 

22.15 

59.00 

14.30 

15.27 

59.03 

22.23 

23.12 

15.54 

46.51 

59.03 

23.22 

24.12 

59.10 

16.81 

17.81 

59.00 

24.25 

25.15 

17.93 

48.95 

58.98 

26.52 

27.43 

59.09 

19.19 

20.15 

59.04 

27.31 

28.20 

59.11 

20.39 

21.38 

59.01 

29.00 

29.93 

59.07 

24.50 

22.55 

59.01 

30.41 

59.11 

22.70 

23.74 

59.02 

32.08 

32.98 

59,10 

23.90 

24.91 

58.99 

33.33 

34.25 

59.08 

25.13 

26.12 

59.01 

34.78 

35.68 

59.10 

20.27 

27.23 

35.77 

36.66 

59.11 

27.42 

28.39 

59.03 

37.67 

38.59 

59.08 

28.60 

29.59 

59.01 

38.62 

39.53 

59.09 

0 27  29.77 

0 13  30.78 

13  58.99 

0 24  40.53 

ft  10  41.45 

13  59.08 

0‘27?3 

0k43?35 

13“  59701  1 

0k24*5 

01*  1 0“5 

13*59:092 
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Krsler  Zeirhenwechscl. 


Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 

Differenz 

Chrom 

»graph 

Wien 

Leipzig 

Wien 

Leipzig 

i»*1 20"  26?  12 

201’ 6™  26:57 

1 3"  59:55 

20k  23"  29:45 

20b  9" 

30:19 

1 .3"  59!26 

28.08 

28.53 

59.55 

30.58 

34.30 

59.28 

29.92 

30.39 

59.53 

31.79 

32.49 

59.30 

30.84 

34.28 

59.56 

34.07 

3 4.74 

59.33 

32.23 

32.66 

59.57 

33.4  7 

35.84 

59.33 

34.10 

34.58 

59.52 

37.50 

38.18 

59.32 

35.47 

35.92 

59.55 

38.64 

39.25 

59.39 

36.95 

37.44 

59.54 

40.88 

(1.60 

59.28 

38.41 

38.86 

59.55 

46.62 

(7.34 

59.28 

39.44 

39.56 

59.55 

50.07 

50.76 

59.31 

(0.44 

40.94 

59.53 

54.59 

55.24 

59.35 

44.67 

42.14 

59.53 

55.72 

56.41 

59.34 

43.53 

43.99 

59.54 

23  59.06 

9 

59.80 

59.26 

45.18 

45.60 

59.52 

24  1.37 

10 

2.10 

59.27 

46.06 

(6.54 

59.55 

2.52 

3.19 

59.33 

20  20  (7.93 

20  6 48.38 

13  59.55 

20  24  8.52 

20  10 

9.19 

13  59.33 

20k20?6 

20h  6'!'6 

| I3"59:543 

20k23".,7 

20h9?7 

i 3“  59M08 

1 

Zweiter  Zeichen  Wechsel. 


011 24”  49:24 

OMO”  50:16 

4 3“ 59:08 

0h  27”  35:68 

0k  I3“36:66 

13"  59:02 

50.62 

51.51 

59.11 

36.83 

37.84 

58.99 

52.10 

53.01 

59.09 

37.90 

38.89 

59.01 

53.43 

54.35 

59.08 

38.99 

39.94 

59.05 

55.36 

56.27 

59.09 

40.15 

41.43 

59.02 

56.58 

57.51 

59.07 

41.24 

42.24 

59.00 

57.76 

10  58.70 

59.06 

42.30 

43.26 

59.04 

24  59.51 

<1  0.40 

59.11 

43.39 

44.38 

59.01 

25  0.92 

4.85 

59.07 

44.61 

45.60 

59.01 

1.76 

2.68 

59.08 

45.72 

46.71 

59.01 

3.62 

4.53 

59.09 

46.81 

47.79 

59.02 

4.90 

5.85 

59.05 

47.91 

48.91 

59.00 

6.39 

7.30 

59.09 

49.05 

50.05 

59.00 

7.55 

8.45 

59.10 

50.23 

51.49 

59.04 

9.51 

10.44 

59.07 

54.31 

52.30 

59.01 

0 25  10.51 

01)  11.42 

43  59.09 

0 27  52.43 

0 13  53.44 

13  58.99 

0h25'?0 

01"  1 1?0 

13" 59:083 

0k27?7 

0M3*7 

4 3"  5910 14 

Digitized  by  Gopgle 
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:)8 


Tabelle  XV.  1875  Oclober  19. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 

Chronograph 

W len 

Leipzig 

Wien 

Leipzig 

20b 22"  41:24 

20b9”  8:37 

43*32:87 

20b25m  4M3 

20b  4 1*31:50 

13*38:93 

12.74 

9.87 

32.87 

5.88 

32.92 

32.96 

43.74 

40.88 

32.86 

7.16 

34.21 

32.95 

45.47 

42.27 

32.90 

8.48 

35.50 

32.98 

47.01 

14.15 

32.86 

9.87 

36.90 

32.97 

47.84 

44.98 

32.86 

41.17 

38.23 

32.94 

49.06 

46.78 

32.88 

42.37 

39.41 

32.96 

54 .97 

<9.11 

32.86 

13.60 

40.63 

32.97 

53.01 

20.12 

32.89 

14.72 

41.78 

32.94 

54.79 

21.91 

32.88 

15.88 

42.92 

32.96 

55.97 

23.11 

32.86 

16.97 

44.00 

32.97 

57.48 

24.30 

32.88 

<8.14 

45.20 

32.94 

22  58.96 

26.09 

32.87 

19.28 

46.35 

32.93 

23  0.56 

27.68 

32.88 

20.44 

47.47 

32.97 

1.99 

29.15 

32.84 

21.54 

48.59 

32.95 

20  23  3.06 

20  9 30.22 

43  32.84 

20  25  22.66 

20  II  49.72 

43  32.94 

20h 2279 

20b9"3 

13*32:869 

20b25T2 

20b  4 4T7 

43*32:954 

Tabelle  XVI.  1875  Ortober  19. 


0b  27*  1 2:03 

0b  13*39:52 

13*38:51 

0b  29*34:00 

0b  46*  4:45 

! 

13-32:55 

43.03 

40.53 

32.50 

35.25 

2.69 

32.56 

14.40 

41.91 

32.49 

36.46 

3.87 

32.59 

46.13 

43.63 

32.50 

37.66 

5.13 

32.53 

4 7.90 

45. J4 

32. 46 

38.87 

6.34 

32.53 

20.06 

47.59 

32.47 

40.14 

7.54 

32.57 

21.01 

48.52 

32.49 

41.32 

8.77 

32.55 

22.49 

50.06 

32.43 

42.58 

10.06 

32.52 

24.34 

54.85 

32.49 

43.74 

41.26 

32.48 

25.84 

53.33 

32.48 

45.01 

12.47 

32  54 

27.94 

55.44 

32.50 

46  20 

13.65 

32.55 

28.70 

56.21 

32.49 

47.42 

14.90 

32.52 

30.04 

57.55  1 

32.46 

48.61 

16.05 

32.56 

34.32 

43  58.85 

32.47 

49.73 

17.17 

32.56 

32.68 

14  0.48 

32.50 

50.89 

18.35 

32.54 

0 27  34.01 

0 14  1.53 

13  32.48 

0 29  54.93 

0 46  4 9.38 

13  32.55 

0b27?4 

0M3?85 

13-38:483 

0b  29*7 

0b  46*2 

| 

13-32:544 

Digitized  by  Google 
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Erster  Zeichen  Wechsel. 


Zeichen 

Chrom 

Wien 

gegeben  von  Le 
ograph 

Leipzig 

ipzig 

Differenz 

Zeichen  gegeben  von  W 
Chronograph 
Wien  Leipzig 

i’icn 

Differenz 

20b  25"  28135 

20h  4 4 “55:38 

13-32:97 

20b23-  9:0? 

20b9“36:19 

13-32:88 

29.58 

56.55 

32.97 

40.40 

37.51 

32.89 

30.62 

57.66 

32.96 

12.40 

39.51 

32.89 

31.73 

58.79 

32.94 

13.80 

40.93 

32.87 

32.95 

11  59.97 

32.98 

14.86 

44.97 

32.89 

34.14 

12  4.48 

32.96 

16.58 

43.66 

32.92 

35.43 

2.49 

32.94 

17.90 

45.02 

32.88 

36.60 

3.62 

32.98 

19.18 

46.32 

32.86 

37.74 

4.80 

32.94 

20.49 

47.61 

32.88 

38.92 

5.96 

32.96 

21.56 

48.69 

32.87 

40.10 

7.14 

32.99 

23.01 

51.16 

32.85 

44.44 

8.18 

32.96 

24.89 

51.97 

32.92 

42.38 

9.43 

32.95 

27.19 

54.32 

32.87 

43.55 

10.62  i 

32.93 

28.73 

55.82 

32.91 

44.76 

11.80 

32.96 

30.20 

57.34 

32.88 

20  25  45.93 

20  12  12.97 

43  32.96 

20  23  32.29 

20  9 59.40 

43  32.89 

20h  25T6 

1 20M2?2 

13-32:959 

20b23?3 

20b9”8 

13-321883 

Zweiter  Zeielien Wechsel. 


0b  29“  56146 

0b  1 6»  23189 

13-32157 

0b  27“  4011 2 

0b 14“  7161 

13“  32151 

57.60 

25.05 

32.55 

42.56 

10.10 

32.46 

58.71 

26.18 

32.53 

43.77 

<4.32 

32.45 

29  59.84 

27.28 

32.56 

45.43 

12.65 

32.48 

30  0.93 

28.37 

32.56 

46.58 

14.10 

32.48 

2.05 

29.50 

32.55 

47.74 

15.22 

32.49 

3.14 

30.61 

32.53 

49.34 

16.84 

32.50 

4.25 

31.70 

32.55 

51.52 

49.02 

32.50 

5.33 

32.78 

32.55 

52.89 

20.40 

32.49 

6.44 

33.91 

32.53 

54.73 

22.28 

32.45 

7.49 

34.95 

32.54 

55.93 

23.44 

32.49 

8.57 

36.01 

32.56 

57.24 

24.78 

32.46 

9.67 

37.11 

32.56 

27  59.00 

26.54 

32.49 

10.75 

38.19 

32.56 

28  1.44 

28.94 

32.47 

11.81 

39.26 

32.55 

2.94 

30.49 

32.45 

0 30  12.93 

0 16  40.36 

43  32.57 

0 28  4.68 

0 14  32.19 

13  32.49 

0b30?1 

0*46-5 

13-32:551 

0b27*?85 

0M  4*8 

13-321479 

Digitized  by  Gopgle 
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Tabelle  XVII.  1875  November  2. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 

Differenz 

Chronograph 

Differenz 

W ien 

Leipzig 

W ien 

Leipzig 

20  b 26 '"28:0  4 

20‘  13”  24:57 

I3"3:47 

20h  28“  3:68 

20‘45“  0:13 

13"  3:55 

20.75 

26.29 

3.46 

4.95 

.42 

3.53 

31.12 

27.64 

3.48 

6.18 

2.66 

3.52 

32.29 

28.82 

3.47 

7.44 

3.88 

3.56 

33.80 

30.43 

3.46 

8.59 

5.06 

3.53 

35.40 

31.62 

3.48 

9.77 

6.28 

3.40 

36.66 

33.20 

3.46 

10.91 

7.30 

3.52 

38.65 

35.20 

3.45 

12.10 

8.57 

3.53 

40.26 

36.80 

3.46 

43.33 

0.81 

3.52 

41.85 

38.40 

3.45 

14.52 

10.98 

3.54 

13.10 

39.71 

3.48 

15.68 

12.12 

3.56 

44.85 

41.40 

3.45 

16.78 

13.25 

3.53 

46.67 

43.20 

3.47 

17.02 

14.39 

3.53 

47.62 

44.15 

3 47 

49.16 

15.59 

3.56 

49.47 

46.02 

3.45 

20.30 

16.76 

3.54 

i0  26  52.28 

20  13  48.81 

13  3.47 

20  28  21.50 

20  15  17.07 

13  3.53 

20b  26".'6 

20h 1 3T6 

I3”3:464 

20b 28T2 

20kl5'M 

13“ 3:534 

Tabelle  XVIII.  1875  November  2. 


0h 33" 47:06 

0b  20"  42:84 

13" 

4:22 

0k 35”  15:78 

0I>22" 

ii:49 

4.3"  4:29 

48.83 

44.61 

4.22 

17.13  ; 

12.85 

4.28 

50.03 

45.81  | 

4.22 

18.41  j 

14.15 

4.26 

52.44 

48.22 

4.22 

19.74 

15.44 

4.30 

53.86 

49.66 

4.20 

21.04 

16.76 

4.28 

55.44 

51.19 

4.25 

22.49 

18.21 

4.28 

57.85 

53.65 

4.20 

23.80 

19.52 

4.28 

33  59.61 

55.38 

4.23 

25.08 

20.80 

4.28 

34  1.53 

57.33 

4.20 

26.40 

22.44 

4.26 

3.87 

20  59.64 

4.23 

29.14 

21.83 

4.28 

5.37 

24  4.13 

4.24 

30.36 

26.07 

4.29 

7.26 

3.04 

4.22 

31.65 

27.36 

4.29 

9.10 

4.87 

4.23 

33.05 

28.74 

4.31 

40.80 

6.59 

4.21 

34.32 

30.05 

4.27 

12.68 

8.44 

4.24 

35.65 

31.37 

4.28 

0 34  14.05 

0 21  9.82 

13 

4.23 

0 35  37.07 

0 22 

32.78 

13  1.29 

0b34“.’0 

I 0b21?0 

| 13“ 4:223 

0k35?l 

| 

'35 

13" 4:283 

Digitized  by  Google 
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321 


Kreter  Zeirhenweclisel , 


Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 
Wien  Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien  Leipzig 

Differenz 

20b  28”  27:31 

20b15”  23:77 

13”  3:54 

20b  26"54:35 

201'  1 3"  50:89 

4 3”  3:46 

28.50 

24.96 

3.54 

56.04 

52.55 

3.49 

au.  73 

26.25 

3.50 

56.95 

53.48  j 

3.47 

10.89 

27.38 

3.54 

26  58.74 

55.27  i 

3.47 

:ii.ou 

28.57 

3.52 

27  4.07 

57.60 

3 47 

33.21 

29.68 

3.53 

2.39 

13  58.93 

3.46 

34.42 

30.87 

3.55 

3.73 

14  0.25 

3.4R 

35.63 

32.40 

3.55 

5.16 

4 .69 

3.47 

36.83 

33.30 

3.53 

6.67 

3.20 

3.47 

37.99 

34.48 

3.54 

8,83 

5.36 

3.47 

39.18 

35.64 

3.54 

10.66 

7.21 

3.45 

40.34 

36.81 

3.53 

42.43 

8.64 

3.49 

41.56 

38.05 

3.54 

14.36 

40.94 

3.45 

42.70 

39.16 

3.54 

45.92 

12.46 

3.46 

43.80 

40.27 

3.53 

17.40 

43.62 

3.48 

20  28  44.97 

20  15  44.43 

; 13  3.52 

20  27  19.05 

20  14  15.54 

12  3.54 

20b28”6 

SO**  4 5T5 

4 3“  34528 

1 

20h27,?1 

20h14'?0 

43"3:472 

Zweiter  Zeichenwechsel. 


1 

0‘35“38:34 

0b  22”  3 4408 

39.73 

35.45 

44.48 

36.90 

42.41 

38.13 

43.72 

39.43 

44.95 

40.66 

46.30 

42.03 

47.62 

43.33 

49.01 

44.73 

50.35 

46.08 

54.67 

47.38 

52.99 

48.71 

54.25 

49.95 

55.66 

51.36 

56.97 

52.67 

0 35  58.33 

0 22  54.05 

0b35“8 

ob22”7 

13” 4:26 

0b  37“  21:92 

4.28 

24.05 

4.28 

25.84 

4.28 

28.36 

4.29 

29.80 

4.29 

32.93 

4.27 

34.30 

4.29 

36.94 

4.28 

38.50 

4.27 

40.25 

4.29 

42.77 

4.28 

44.70 

4.30 

46.78 

4.30 

47.96 

4.30 

49.78 

13  4.28 

0 37  52.06 

13”  45284 

0k37”6 

0b 24“ 17:70 

13“  4:22 

19.82 

4.23 

24.60 

4.24 

24.14 

4.22 

25.58 

4.22 

28.69 

4.24 

30.14 

4.19 

32.74 

4.23 

34.30 

4.20 

36.02 

4.23 

38.56 

4.24 

40.46 

4.24 

42.58 

4.20 

43.72 

4.24 

45.58 

4.20 

0 24  47.80 

43  4.26 

0b24?6 

13”  44223 

Digitized  by  Google 
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Tabelle  XIX.  1875  November  3. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 
Wien  Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien  Leipzig 

Differenz 

20b  40"  32:33 

- 49h57"84;57 

43"7;76 

20b  42*  9H3 

1 9b  59“  4:34 

43*7:82 

34.27 

86.54 

7.76 

40.43 

2.60 

7.83 

36.35 

88.61 

7.74 

1 1 .65 

3.82 

7.83 

38.16 

30.43 

7.73 

48.85 

5.03 

7.82 

39.84 

34.54 

7.73 

43.98 

6.48 

7.80 

41.03 

33.38 

7.74 

45  4 4 

7.28 

7.83 

48.67 

34.95 

7.72 

46.30 

8.45 

7.85 

44.88 

36.47 

7.75 

17.43 

9.60 

7.83 

45.78 

38.05 

7.73 

18.59 

40.77 

7.82 

47.45 

39.42 

7.73 

49.74 

4 4 .90 

7.84 

48.98 

44.17 

7.75 

20.83 

43.04 

7 82 

54.18 

43.38 

7.74 

21.94 

44.41 

7.80 

53.04 

45.86 

7.75 

22.94 

45.08 

7.83 

54.86 

37.44 

7.72 

25.24 

47.43 

7.81 

57.01 

49.88 

7.73 

26.39 

18.58 

7.81 

80  10  58.18  | 

49  57  50.39 

4 3 7.73 

20  12  27.42 

19  59  19.61 

13  7.81 

20bl077 

49b5776 

43*74736 

20M273 

19b5972 

43*7:822 

Tabelle  XX.  1875  November  3. 


23h53*  2:08 

23b39*  53:67 

1 

13*8:41 

23b54»  49:92 

23b  44*  44:43 

1 43*8:49 

3.84 

55.42 

8.42 

51.16 

42.68 

8.48 

5.50 

57.07 

8.43 

52.46 

43.66 

8.50 

7.96 

39  59.52 

8 44 

53.40 

44.58 

8.52 

9.00 

40  0.54 

1 8.46 

54.45 

45.65 

8.50 

10.46 

2.07 

8.39 

55.44 

46.61 

8.50 

12.39 

3.95 

8.44 

56.04 

47.54 

8.50 

14.93 

6.52 

8.44 

56.95 

18.45 

8.50 

16.78 

8.35 

8.43 

57.92 

49.44 

8.48 

48.34 

9.94 

8.40 

54  69.07 

50.58 

8.49 

20.42 

1 1 .70 

8.42 

55  0.54 

52.04 

8.50 

22.43 

43.74 

8.42 

1.94 

53.44 

8.50 

23.40 

44.67 

8.43 

3.34 

54.83 

8.48 

24.41 

45.96 

8. 45 

4.88 

56.38 

8.50 

26.97 

48.55 

8.42 

6.24 

57.74 

8.50 

23  53  29.00 

23  40  20.56 

43  8.44 

23  55  7.85 

23  41  59.34 

13  8.54 

23b 53725 

23b  4074 

43*8:426 

23b5479 

23b4478 

43*8:497 

Digitized  by  Google 
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DER  LaNUKNDIFKKRENZ  ZWISCHEN  LEIPZIG  INI)  WlEN. 


323 


Eisler  Zeichen  Wechsel. 


Zeichen  gegeben  von  Le 
Chronograph 
Wien  j Leipzig 

ipzig 

1 

Differenz 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph  _ 

, Differenz 

Wien  [ Leipzig 

SO* 12” 30:69 

1 9h  59“  22188 

13“  7581 

20M1”  4177  | 

I9k57m57t02 

13”  7:75 

33.07 

25.25 

7.82 

6.38 

57  58.66 

7.72 

34.20 

26.38 

7.82 

8.35 

58  0.60 

7.75 

36. 6G 

28.84 

7.82 

10.14 

2.39 

7.72 

37.86 

30.05 

7.84 

1 1.40 

3.36 

7.74 

38.04 

31.15 

7.79 

12.54 

4.78 

7.76 

40.  M 

32.30 

7.81 

14.34 

6.61 

7.73 

41.31 

33.52 

7.79 

15.45 

7.70 

7.75 

42.32 

34.52 

7.80 

17.09 

9.36 

7.73 

43.44 

35.60 

7 84 

19.02 

11.28 

7.74 

44.51 

36.68 

7.83 

20.15 

12.41 

7.74 

45.36 

37.56 

7.80 

21.63 

13.92 

7.71 

46.53 

38.72 

7.81 

23.07 

15.34 

7.73 

47.68 

39.84 

7.84 

24.63 

16.87 

7.76 

48.87 

41.07 

7.80 

25.60 

17.86 

7.74 

20  12  50.14 

19  59  42.33 

13  7 84 

21T  II  27.17 

19  58  19.41 

1 13  7.76 

20*,I2T7 

19‘59?6 

I3”71812 

20h  1 1 ?3 

19‘58?1 

13“7:739 

Zweiter  Zeichen  Wechsel. 


23h55"  14:61 

! 23l42"  6T13 

13"  8:48 

23‘53” 35:13 

23h  40"  26:70 

13”  8:43 

16.23 

7.74 

8.49 

36.59 

28.16 

8.43 

47.13 

8.64 

8.49 

39.17 

30.76 

8.41 

18.05 

9.53 

8.52 

41.04 

32.62 

8.42 

18.88 

10.38 

8.50 

42.97 

34.55 

8.42 

19.75 

1 1 .25 

8.50 

44.85 

36.43 

8.42 

20.91 

12.41 

8.50 

46.96 

38.56 

8.40 

22  19 

13.69 

8.50 

49.45 

40.72 

8.43 

23.27 

14.79 

8.48 

51.07 

42.65 

8.42 

24.43 

45.91 

8.52 

52.77 

44.33 

8.44 

25.62 

17.12 

8.50 

54.10 

45.69 

8.41 

26.69 

18.23 

8.46 

55.74 

47.32 

8.42 

27.66 

19.16 

8.50 

57.22 

48.80 

8.42 

28,77 

20.28 

8.49 

53  59.50 

51.08 

8.42 

29.83 

21.34 

8.49 

54  1.15 

52.72 

8.43 

23  55  30.79 

23  42  22.31 

13  8 48 

23  54  2.34 

23  40  53.93 

13  8.41 

23 h 55” 4 

23b  42T2 

I3”8:494 

23h  53”8 

23l 40T7 

1 1 

I3"8:42f 

Digitized  by  Google 
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Talielle  \\l.  1875  November  I. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chron 
W ien 

»graph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien  Leipzig 

Differenz 

1 9 k59” 4 1 ?98 

19k46"30:07 

13”  11:91 

20k  1-13:63 

19k48“  1:66 

13-11:97 

♦3.00 

31.08 

11.92 

15.07 

3.10 

1 1 .97 

44.96 

33.03 

1 1 .93 

16.48 

4.50 

11.98 

♦ 7.10 

35.(8 

1 1 .92 

17.80 

5.85 

1 1 .95 

♦8.4.1 

36.51 

11.98 

19.12 

7.15 

1 1 .97 

60.31 

38.42 

1 1 .89 

20.46 

8.49 

1 1.97 

51.38 

39.40 

11  92 

21.86 

9.92 

11.94 

58.7'J 

40.85 

11.94 

23.27 

11.29 

11.98 

54.88 

42.39 

1 1 .89 

24.50 

12.53 

1 1 .97 

56.85 

44.33 

11.92 

25.70 

13.72 

1 1 .98 

57.  V.» 

45.87 

1 1 .92 

26.93 

14.96 

11.97 

19  59  58.85 

46.93 

11.92 

28.20 

16.22 

11.98 

20  0 0.65 

48.73 

1 1 .92 

29.32 

17.34 

1 1 .98 

♦ .51 

49.62 

1 1 .89 

30.71 

18.76 

11.95 

3.28 

51.37 

11.91 

32.00 

20.03 

11.97 

80  0 5.06 

19  46  53.14 

13  11  92 

20  1 33.06 

19  48  21.09 

13  11.97 

I9k59”9 

19‘46?7 

I3"M!945 

2okm 

49k48f2 

I3"H?969 

Tabelle  XXII.  1875  Novcmlwr  4. 


23‘ 42”  12:09 

23k 28-59:44 

13-12:65 

23k39” 38:44 

23k  26”  25:72 

13“  12:72 

13.71 

29  1 .08 

12.63 

39.82 

27.13 

1 2.69 

15.26 

2.64 

12.62 

41.25 

28.57 

12.68 

16.93 

4.29 

12.64 

42.63 

29.96 

12.67 

18.88 

6.26 

12.62 

44.09 

31.36 

12.73 

20.19 

7.59 

12.60 

45.48 

32.79 

12.69 

21.94 

9.33 

12.61 

46.81 

34.13 

12.68 

23.66 

11.03 

12.63 

48.10 

35.38 

12.72 

25.88 

13.26 

12.62 

49.35 

36.62 

12.73 

27.32 

14.71 

12.61 

50.74 

38.07 

12.67 

29.43 

16.82 

12.61 

52.01 

39.33 

12.68 

31.22 

<8.60 

12.62 

53.37 

40.66  ! 

12.71 

32.25 

19.61 

12.64 

54.72 

42.06 

12.66 

34.36 

21.74 

12.62 

56.03 

43.33 

12.70 

36.05 

23.42 

12.63 

57.35 

44.65 

12.70 

23  42  37.44 

23  29  24.82 

13  12.62 

23  39  58.68 

23  26  46.00 

13  12.68 

23k12”4 

23k29”2 

J 13“  12:623 

23k39?8 

23k26”6 

13-12:695 

Digitized  by  Google 
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Krster  Zeichenwerhsel. 


Zeichen  gegeben  von  l^oipzife 

Zeichen  Hebelten  von  Wien 

Chronograph 

Differenz 

Chronograph 

Differenz 

\\  ien 

Leipzig 

\\  ien 

Leipzig 

20k  1-36:40 

19k  48-24:42 

13-11:98 

i0k0"  12:47 

1 

1 1 9U  47"  0?5l 

13-11:93 

37.49 

25.45 

11.97 

13.91 

2.00 

11.91 

38.57 

96.60 

11.97 

14.99 

3.07 

1 1.92 

39.04 

97.67 

11.97 

16.54 

4.62 

11.92 

40.67 

98.69 

11.98 

18.21 

6.30 

11.91 

41.46 

29.51 

11.95 

49.07 

7.16 

11.91 

49.39 

30.42 

11.97 

20.34 

8.41 

1 1 .93 

43.37 

31.39 

11.98 

22.41 

10.51 

1 1 .90 

44.64 

32.64 

12.00 

23.87 

0.93 

11.94 

45.85 

33.90 

11.95 

25.28 

13.37 

11.91 

47.35 

35.37 

11.98 

27.08 

15.17 

41.91 

48.56 

36.57 

41.99 

28.60 

46.66 

41.94 

50.05 

38.10 

11.95 

30.37 

48.45 

11.92 

51.40 

39.42 

11.98 

31 .28 

19.35 

11.93 

59.79 

40.84  ! 

11.95 

33.20 

21.28 

11.92 

90  1 54.90 

19  48  42.25  | 

13  11.95 

20  0 35.49 

19  47  23.27 

13  11.92 

20k 1 “7 

I9U48”5 

13-11:970 

20k 0T4 

19H7-2 

13-11:920 

Zweiter  Zeichen  Wechsel. 


23k40»  n:05 

23k  26- 47:35 

13" 

12:70 

23h  42’ 

”39:11 

23*'  29" 

1 26:50 

1 

13- 

12:61 

1.30 

48.60 

12.70 

41.29 

28.67 

1 2.62 

2.44 

49.77 

12.67 

42.46 

29.85 

12.61 

3.64 

50.96 

12.68 

44.17 

31.53 

12.64 

4.90 

52.20 

12.70 

45.24 

32.59 

12.65 

6.27 

53.60 

12.67 

47.24 

34.65 

12.59 

7.58 

54.89 

42.69 

49.47 

36.85 

12.62 

8.88 

56.17  | 

12.71 

50.42 

37.80 

12.62 

10.33 

57.66 

12.67 

51.78 

39.17 

12.61 

11.66 

26  58.95 

12.71 

52.80 

40.17 

12.63 

13.09 

27  0.39 

12.70 

54.36 

41.79 

12.57 

14.47 

1.77 

12.70 

56.07 

43.45 

12.62 

15.76 

3.06 

12.70 

57.31 

4 4.67 

12.64 

17.20 

4.51 

12.69 

42 

59.38 

46.80 

12.58 

18.58 

5.90 

12.68 

43 

0.44 

47.81 

12.63 

23  40  19.96 

23  27  7.24 

43 

42.72 

23  43 

2.11  ; 

23  29 

49.50 

13 

12.61 

23k40-2 

j 23 k 26-95  ! 

13- 

1 2:693 

23k42‘ 

j 23k29“6 

j 13“ 

12:615 

Digitized  by  Google 
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Tabelle  Will.  1875  November  14. 


Zttichei 

Chrom 

Wien 

n gegeben  von  Wien 

1 ... 

Differenz 

Leipzig 

Zeichen  gefeiten  von  Leipzig 
Chronograph 

i Differenz 

Wien  Leipzig 

20h  50"  22151 

2011 36”  50147 

13»  3210  4 

20h53»  4115 

20‘  39»  32106 

13*32109 

24.04 

52.05 

31.99 

5.34 

33.23 

32.11 

25.31 

53.29 

32.02 

6.94  | 

34.84 

32.10 

26.67 

54.67 

32.00 

8.35 

36.28 

32.07 

28.09 

56.10 

3 1 .99 

9.47 

37.36 

32.11 

29.53 

57.52 

32.01 

11.02  | 

38.92 

32.10 

30.95 

36  58.93 

32.02 

11.89 

39.81 

32.08 

32  38 

37  0.38 

32.00 

13.36  | 

41.26 

32.10 

34.02 

2.00 

32.02 

14.59  | 

42.48 

32.11 

35.31 

3.33 

31.98 

15.28  i 

43.17 

32.11 

36.71 

4.71 

32.00 

16.66 

44.57 

32.09 

38.13 

6.11 

32.02 

. 18.06 

45.94 

32.12 

39.49 

7.51 

31.98 

19.10 

47.00 

32.10 

40.81 

8.82 

31.99 

20.46  ; 

48.37 

32.09 

42  11 

10.09 

32.02 

21.50  i 

49.40 

32.10 

20  50  43.55 

20  37  11.55 

13  32.00 

20  53  23.04 

20  39  50.94 

.13  32.10 

io^sors 

20‘37“0 

13*321005 

«0>Ö3-S 

1 

20h  3977 

13“321099 

Tabelle  WIV.  1875  November  14. 


057*51162 

044*19186 

13" 

31176 

2I|0“  44100  047 

o.  |4«2( 

13» 

31179 

53.07 

21.30 

31.77 

45.38  | 

13.55 

31.83 

54.21 

22.44 

31.77 

46.97 

15.14 

31.83 

55.53 

23.78 

31.75 

47.87 

16.05 

31.82 

56.72 

24.95 

31.77 

49.25 

17  41 

31  84 

57.92 

26.15 

31.77 

50.71 

18.87 

31.84 

57  59.31 

27.53 

31.78 

52. 1 7 

20.33 

31.84 

58  0.G4 

28.87 

31.77 

52.93 

21.09 

31.84 

1.90 

30.13 

31.77 

54.33 

22.48 

31.85 

3.20 

31.44 

31.76 

56.04 

24.24 

31.80 

4.33 

32.58 

31.75 

57.48 

25  64 

31.84 

5.50 

33.72 

31.78 

0 59.26 

27,43 

31.83 

6.80 

35.03 

31.77 

1 0.12 

28.31 

31.81 

8.27 

36.52 

31.75 

1.53 

29.68 

31.85 

9.83 

38.07 

31.76 

3.08 

31.24 

31  84 

1 58  11.37 

1 44  <39.64 

13 

31.73 

2 1 4.82  | 1 47 

32.97 

13 

31.85 

O58?0 

044*5 

13" 

1 311763 

Jh0?9  1 ll  4 7 

1 

i 

13» 

‘311831 

Digitized  by  Google 
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Erster  Zeichenwechsel. 


Zeichen  gegeben  von  Le 
Chronogmph 
Wien  Leipzig 

ipzig 

Differenz 

Zeit- he 
Chroni 
Wien 

n gegeben  von  V 
ngrnph 

Leipzig 

irien 

Differenz 

20*53-39:65 

20*40»  7!56 

13-32:09 

20*50-50:41 

20h37*  18:39 

13-32:02 

41.13 

9.03 

32.10 

51.60 

19.61 

31.99 

42.49 

10.18 

32.11 

52.89 

20.87 

32.02 

43.43 

11.34 

32.09 

54.12 

22.10 

32.02 

45.18 

43.08 

32.10 

55.19 

23.18 

32.01 

46.51 

44.41 

32.10 

56.45 

24.45 

32.00 

48.19 

46.40 

32.09 

57.72 

25.72 

32.00 

49.99 

17.88 

32.11 

50  58.99 

26.99 

32.00 

51.14 

19.05 

32.09 

51  0.21 

28.23 

31.98 

52.94 

20.87 

32.07 

4.46 

29.46 

32.00 

54.90 

22.80 

32.10 

2.73 

30.72 

32.01 

55.92 

23.83 

32.09 

3.97 

31.98 

31.99 

57.24 

25.45 

32.09 

5.37 

33.37 

32.00 

53  58.61 

26.51 

32.10 

6.71 

34.71 

32.00 

54  0.08 

28.00 

32.08 

8.00 

36.04 

31.96 

20  54  1.59 

20  40  29.49 

13  32.10 

20  54  9.26 

20  37  37.27 

43  31.99 

20*5378 

20*4073 

13-32:095 

20*5170 

20*3775 

13-31:999 

Zweiter  Zeichenwechsel. 


2*1-  9:81 

1*47-37:93 

1 13-31:88 

1*58-16:67 

1*44-44:93 

13-3C74 

4 4.75 

39.88 

| 31.87 

18.13 

46.35 

31.78 

12.63 

40.82 

31.81 

19.55 

47.78 

31.77 

14.44 

42.57 

31.87 

20.86 

49.11 

31.75 

16.05 

44.23 

31.82 

22.06 

50.30 

31.76 

18.95 

47.09 

34.86 

23.23 

51.47 

31.76 

20.50 

48.65 

31.85 

24.43 

52.67 

31.76 

22.95 

51.12 

31 .83 

25.53 

53.75 

31.78 

23.96 

52.16 

31.80 

26.65 

54.90 

31.75 

25.41 

53.56 

31.85 

27.77 

56.04 

31.73 

26.73 

54.88 

31.85 

28.91 

57.16 

34.75 

28.24 

56.44 

31.83 

29.96 

58.21 

31.75 

29.44 

57.58 

31.86 

31.27 

44  59.50 

31.77 

30.65 

47  58.82 

34.83 

32.64 

45  0.87 

34.77 

32  10 

48  0.29 

31.81 

34.00 

2.24 

31.76 

2 1 33.22 

1 48  1.38 

13  31.84 

1 58  35.57 

1 45  3.80 

13  34.77 

2*1  “4 

1*4779 

13-  3 1 7841 

1*5874 

1 

1*4479 

1 

13-21:759 

! 

Digitized  by  Google 
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Tabelle  X\V.  1875  November  Iß. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 

Differenz 

Chronograph 

Differenz 

Wien 

Leipzig 

1-  - — — 

\\  icn 

Leipzig  | 

. 

20*59-44:36 

20k  47'"  10:93 

12-30:43 

j i k 2™  i i:ss 

20k  49-41MI 

(2-30:47 

42.52 

12.09 

30.43 

13.29 

42.80 

30.49 

43.51 

13.10 

30.41 

14.29 

43.76 

30.53 

44.49 

14.09 

30.40 

16.12 

45.61 

50.51 

45.62 

15.19 

30.43 

17.79 

47.26  i 

30.53 

46.66 

16.21 

30.45 

18.60 

48.07 

30.53 

47.78 

17.35 

30.43 

19.71 

49.18 

30.53 

48.77 

18.35 

30.42 

21.39 

50.89 

30.50 

49.79 

19.35 

30.44 

22.45 

51.91 

30.54 

50.94 

20.52 

30.42 

23.68 

53.17 

30.51 

52.06 

21.63 

30.43 

24.94 

54.43 

30.51 

53.06 

22.63 

30.43 

26.32 

55.82 

30.50 

54.15 

23.71 

30.44 

27.40 

56.88 

30.52 

55.30 

24.86 

30.44 

28.69 

49  58.20 

30.49 

56.44 

26.02 

30.42 

30.61 

50  0.10 

30.51 

20  59  57.49 

21  47  27.05 

12  30.44 

21  2 31.95 

20  50  1.47 

12  30.48 

20k59»8 

20h 47T3 

[ 1 *"307429 

2lk2”4 

20k49T9 

12-30:509 

Tabelle  XXVI.  1875  November  16. 


1 

2k5|- 31:68  I 

2k39"  4!33 

12-30:35 

2k  48-  3 1:60 

2k36™  1*19  12-30:41 

33.29  i 

2.93 

30.36 

32.66 

2.27  30.39 

34.77  I 

4.43 

30.34 

34.24 

3.80  30.4  4 

36.50 

6.15 

30.35 

35.51 

5.08  30.43 

38.18 

7.80 

30.38 

37.27 

6.85  30.42 

39.79 

9.44 

30  35 

38.17  ■ 

7.74  30.43 

41.28 

10.96 

30.32 

39.65  1 

9.25  30.40 

42.75 

12.37 

30.38 

40.86 

10.47  30.39 

44.17 

13.82 

30.35 

12.00 

11.59  30.41 

45.57 

(5.22 

30.35 

43.84 

13.43  30.41 

47.08 

16.72 

30.36 

45.19 

14.78  30.41 

48.52 

18  18 

30.34 

47.15 

16.74  i 30.41 

50.00 

19  62 

30.38 

47.99 

17.64  30.35 

51.42 

21.07 

30.35 

49.74 

19.32  30.42 

52.87 

22.54 

30.33 

51 .06 

20.64  30.42 

2 51  54.41 

| 2 39  24.06 

12  30.35 

2 48  52.70 

2 36  22.30  42  30.40 

2k  51  — 7 

] 2k39-2 

| 12-30:351 

2U  4877 

2k36?2  I2-30MOO 

Digitized  by  Google 
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Kister  Zeichen  Wechsel. 


Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Citrunograph 

, Differenz 

Wien  ’ l.eipzig 

Chronograph 
Wien  | Leipzig 

Differenz 

2I1' 2- 35754 

20b50“  5706  12"  30148 

21b6"  21710 

20b  53“  50:71 

12-30:39 

30.81 

6.34  30.47 

22.30 

51.86 

30.44 

37.95 

7.44  30.51 

23.50 

53.06 

30.44 

39.27 

8.75  30.52 

24.74 

54.32 

30.42 

Kl.  37 

9.99  30.48 

26.00 

55.57 

30.43 

42.15 

11.62  30.53 

27.24 

56.78 

30.43 

»3.12 

12.02  30.50 

28.46 

58.06 

30.40 

44.18  ! 

13.07  i 30.51 

29.70 

53  59.28 

30.42 

10.08 

15.54  30.54 

34.04 

51  0.63 

30.11 

47.5G 

17.06  30.56 

32.34 

1.94 

30.43 

48.45 

17.95  30.50 

33.66 

3.25 

30.41 

. 49.72 

19.23  30.49 

35.04 

4.62 

30.42 

50.94 

20.43  30.54 

36.37 

8.97 

30.10 

82.05 

21.56  30.49 

37.71 

7.30 

30.41 

53.47 

22.98  30.49 

39.19 

8.77 

30.42 

21  2 34.80 

20  50  24.28  12  30.32 

21  6 40.75 

20  54  10.34 

12  30.41 

f e a»'7 

20b50?2  12"  30:502 

2 4 h 675 

20b54?0 

12-30:417 

Zweiter  Zeichen  Wechsel . 


2b  48“  57798 

2" 36"  27:56 

| 

1 2*30:42 

| 

2b52"  0:41 

| I 

2b  3.9-30:07 

12-30734 

48  59.27 

28.87 

30.40 

1.78 

31.42 

30.36 

49  1.60 

31.17 

, 30.43 

3.28 

32.93 

30.35 

3.08 

32.64 

30.44 

4.65 

3 4.29 

30.36 

4.58 

34.19 

30.39 

5.86 

35.48 

30.38 

6.36 

35.93 

30.43 

7.09 

30.73 

30.36 

7.42 

36.99 

30.43 

8.26 

37.93 

30.33 

8.57 

38.17 

30.40 

9.44 

39.09 

30.35 

10.40 

39.96 

30.44 

10.65 

40.29 

30.36 

11.72 

41.29 

30.43 

11.74 

41.40 

30.34 

13.40 

42.98 

30.42 

12.83 

42.49 

30.34 

14.33 

43.93 

30.40 

13.87 

»3.51 

30.36 

15.69 

45.28 

30.41 

1 4.99 

»4.62 

30.37 

16.93 

46.55 

30.38 

15.97 

45.63 

30.34 

18.75 

48.33 

30.42 

17.06 

46.72 

30.3  4 

2 49  20.42 

2 36  50  04 

12  30.38 

2 52  18.15 

2 39  47.77 

12  30.38 

2b4972 

2b36?6 

12-30:414 

2b52"15 

2b 39765 

I2-307351 
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In  der  folgenden  Tabelle  XXV11  linden  sich  nochmals  Mittel,  an 
welche  aber  gleich  die  Federnparallaxen,  deren  Werlhe  in  Abschnitt  V, 
S.  332  aufgefbhrt,  angebracht  sind ; ferner  sind  die  Differenz  der  lihr- 
gitnge  und  die  sogenannten  Slromzeiten  gegeben.  Die  aus  den  Signalen 
abgeleiteten  lihrdifferenzen  haben  eine  grosse  Genauigkeit;  vergleicht 
man  die  Einzelwerthe  mit  den  Miltclwcrthen  aus  je  16  Signalen, 
so  kömmt  als  mittlerer  Fehler  einer  Differenz  weniger  als 

±0r02  . 

Der  mittlere  Fehler  aus  16  Signalen  ist  demnach  kleiner  als 

±01005  , 

und  da  immer  zwei  Serien  zusammen  genommen  sind  und  aus  der 
Differenz  der  Signale  vor  und  nach  den  Beobachtungen  die  Diffe- 
renz der  Uhrgüngc  abgeleitet,  sind  dieselben  auch  auf  ± 0100  5 für 
ein  Intervall  von  vier  bis  fünf  Stunden  richtig,  daher  der  in  der 
Tabelle  XX Vll  angegebene  llhrgang  für  die  Stunde  bis  auf  ±01001 
sicher,  wobei  natürlich  ein  regelmässiger  Gang  während  der  Beol>- 
achtungszcit  vorausgesetzt  ist.  Was  die  sogenannten  Strom- 
zeiten anbclriffl,  so  sind  dieselben  dadurch  erhalten,  dass  die  in 
Goluinnc  1 0 enthaltenen  Zahlen  aus  den  in  Wien  und  Leipzig  ge- 


Tahelle  XXVII.  Hcsultate  aus  den  zwischen  Wien 


1875, 

Tag 

Uirzeit 

in 

Wien 

ühneit 

in 

Leipzig 

IJirdifTcrenz 
Signale  von 
Wien 

llhrzeit 

in 

Wien 

Lhrzeil 

in 

Leipzig 

Octobor 

8 

20l 

1 1 5“7 

20  k 

r?7 

14* 

1 21226 

20" 

1 1 2'16 

19" 

58?6 

23 

18.5 

23 

4.5 

14 

1.902 

23 

15.7 

23 

1.7 

9 

20 

23.5 

20 

9.5 

13 

59.294 

20 

20.4 

20 

6.4 

n 

27.5 

24 

13.5 

13 

58.984 

24 

24.8 

24 

<0.8 

i*j 

20 

23.  t 

20 

9.6 

13 

32.916 

20 

25.4 

20 

14.9 

24 

27.6 

24 

14.1 

13 

32.527 

24 

29.9 

24 

16.4 

JNovcinbe 

T £ 

20 

26.9 

20 

13.8 

13 

3.604 

20 

28.4 

20 

15.3 

24 

35.8 

24 

22.8 

13 

4.317 

24 

35.6 

24 

22.5 

3 

20 

11.0 

1 l-' 

57.9 

13 

7.812 

20 

12.5 

19 

59.4 

23 

53.5 

23 

40.4 

13 

8.192 

23 

55.1 

23 

42.0 

t 

20 

0.2 

19 

47.0 

13 

1 1 .998 

20 

1.6 

19 

48.1 

23 

42.6 

23 

29.4 

13 

12.700 

23 

40.0 

23 

26.8 

U 

20 

50.8 

20 

37.3 

13 

31.969 

20 

53.5 

20 

10.0 

25 

58.2 

25 

44.7 

13 

31.732 

26 

1.2 

25 

47.7 

IC 

2t 

3.1 

20 

50.6 

12 

30.413 

21 

2.5 

20 

50.0 

26 

51.9 

26 

39.4 

12 

30.342 

26 

48.9 

26 

36.4 
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5t.i 

gebenen  Signalen  mit  dem  Uhrgange  auf  dieselbe  Zeit  redueirt  und 
aus  den  Differenzen  die  Mittel  gebildet  sind.  Bei  dem  zweiten 
Signalwcchscl  Oclobcr  9 zeigt  sieh  für  die  Stromzeit  eine  ungewöhn- 
liche Abweichung,  die  ihren  Grund  in  Unregelmässigkeiten  in  den  in 
Leipzig  ankommenden  Signalen  hat.  Der  mittlere  Fehler  einer  Uhr- 
differenz ist  für  diesen  Zeichenwechsel  + 0?0 1 stall  ± 0702  an  den 
anderen  Abenden  und  vermuthlich  ist  in  der  Telegraphcnleitung  eine 
Storung  gewesen.  Ich  habe  jedoch  das  Resultat  des  Zeichenwechsels 
nicht  ausgeschlossen,  sondern  nehme  nur  bei  der  Bildung  des  Mittels 
der  Stromzeiten  den  ungewöhnlichen  Werth  nicht  mit. 

Die  sogenanule  Stromzcit  findet  sich  dann  zu 
+-  0703(i  ± 070  0 2 , 

ein  Werth,  der  mit  früher  gefundenen  nahe  (ibereinslimnit.  1865  ist 

-+■  070  3 25 

gefunden. 

Was  die  Uhrgimge  anbelriffl,  so  ging  die  Leipziger  Uhr  ziemlich 
regelmassig,  an  der  Wiener  Uhr  wurde  mehrfach  gestellt  und  ge- 
schraubt, daher  die  Veränderung  des  Standes  und  des  Ganges. 


und  l.eip 

zig 

gegeb 

p n o n 

rogis 

l r i 

rten  Si 

g n a 1 e n . 

Ulirdi  Acre  uz 

1 

Mittel 

Mittel 

Differenz  der 

si> 

:imlo  von 

der 

Ihrgiingc  für 

Leipzig 

Wien 

Le 

ipzig 

j LhrdilTercnzcn  | 

1 Stunde 

Stromzcit 

IV 

" 27317 

20k  4 4“4 

! 2öl 

0“1 

44”  27272  1 

-1-0.042 

u 

4.964 

23 

17.4 

. 23 

3.4 

14 

1 933 

+ 0.028 

43 

59.544 

20 

22.0 

20 

8.0 

13 

59.404 

-1-0.149 

43 

39.059 

24 

26.1 

24 

42.4 

43 

59.021 

-1-0.040 

43 

38.996 

20 

24.2 

20 

10.7 

43 

32.956 

+ 0.038 

43 

32.593 

24 

28.7 

24 

15.2 

43 

32.560 

+ 0.034 

13 

3.667 

20 

27.6 

i 20 

14.5 

13 

3.635 

+ 0.034 

43 

4.377 

24 

35.7 

24 

22.6 

13 

4.347 

+ 0.030 

<3 

7.892 

20 

14.7 

19 

58.6 

13 

7.852 

^ j 

+ 0,038 

43 

8.564 

23 

54.3 

23 

44.2 

43 

8.528 

+ 0.034 

13 

42.050 

20 

0.9 

19 

47.7 

1 43 

42.024 

+ 0.027 

43 

12.775 

23 

44.3 

23 

28.4 

1 13 

4 2.737 

+ 0.036 

<3 

13 

32.064 

31.807 

20 

25 

52.1 

59.7 

20 

25 

38.6 

46.2 

13 

13 

32.04  6 
31.769 

— 0.049 

+ 0.048 
+ 0.039 

42 

30.495 

24 

2.8 

20 

50.3 

12 

30.454 

1 

+ 0.044 

12 

30.404 

26 

50.4 

26 

37.9 

42 

30.374 

+ 0.029 

n* 
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VI.  Die  Beobachtungen  in  Wien  und  Leipzig. 

In  der  folgenden  Tabelle  XXIX  sind  auf  der  linken  Seite  die 
in  Wien,  auf  der  rechten  die  in  Leipzig  erhaltenen  Beobachlungs- 
rcsultate  enthalten.  Die  in  den  einzelnen  Columncn  enthaltenen 
Werthe  erkennt  man  leicht  aus  «len  Uelierschriften.  In  der  ersten 
Columnc  auf  beiden  Seiten  ist  das  Datum  und  der  Beobachter  auf- 
gefuhrt,  in  der  zweiten  die  Kreistage,  in  der  dritten  die  Anzahl  der 
Fäden,  in  der  vierten  die  auf  den  Mittelfadeu  reducirte  Durchgangs- 
zeit. Die  angewandten  Fadendislanzen  sind  schon  früher  auf  S.  29!) 
gegeben,  die  Federnparallaxen,  welche  in  Wien  October  8 — (i:030, 
October  9 — 0:028,  October  19  -4-  (I? 0 0 3 , -+-0?009,  November  2 
-(-OM  10,  +0r085,  -(-0:05C,  -4-0:050,  November  3 -»-  OrOöl , 
-I-  0M)42 , -i-  0r()47 , November  4 -4-0:t)45,  +0:048,  + 0J044, 
-4- 01050,  November  14  -4-  0:0 1 3 , November  10  -4-0:032,  in 
Leipzig  October  8 und  9 0:00,  October  19  — 0:037,  November  2 
— 0:039,  November  3 — 0:t)24,  November  4 — 0:034,  Novbr.  14 
■+■  0:046,  -4-  (K0 4 2 , November  16  + 01042  gefunden,  sind  ange- 
bracht. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  der  Beobachtung  eines  Sternes  an 
einem  Fallen  lindel  sich  bei  beiden  Beobachtern  + 0:07 . 

ln  «len  Columnen  6,  7,  8 ist  die  Instrumenlalcorrection  ent- 


Tabnllc  XW1II. 


r 

OdölK*r  H 

Oclohcr  9 

Ortol»i*r  1 9 

November  2 

20h 

4-  lt”2:30 

4-  13"  59:4» 

4-  13”  33:01 

4- 13"  3:36 

11 

10 

10 

17 

2t 

2.1« 

59.3» 

32.91 

3.73 

11 

9 

10 

(7 

22 

2. OK 

59.25 

32.81 

3.90 

1 1 

10 

10 

17 

23 

1.97 

59.15 

32.71 

1.07 

1 1 

9 

10 

17 

0 

-4-  li.  1.80 

4-  13  59.00 

4-13  12.61 

4-13  4.21 

2 

hin 

l<lu 

hin 

1 du 

— 0.01 1 

-0.011 

— 0.012 

-0.005 
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halten  und  ist  die  tägliche  Aberration  gleich  mit  dem  Collimalions- 
fcliler  vereinigt.  Columne  0 enthalt  die  L'hrcorrectionen , welche 
entstanden  sind  durch  die  Differenzen  zwischen  den  scheinbaren  Kecl- 
nscensionen  der  Sterne  und  der  Summe  der  Columncn  5 bis  8. 
Columne  10  links  gieht  die  Differenzen  dieser  Uhrcorreclionen  und 
Columne  1 0 rechts  enthalt  die  Langend ifferenz.  Diese  ist  folgcnder- 
masscn  abgeleitet : 

Nennen  wir  die  Summe  der  in  der  fünften,  sechsten,  siebenten 
und  achten  Columne  befindlichen  Zahlen  jeder  Zeile,  welche  die 
nach  den  Ortszeiten  gültigen  Culminatinnnn  der  Sterne  in  Wien  und 
Leipzig  sind,  T und  T\  die  Uhrcorreclionen  Columne  9 z/f  und 
/il'\  ist  ferner  U die  zur  Wiener  Sternzeit  S oder  zur  Leipziger 
Sternzeit  S'  gellende  Uhrdifferenz,  welche  man  aus  der  Tabelle  XXVII 
entnehmen  kann,  dU  der  stündliche  Uhrgang  in  Wien,  du  in  Leipzig, 
/ die  Langendifferenz,  so  hat  man  leicht: 

/ = V+  ( Jt  — ,4()  -+-  («  — S)  [du  — dü)  + l du. 

Die  Grösse  /tl  — ./('  ist  in  der  Columne  10  auf  der  linken  Seile 
enthalten;  für  U ■+■  («  — S)  (du  — d U)  ist  mit  dem  Argument  T 
{Wiener  Ortszeit)  die  folgende  Tafel  XXVIII  gerechnet  und  der  stünd- 
liche Gang  du  der  leipziger  Uhr  ist  aus  den  leipziger  Beobach- 
tungen abgeleitet  und  mit  / = multipliciiT. 


17  + («  — S)  [du -dl!)  . 


November  3 

November  4 

November  14 

November  1f> 

+ 13”12:02 

18 

19 

8.nn 

12.21 

+ 13"32t01 

+ 1 2m30;45 

19 

20 

5 

1 

8.19 

12.11 

31.90 

30.  tt 

18 

19 

5 

V 

8.37 

<2.00 

31.91 

30.12 

18 

20 

5 

1 

+ 13  8.53 

+ 13  (2.80 

31.80 

30. i 1 

5 

2 

31.81 

30.39 

t 

1 

+ 13  31.77 

+ 12  30.38 

Id  u 

hin 

Idu 

Idu 

— 0.0t« 

— 0.007 

— o.ou 

- 0.001 
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5 t 


lleoltiieltluniten  in  Wien. 


Tal  teile  XXIX 


T»k 

Name  des 

« 

00 

S>  c i 

Durchgangs-  j 

Correct . 

Corrcct. 

Correct. 

Uhr-  1 

Differenz 

<*75 

Sterns 

’p  ; 

2 » 

«eil 

c 

k 

Correct. 

der  Uhren 

u 

P*J 

Oclober  * 

iS  Hevelii 

w 

13  ; 

19M7-lt!»9 

— Ol 

j -o:oi 

+ *:?7  i 

| — lt!8l 

+ 1m4  4?7» 

n Caprieorni 

vv 

13 

20 

20 

43.71 

1 -0.01 

— 0.04 

+ 1.08 

-31.86 

+ 1 

*4  68 

Beobachter 

«y  Aqullae 

vv 

13 

*0 

23 

40.68 

-0.01 

- 1.04 

+ 0.K7 

— 31.76 

+ < 

*4.77 

v.  Steeb 

Polstern  K (O.C.) 

w 

6 

20 

35 

12.40 

- 0.11 

- 0 26 

— 3.87 

- k (o.  c. 

1 (> 

7 

20 

85 

12.32 

- o.*a 

+ 0.16 

-1.87 

15  Del|)l)ini 

0 

13 

20 

44 

14.10 

— 0.07 

-1-  0.01 

+ 0.67 

- 31.82  i 

+ 1 

44.80 

u A(|iiarii 

i <> 

13 

ft 

16 

28.52 

- 0.04 

+ 0.01 

+ 0.96 

- 81.87 

+ 1 

44.70 

1 6 Dclphini 

0 

13 

20 

50 

1 4.48 

-0.07 

+ 0.01 

+ 0.67 

-31.82 

+ 1 

44.80 

ö Caprieorni 

60  Cvgni 

0 

13 

21 

1 

51.71 

- 0.10 

+ 0.01 

+ 0.25 

-31.93 

6t2  Cygni 

0 

<3 

*1 

1 

53.18 

— 0.10 

+ 0.01 

+ 0.25 

, -31.90 

+ 1 

44.77 

1 y Kquulei 

0 

11 

21 

4 

49.60 

-0.06 

+ 0.01 

+ 0.71 

— 11.70 

+ 1 

44.76 

it  K(|uulei 

0 

13 

21 

10 

8.40 

— 0.06 

+ 0.01 

+ 0.77 

— 31.87 

Polstern  F (U.  C.) 

1) 

6 

21 

19 

36.53 

+ 0.36 

-0.07 

+ 6 03 

. F(U.C.) 

vv 

6 

21 

19 

86.38 

0.00 

+ 0.28 

+ 6.03 

f Caprieorni 

vv 

41 

21 

SO 

88.63 

0.00 

— 0.01 

+ MO 

- 31.79 

+ 1 

44.7» 

d Aquarii 

vv 

13 

21 

33 

46.63 

0.00 

1 —0.04 

+ 0.81 

-31.77 

+ 1 

44.82 

f Pegasi 

vv 

»•  i 

114 

IS 

36.67 

0.00 

1 — 0 04 

+ 0.71 

-11.7» 

+ 1 

44.84 

16  Pegasii 

vv 

13 

*1 

17 

56.41 

0.00 

- 0.04 

+ 0.48 

-31.71 

n Aquarii 

vv 

13 

i 4< 

59 

15.85 

0.00 

-9.04 

+ 0.8* 

-20  .*71  | 

fl  Pegasi 

w 

1t 

' 22 

4 

27.70 

o.eo 

-0.04 

+ 0.76 

-31.75  ] 

+ 1 

44.86 

11  Aquarii 

vv 

12 

22 

7 

37.82 

0.00 

— 0.04 

+ 1.13 

-31.72 

+ 1 

44.92 

fl  Aquarii 

vv 

13 

22 

10 

48.32 

0.00 

— 0.04  , 

+ 0.94 

-11.74 

+ 1 

44.91 

Polstern  1.  (0.  C.) 

vv 

6 

22 

23 

30.96 

0.00 

— 0.51  1 

— 8.58 

- 1.  (().  C.) 

o 

7 

22 

23 

19.92 

— 9.51 

+ 0.1S 

- 8.5« 

f Prgssi 

0 

13 

22 

35 

47.77 

-0.04  j 

+ 0.01  i 

+ 0.70 

— 31.74 

+ 1 

44.90 

68  Aquarii 

0 

13 

22 

41 

24.43 

— 0.02 

+ 0.01  | 

+ 1.11 

-31.78 

+ 1 

44.92 

X Aquarii 

0 

13 

21 

46 

39.72 

- 0.03 

+ 0.01 

+ o.;  4 

-31.75 

+ « 

44.93 

Ocltiltcr  9 

fl  Caprieorni 

0 

13 

nt 

59 

27.29 

- 0.03 

+ 0.01 

+ 1.09 

-30.09 

+ 1 

47  61 

60  Cvgni 

0 

i.i 

21 

1 

49.8« 

— 0.0» 

+ 0.01 

+ 0.23 

| -30.12 

Beobachter 

61-  Cygni 

0 

13 

21 

1 

51.38 

— 0.08 

+ 0.01  I 

+ 0.25 

1 — 10.14 

v.  Sh  ell 

y Kquulci 

0 

13 

21 

4 

47.73 

- 0.05 

+ 0.01 

+ 0.72 

-29.95 

+ 1 

47.62 

(t  Knill) lei 

0 

13 

21 

(0 

6.52 

— 0.04  , 

+ 0 01  , 

+ 0.79 

— 30.04 

+ 1 

47.62 

Polstern  F fl'.  C.) 

o 

6 

21 

19 

34.74 

+ 0.27 

-0.07  | 

+ 6.16 

. F (U.  C.; 

[ W 1 

1 7 1 

12t 

19 

34.74 

0.00 

+ 0.28 

+ 6.16 

t Caprieorni 

w 

13 

*• 

SO 

37.0« 

0.00 

— 0.04 

+ in 

- 30.01 

+ 1 

47.67 

</  Aquarii 

vv 

13  1 

21 

33 

44.79 

0.00 

— 0.04 

+ 0.83 

— 40.98 

+ 1 

47.67 

f Pegnsi 

vv 

43 

21 

38 

34.87 

0.00 

- 0.04 

+ 0.72 

-29.92 

+ 1 

47.65 

16  Pegasi 

vv 

13 

21 

47 

54.56 

0.00 

-0.04 

+ 0.49 

-29.88 

« Aquarii 

vv 

13 

21 

59 

53.98 

0.00  1 

— 0.0* 

+ 0.86 

-29  93 

fl  Pegasi 

vv 

13 

22 

4 

25.83  i 

0.00 

— 0.04 

+ 0.77 

— 29.90 

+ 1 

47.77 

AI  Aquarii 

vv 

13 

22 

7 

55.96 

0.00 

— 0.04 

+ 1.15 

-29.88 

+ 1 

47.84 

fl  Aquarii 

vv 

13 

21 

10 

46.46 

0.00 

- 0.04 

+ 0.96 

-29.91 

+ 1 

47.76 

Polstern  1-  0.  C.) 

vv 

6 

21 

23 

37.88 

0.00 

- 0.51 

— 8.75 

. 1.(0.  C) 

0 

7 

22 

23 

38.23 

— 0.61 

+ 0.13 

, -8.73 

C Pegasi 

0 1 

13 

22 

33 

45.98 

- 0.05  i 

+ 0.01 

+ 0.71 

-29.95 

+ 1 

47.78 

68  Aquarii 

o 

13 

22 

41 

22.57 

- 0.02 

+ 0.01 

+ 1.13 

-19.9t 

+ 1 

47.85 

X Aquarii 

0 

13 

22 

46 

37.91 

— 0.03 

+ 0.01 

+ 0.96 

- 19.97 

+ 1 

47.82 

« Piscis  auslr. 

II 

13 

22 

51 

16.95 

- *.81 

+ 0.01 

+ 1.29 

-29.91 

1 

t<  Pegasi 

11 

13 

22 

59 

4.42 

-oor, 

+ 0.01 

+ 0 65 

-29.82 
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5.1] 


»KR  I.ANGRMOII'PRIIRNZ  ZWISCHEN  I.RIPUG  OKU  WlF.X. 


335 


Beobachtungen. 


Beobachtungen  in  Leipzig. 


Tag 

<875 

Name  des 
Sterns 

© 

ec 

« 

3 

t 

US 

a 

-•  © 

Durchgangs- 

zcil 

Correcl . 
für 
i 

Correet. 

für 

c 

Correcl. 

für 

k 

Uhr- 

Correct. 

Längen - 
diflerenz 

October  8 

33  llcvelii 

w 

11 

ie'-iSmisüB 

+ o"o:i 

- otss 

— 0!76 

- »><16:53 

4 5m46?95 

n Capricorni 

W 

<1 

30 

22 

30.78 

+ 0.6» 

— 0.3» 

- 1.04 

- * 

46.54 

4 5 

46.93 

Beobachter 

69  Aquilae 

w 

11 

30 

25 

17.42 

+ 0.03 

-0.32 

- 0.86 

- * 

4 6.53 

45 

47.01 

Weinok 

Polstern  k (0.  C.) 

w 

5 

SO 

36 

51.13 

-4-  0.24 

— 2.03 

+ 3.33 

. K (0.  C .) 

0 

r, 

30 

36 

47.23 

+ o os 

+ 1.86 

+ 3.33 

15  Delphin! 

0 

11 

30 

45 

59.88 

-1-0.01 

+ 0.30 

- 0.68 

-2 

16.62 

15 

47.01 

u Aquarii 

0 

11 

30 

48 

14.78 

-4-  0.01 

+ 0.29 

— 0.93 

-2 

16.57 

15 

46.91 

16  Delphini 

0 

H 

SO 

52 

0.26 

-4-0.01 

+ 0.30 

— 0.68 

-2 

4 6.62 

4 5 

47.00 

ß Capricorni 

0 

11 

31 

1 

<5.69 

- 0.01 

+ 0.11 

- 1.03 

- 2 

16.67 

ßtl  Cygni 

61*  Cygni 

y Equulei 

0 

11 

31 

6 

35.46 

— 0.02 

+ 0.29 

-0.74 

-2 

16.56 

45 

46.94 

<t  Equulei 

0 

11 

31 

t 1 

54.37 

— 0.02 

+ 0.29 

-0.76 

- 2 

16.63 

15 

46.92 

Polstern  F (U.  C.) 

() 

4 

31 

21 

34.26 

+ 0.1* 

— 2.06 

-5.(1 

■ Fiü.C.I 

w 

5 

31 

21 

30.02 

- 0.02 

+ 2 24 

-5.44 

t.  Capricorni 

w 

11 

31 

32 

26. 0H 

0.00 

— 0.34 

- 1.06 

- 2 

16.58 

15 

46.91 

d Aquarii 

w 

<1 

S4 

35 

33.34 

0.00 

- 0.32 

— 0.80 

-2 

16.59 

15 

46.93 

n Pegasi 

w 

11 

31 

40 

23.21 

0.00 

- 0.32 

— 0.71 

— 2 

16.54 

4 5 

46.94 

16  Pegasi 

a Aquarii 

ß Pegasi 

w 

11 

23 

6 

14.32 

— 0.03 

- 0.32 

-0.75 

- i 

16.61 

15 

46.92 

41  Aquarii 

w 

11 

33 

9 

45.23 

— 0.61 

-0.34 

- 1.08 

- 2 

16.64 

15 

46.97 

ß Aquarii 

w 

11 

« 

12 

35.84 

- 0.02 

— 0.3* 

-0.92 

- 2 

16.65 

15 

46,96 

Polstern  L (0.  C. 

w 

5 

a 

25 

11.14 

- 0 48 

- 4.03 

+ 7.48 

. LIO.C.) 

0 

6 

33 

35 

4.14 

- 0.18 

+ 3.70 

+ 7.48 

e Pegasi 

0 

1 1 

32 

37 

33.74 

— 0.01 

+ 0.30 

— 0.70 

— * 

16.64 

13 

46.90 

fitt  Aquarii 

0 

11 

23 

43 

11.20 

- 0.04 

+ 0.34 

- 1.06 

- 2 

16.70 

46 

46.91 

X Aquarii 

0 

11 

22 

48 

26.18 

— 0.01 

+ 0.29 

— 0.91 

- 2 

16.68 

15 

46.91 

Oclober  9 

ß Capricorni 

0 

11 

21 

1 

16.64 

+ 0.32 

+ 0.32 

— 0.97 

- 2 

17.70 

4 5 

46.94 

61 1 Cygni 

0 

Beobachter 

#1*  Cvgni 

0 

Weinok 

y Equulei 

0 

(1 

21 

6 

36.40 

+ 0.31 

+ 0.31 

- 0.67 

- 2 

47.57 

45 

46.94 

« Equulei 

0 

11 

21 

1 1 

55.34 

+ 0.31 

+ 0.31 

-0.7* 

- 2 

47.68 

1 5 

46.94 

Polstern  F (U.  C.j 

0 

5 

21 

21 

35.58 

— 2.19 

-2.19 

-5.12 

» F (U.  C.) 

w 

5 

21 

21 

31.28 

+ 2.37 

+ 2.37 

— 5.42 

£ Capricorni 

w 

11 

21 

32 

27.13 

— 0.36 

— 0.36 

- 1.00 

-« 

17.68 

1 5 

46.95 

d Aquarii 

w 

ii 

31 

35 

34.34 

— 0.34 

- 0.34 

- 0.76 

- i 

17.63 

15 

46.94 

e Pegasi 

w 

ii 

21 

40 

24.24 

- 0.34 

-0.34 

— 0.67 

- t 

17.57 

15 

46.91 

16  Pegasi 

w 

« Aquarii 

w 

0 Pegasi 

w 

11 

22 

G 

15.36 

— 0.34 

— 0.34 

- 0.72 

- * 

17.67 

1 5 

47.00 

4 1 Aquarii 

w 

11 

22 

9 

46.28 

- 0.36 

- 0.36 

— 4.0* 

-2 

47.72 

15 

47.07 

0 Aquarii 

w 

11 

32 

12 

36.33 

- 0.34 

- 0.34 

-0.87 

- 2 

47.67 

15 

46.98 

Polstern  L [0.  C.) 

w 

5 

22 

25 

4 3.30 

- 4.26 

- 4.26 

+ 7.08 

. L (0.  C.) 

0 

6 

22 

25 

5.52 

+ 3.92 

+ 3.92 

+ 7.08 

C Pegasi 

0 

11 

22 

17 

34  78 

+ 0.31 

+ 0.31 

- 0.66 

-2 

47.73 

15 

46.95 

68  Aquarii 

0 

11 

22 

43 

42.22 

+ 0.33 

+ 0.33 

- 1.01 

— 2 

17.79 

15 

47.03 

k Aquarii 

(1 

H 

22 

4M 

27.23 

+ 0.31 

+ 0.31 

- 0.87 

— 2 

17.79 

15 

46  99 

« Piscis  Mustr. 

o 

» Pegasi 

0 
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T aK 
1875 

Name  des 
Sterns 

Cf 

u. 

X 

r 

E 

■x 

I = 

— "5 

— fl 

= u. 
NJ 

Durchgangs^ 

zeit 

Coireel. 

für 

i 

Correcl. 

für 

c 

Correcl. 

für 

k 

Uhr- 

Correet. 

Differenz 
der  1 hren 

October  9 

58  Pcgusi 

0 

18 

!>''  4«"I6!10 

— 0?03 

+ o!#4 

+ o!73 

-*9!H7 

+ l“*7?9l 

Ueulmcliter 

tf  Aquarii 

0 

13 

i3 

08 

43.47 

- 0 03 

-1-  0.01 

+ 0 94 

- 49.91 

+ < 

47.84 

\oi»  Steeb 

y Piseium 

o 

13 

i3 

11 

13.50 

- 0.04 

-4-  0.01 

+ O.HI 

— 19.86 

+ 1 

47. 8G 

Polstern  M fO.C.) 

0 

6 

iS 

18 

41.57 

- 0 80 

+ 0.17 

— 11.00 

- M (().  C.j 

vv 

7 

iS 

18 

4!  56 

-0.13 

— 0.68 

— 11.00 

21  Piseium 

w 

li 

ns 

43 

35.84 

- 0.01 

— 0.04 

+ 0.84 

— 49.80 

+ 1 

47  93 

tf  Pegasi 

w 

6 

13 

4G 

40.13 

- 0 01 

- 0 04 

+ 0.60 

-19.73 

+ 1 

47  93 

tu  Piseium 

w 

13 

iS 

50 

15.  M 

— 0.01 

- 0 04 

+ 0 77 

- 49  78 

+ 1 

47.97 

« Audnmicdac 

w 

13 

0 

1 

48.30 

— 0 01 

— 0 05 

+ 0.44 

— 19.68 

October  19 

Polstern  K (0.  C.) 

Beobachter 

- K O.  C. 

1 

Weinek 

15  Delphin! 

u Aquarii 

1 6 Delphiui 

I 

fi  Cupricorni 

w 

13 

iO 

59 

13. SO 

0.00 

-».17 

+ 1.11 

- 16.13 

+ i 

14  36 

Ii('  Cygoi 

w 

13 

il 

1 

15.84 

0.00 

- 0.11 

+ 0.15 

- 16.17 

+ 4 

14  16 

Gl'-  C\gni 

w 

y Kquulei 

w 

13 

il 

4 

33.78 

0.00 

- 0.17 

+ 0.73 

— 16.03 

<c  Kquulei 

w 

13 

il 

9 

54.53 

0 Oll 

- 0.17 

+ 0.80 

- 16.07 

+ 4 

14.39 

Polstern  F U.  C.  i 

\Y 

G 

il 

19 

41.43 

- 0.01 

+ 1.17 

+ 6 18 

. k r.c 

0 

G 

41 

19 

43.48 

+ 0.44 

- 0.98 

+ 6.18 

t Capricorni 

•> 

13 

il 

30 

44.89 

- 0.04 

+ 0.15 

+ MS 

- 16.13 

+ 2 

14.48 

d Ai|uarii 

0 

13 

il 

33 

30.68 

— 0.03 

+ 0.14 

+ 0.S» 

- 16.14 

+ 4 

14  45 

t Pegasi 

0 

13 

il 

38 

40.73 

- 0.04 

+ 0.14 

+ 0.73 

- 16.06 

+ 4 

14.34 

5fi  Pegasi 

0 

« 

il 

47 

40.43 

- 0.04 

+ 0.15 

+ 0.50 

— 16.06 

«f  Aquari 

0 

.3 

il 

59 

39.88 

— 0.03 

+ 0.14 

+ 0.88 

- 16.12 

0 Pegasi 

0 

13 

ii 

4 

11.75 

-0.05 

+ 0.14 

+ 0.79 

-16.08 

+ 1 

14.44 

11  Aquarii 

0 

13 

i i 

7 

41.90 

-0.04 

+ 0.15 

+ 1.18 

- 16,14 

+ 1 

14.33 

0 Aquarii 

0 

13 

ii 

10 

34  39 

- 0.04 

+ 0.14 

+ 0.98 

- 16.11 

+ 4 

14  40 

Polstern  1.  <>.  C. 

o 

5 

ii 

13 

41.53 

- 0,67 

+ 1.75 

— K 93 

. LiO.C.l 

w 

7 

22 

13 

45.08 

- 0.15 

-i.lt 

— 8.93 

C IVgnsi 

w 

13 

ii 

35 

31.11 

— 0.01 

— 0.17 

+ 0,73 

— 16.06 

+ 4 

14  49 

GS  Aquarii 

w 

13 

ii 

41 

8.65 

— 0.01 

- 0.18 

+ 1.15 

— 15  96 

+ 4 

14.64 

X Aquarii 

\v 

8 

ü 

46 

14.00 

— 0.01 

-0.17 

+ 0.98 

— 16.00 

rr  Piseis  auslr. 

w 

tt  Pegasi 

w 

13 

ii 

58 

50.54 

-0.01 

— 0.17 

+ 0.67 

— 15.90 

+ 4 

14.69 

58  Pegasi 

w 

13 

i3 

4 

1.48 

0.00 

-0.17 

+ 0.74 

- 15.91 

+ 4 

14  62 

tf  Aquarii 

w 

13 

i3 

8 

9.33 

0.00 

- 0.17 

+ 0,96 

- 15.91 

+ 1 

14.66 

Y Piseium 

w 

13 

13 

10 

59.64 

0.00 

- 0.17 

+ 0.83 

- 15.94 

+ 4 

14  62 

Polstern  M O,  t:. 

\v 

r, 

iS 

48 

i8.63 

+ 0.05 

- 4. Hi 

-14.45 

• M O.C. 

0 

7 

iS 

48 

0.7» 

- 0.63 

+ i 34 

— 1i.45 

il  Piseium 

0 

13 

i3 

43 

11.80 

- 0.03 

+ 0.14 

+ 0.86 

- 15.99 

+ 2 

14.50 

tf  Pegasi 

0 

13 

13 

4 G 

16.15 

- 0.04 

+ 0.15 

+ 0.61 

- 15.84 

+ 2 

14.49 

tu  Piseium 

0 

13 

23 

53 

11.97 

— 0.04 

+ 0.14 

+ 0.78 

- 15.96 

+ 4 

14  53 

Pegnsi 

1) 

13 

0 

7 

6.51 

— 0.04 

+ 0.14 

+ 0.67 

- 15.15 

November  i 

i.1  Hevelii 

o 

13 

20 

17 

4.04 

+ 0.09 

+ 0.08 

+ 0.85 

— 3.84 
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Beobachtungen  in  Leipzig. 


Tilg 

4875 

Name  des 
Siems 

c> 

ec 

9 

/. 

"E  . 

UA 

c 
ü 
— m 

9 r. 

so 

Durchgangs- 

zeit 

Correct. 

für 

i 

Correct. 

für 

c 

Correct. 

für 

k 

lilir- 

Correct. 

Uitigen- 
di deren z 

October  9 

58  Pegasi 

0 

11 

<S>'  6»'  u;t3 

+ o?ai 

+ o!3l 

-o:6n 

— 4"M7!7t 

1A»46!97 

Beobachter 

(p  Aquarii 

0 

11 

43 

10 

12.60 

+ 0.31 

+ 0.31 

- 0.85 

-2 

17.75 

1« 

46  97 

Weinek 

y Piseium 

0 

11 

43 

13 

4.61 

+ 0.31 

+ 0.31 

-0.75  | 

- 2 

17.72  ; 

15 

46  99 

Polstern  M 0.  C.j 

0 

fj 

IS 

30 

1.85 

-4-  5.45 

+ 5.45 

+ 9.74 

. MO.C.) 

w 

6 

IS 

30 

14.74 

- 5.69 

— 5.69 

+ 9.74 

1 1 l’iscium 

w 

9 

II 

4» 

45.66 

- 0.3» 

- 0.34 

-0.77 

-1 

17.73 

15 

47.01 

(p  Pexa«i 

w 

9 : 

IS 

48 

49.66 

0.85 

— 0.35 

- 0.87 

-4 

17.66 

15 

47.00 

tu  Piseium 

w 

11 

IS 

55 

15.74 

— 0.34 

— 0.34 

— 4 

17  75 

15 

47  03 

n Andromedae  j 

w 

- 

— 0.71  | 

I 

<>ctol»or  19 

Polstern  K iO.C.; 

0 

5 

40 

37 

01.35 

| — 0.S6 

+ 1.98 

+ 3.16 

Beobachter 

- K 0.  C. 

w 

5 

40 

37 

04.78 

1 —0.33 

-4.18 

+ 3.16 

von  Streb 

15  Delphini 

w 

5 ■ 

40 

4ß 

14.15 

| -0.05 

- 0.35 

— 0.65  | 

-2 

30.38 

u Aquarii 

w 

11 

IS 

48 

4y.11 

— 0.03 

-0.34  ; 

— 0.88 

-4 

30.44 

l IG  Delphini 

w 

11 

40 

54 

14.50 

— 0.05 

- 0.85 

-0.65 

-2 

30.35 

fl  Capricornl 

w , 

ii ! 

21 

1 

49.97 

-0.02 

— 0.36 

— 0.98 

-2 

30.49 

15 

47.46 

«l'Cygni 

w 

» i 

*< 

3 

50.84  ; 

— 0.07 

- 0.43 

— 0.49 

-2 

30.33 

15 

47.06 

•eCygnl 

w 

3 

41 

3 

54.86 

- 0.07 

- 0.43 

— 0.49 

— 2 

30.35 

y Kquulei 

w 

« Kquulei 

w 

11 

21 

14 

8.66  1 

-0.04 

— 0.34 

— 0.73 

-4 

30.46 

15 

47.47 

Polstern  F (U.  C. 

w 

5 i 

21 

21 

46.17 

+ 029 

+ i.  to 

-5.14 

• F (U.  C.; 

o 

6 1 

41 

21 

50.83  . 

+ 0.19 

- 4.19 

— 5.14  I 

t.  Capricorni 

0 

11  , 

21 

34 

39.13  | 

-0.01 

+ 0.33  ! 

-1.01  ' 

- 4 

80.51 

15 

47.13 

d Aquiirii 

0 

1 1 

41 

35 

46.37 

— 0.03 

+ 0.31 

-0.76 

-4 

30.40 

15 

47.10 

£ Pegasi 

o 

H 

41 

40 

36.30 

1 -0.03 

+ u.ai 

— ».es 

-4 

30.40 

15 

47.18 

1 6 Pegasi 

0 

« Aquarii 

0 

fl  Pegasi 

0 

11 

42 

8 

47.51  ' 

- 0.03 

+ 0.31 

- 0.72 

-2 

36.53 

15 

47.23 

41  Aquarii 

0 

| 11  ! 

24 

u 

sä.i.-. 

— 0.01  | 

+ 0.33 

-1.03 

— 2 

30.47 

15 

47.12 

fl  Aquarii 

0 

1 o 

42 

12 

48.45 

- 0.04 

+ 0.31 

- (I.K7 

-2 

30.51 

15 

47.18 

Polstern  L O.  C.) 

0 

5 i 

44 

45 

17.64 

-0.44 

+ 3.94 

+ 7.12 

• L (0.  C.) 

w 1 

1 6 

23 

43 

45.98 

- 0.11 

- 4.32 

+ 7.14 

{ Pegasi 

w 

11 

44 

37 

48.19 

-0.01  , 

- 0.35 

-0.67 

-2 

30.55 

15 

47.24 

fi.s  Aquarii 

w 

1 1 

44 

43 

25.60 

0.00 

- 0.86 

- 1.01 

-2 

30.58 

15 

47.35 

X Aquarii 

w 

« Piseis  nuslr.  j 

w 

11  ! 

44 

53 

40.28 

0.00 

j -0.39 

i -1.14 

-2 

30.54 

u Pegasi 

w 

ii  ; 

43 

1 

6.70 

- 0.01 

-0.35 

- 0.64 

— 2 

30.59 

<* 

47.39 

58  Pegasi 

W 1 

H 1 

43 

6 

18.51 

- 0.01 

— 0.34 

— 0.68 

-2 

30.53 

15 

47.31 

* 

ff  Aquarii 

w 

1 O I 

23 

10 

25.98 

— 0.01 

— 0.34 

— 0.85  ! 

— 2 

30.57 

47.35 

Y Pisrium  ! 

w 

41 

23 

13 

16.02 

1 -0,01 

-0.34 

-0.75 

— 2 

30.56 

<5 

47.30 

Polstern  M (0.  C. 

w 

! 5 1 

II 

30 

43.01 

-0.14 

-6.77  1 

+ 9.79 

• \t  O.C.i 

0 

G 

43 

30 

11.75 

1 “ou 

4*5.47 

+ 9.79 

41  Pisrium 

0 

41 

4 3 

45 

87.75 

— 0.01 

+ 0.31 

— 0.78  l 

-2 

30.49 

15 

47.13 

tp  Pegasi 

0 

11 

43 

48 

41.61 

-0.01 

+ 0.33 

; -0.57  ‘ 

-2 

30.33 

15 

47.11 

w Pi  sei  um 

0 

41 

43 

55 

47.79 

-0.01  i 

+ 0.81 

— 0.71 

— 2 

30.49 

15 

47.14 

y Pegasi 

0 

1 

Novembers 

43  Hevel» 

o 

l 

‘ 

I 

1 
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Tag 
1 875 

Name  des 
Sterns 

& 

& 

JE 

f 

Zahl  der 
Faden 

Uurchgangs- 

zeil 

Correcl. 

für 

i 

Correcl. 

für 

c 

Correcl. 

für 

* 

Uhr- 

Correct. 

! Uiflrmt: 

| derLhrra 

November  2 

0 Capricomi 

O 

43 

lthjyta 

1 0^8 

-1-  o’o« 

+ 0t08 

+ 

IMS 

- 4tl« 

+ **43*41 

Beobachter 

6t»  Cygni 

0 

43  ; 

ü 

4 

23.03 

+ 0 16 

+ 0 40 

+ 

0.27 

- 4.13 

+ * 

48.57 

Weinek 

61*  C^gni 

0 

y Kquulei 

0 

43 

11 

4 

24  20 

+ 0.40 

+ 0.08 

+ 

0.78 

-4.06 

+■ 1 

41  44 

<r  Kquulei 

0 

13 

11 

0 

40  11 

+ 0 09 

+ 0.08 

+ 

0.85 

-4.23 

+ * 

43  I* 

Polstern  K fU.  C.J 

0 

6 

14 

49 

43.91 

1 -0  59 

- 0 51 

+ 

6.65 

. F (U.C.) 

w 

6 

11 

19 

13.08 

-0.H! 

+ 0.71 

+ 

6.65 

e Capricomi 

w 

13 

11 

10 

10.87 

+ 0,07 

-9.14 

+ 

1.12 

- 4 30 

+ * 

43  >4 

d Aquarii 

w 

13 

11 

33 

1 8.57 

+ 0.42 

— 0.40 

+ 

0 89 

-4.18 

+ * 

43.45 

e Pegasi 

w 

4 3 

11 

38 

M.66 

+ 0.14 

- 0.10 

+ 

0.78 

+ 2 

43  4» 

16  Pegasi 

w 

43 

21 

47 

28.34 

+ o.is 

-0.H 

+ 

0.53 

-4.17 

1 

<f  Aquarii 

w 

13 

11 

59 

17.86 

+ 0.12 

-0.10 

+ 

0.93 

- 4.22 

0 Pegasi 

w 

13 

11 

3 

59.74 

+ 0.14 

- 0.10 

+ 

0.84 

-4.23 

+ * 

43  41 

41  Aquarii 

w 

o 

41 

7 

30.0t 

+ 0.07 

— 0.11 

+ 

1.14 

-4  SC 

+ 2 

4S.ri 

6 Aquarii 

w 

41 

11 

10 

20.44 

+ 0 40 

— 0.10 

+ 

1.04 

— 4.28 

+ 1 

43.4» 

Polstern  L ((>.  C.) 

w 

6 

11 

23 

7.26 

+ 1.83 

- 1.31 

— 

9.46 

- L (O.C.)  , 

() 

« 

11 

23 

5.20 

+ 1.34 

+ 0.95 

— 

9 46 

C Pegasi 

o 

41 

11 

35 

19.94 

+ 0.11 

+ 0.08 

+ 

0.77 

- 4.42 

+ 2 

43.27 

6*  Aquarii 

0 , 

13 

21 

40 

56.66 

+ 0.05 

+ 0.08 

+ 

4.22 

-1.51 

+ 2 

43  IS 

X Aquarii 

0 . 

13 

21 

46 

42.01 

+ 0.07 

+ 0.08 

+ 

1.04 

-4.33 

+ 2 

43  1* 

a Piscis  austr. 

0 

13 

21 

50 

34.01 

+ 0.03 

+ 0.09 

+ 

1.40 

-4.46 

+ * 

43  »7 

a Pegasi 

o i 

» 

11 

58 

38.62 

+ 0.11 

+ 0.08 

+ 

0.71 

- 4.50 

+ t 

41.11 

58  Pegasi 

0 

11 

21 

1 

30.37' 

+ 0 09 

+ 0.08 

+ 

0.79 

-4.48 

+ * 

43.23 

ff  Aquarii 

0 

13 

13 

7 

57.48 

+ 0.07 

+ 0.08 

+ 

4.02 

- 4.54 

+ 2 

41.41 

y Piacium 

o 

13 

13 

10 

47.77 

+ 0.08 

+ 0.08 

+ 

0.88 

- 4.55 

+ 2 

43.14 

Pointern  M '0.  C. 

0 

6 

13 

28 

9.57 

+ 1.52 

+ 1.27 

— 

42.98 

• M [O.C.) 

\v 

7 

13 

28 

12.00 

+ 1.20 

- 1.75 

i _ 

11.98 

ff  Pisctuin 

w 

11 

13 

43 

10.32 

+ 0.11 

: —o.to 

+ 

0.94 

-I.5J 

+ 2 

41.14 

«jp  Pegasi 

w 

41 

13 

46 

14.81 

+ 0.15 

-0.11 

+ 

0.63 

-4.55 

+ * 

43.11 

ui  Piscium 

w 

13 

13 

53 

0.63 

[ + 0.11 

— 0.40 

+ 

0.83 

- 4.65 

+ 2 

43. «1 

a Andromeda? 

W 

13 

0 

2 

2.91 

+ 0.18 

-0.11 

+ 

0.48 

-4.51 

Y Pegasi 

w 

13 

0 

6 

55.47 

+ 0.14 

-0.11 

+ 

0.72  , 

| -4.64 

11  llevelii 

w 

13 

20 

17 

9.13 

+ 0.45 

— 0.11 

+ 

0.87 

! -8.S5 

+ * 

39.44 

n Capriconii 

w 

43  ! 

10 

20 

20.24 

+ 0.09 

— 0.11 

+ 

1.23 

i 

+ * 

39.41 

fi'J  Aquilae 

\v 

13 

10 

23 

17.20 

+ 0.43 

• -0.11 

+ 

0.99 

— 8.86 

+ 2 

39.4» 

Polstern  K 0.  C.) 

w 

6 

10 

34 

45.3  1 

+ 4.11 

I -0.69 

— 

4.38 

. K (0,  C.) 

0 

7 | 

20 

34 

44.11 

* +0.84 

! —0.5« 

— 

4.18 

15  Delphini 

! 0 

13 

20 

43 

50.59 

' +0.13 

+ 0.08 

+ 

0.76 

j -9.07 

+ 2 

39.2’* 

u Aquarii 

0 

13 

20 

46 

5.08 

+ 0.09 

+ 0.08 

+ 

1.08 

! -9.11 

+ 2 

39.17 

16  Dclphini 

0 

13 

10 

49 

10.99 

+ 0.13 

+ 0.08 

+ 

0.76 

— 9.09 

+ 2 

39.24 

0 Capricomi 

0 

13 

20 

59 

5.74 

+ 1)0« 

+ 0.08 

+ 

4.21 

1 -9.18 

+ * 

IS.ll 

61»  Cygni 

0 

13 

11 

1 

28.04 

+ 019 

+ 0.10 

+ 

0.28 

— 9.20 

+ 8 

39.18 

61-  Cygni 

1 

i y Kquulei 

0 

43 

14 

4 

16.25 

+ 0.11 

+ 0.08 

+ 

0.80 

-9.14 

+ 1 

39.1« 

* Kquulei 

0 

43 

21 

9 

45.44 

+ 0.40  ! 

+ 0.08 

+ 

0.87 

-9.31 

+ « 

39.04 

Polstern  F {U.  C.) 

0 

6 

21 

19 

18.62 

— 0.64 

-0.57 

+ 

6.83 

- F (13.  C.) 

w 

7 

11 

49 

17.77 

— 0.87 

+ 0.7« 

+ 

6.83 

e Capricomi 

w 

13 

11 

30 

4 5.84 

+ 0.08 

- 0.42 

+ 

1.25 

-9.31 

+ 2 

12.07 

d Aquarii 

w 

13 

» 

33 

23.59 

+ 0.13 

- 0.11 

+ 

0.92 

-9  23 

+ 2 

39.11 

t Pegasi 

w 

43 

38 

13.69 

+ 0.15 

- 0.11 

+ 

Ü.80 

-9.24 

+ 2 

19  M 

16  Pegasi 

w 

43 

14 

47 

33.32 

+ 0.21 

- 0.12 

+ 

0.34 

-9.19 

| ff  Aquarii 

iw 

13 

1 ! 

11 

39 

31.91 

+ 0.44 

- 0.11 

1 ** 

0 96 

-9.11 
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Beobachtungen  in  l-eipzig. 


Tag 

<875 

Name  des 
Sterns 

Kreislage 

Zahl  der 
Fäden 

Durchgangs- 

zeit 

Correct. 

für 

i 

Correct. 

für 

c 

Correct. 

für 

k 

Cbr- 

Correct. 

Längen- 

difTerenz 

November  2 

A Capricorni 

0 

10 

21**  1n,47?0l 

o’a» 

- 0*16 

_ 

l!ia 

— 2m47!61 

1ß»>47!44 

Beobachter 

ßt 1 Cygnl 

0 

11 

21 

4 

7.90 

— 0.01 

— 0.43 

— 

0.33 

-2 

47.70 

15 

47.29 

v.  Steel» 

61*  Cygni 

0 

1 1 

21 

4 

9.3« 

— 0.01 

— 0.43 

— 

0.33 

— 2 

47.69 

y Equulei 

0 

11 

<1 

7 

6.76 

- 0.01 

- 0.34 

— 

0.78 

-2 

47.52 

15 

47.20 

« Equulei 

0 

n 

2t 

12 

25.69 

- 0.01 

- 0.34 

— 

0 84 

-3 

47.61 

15 

47  44 

Polstern  F f U.  C.; 

0 

5 

21 

22 

06.53 

+ 0.05 

+ 2.40 

— 

5 94 

. F (U.  C.) 

w 

6 

21 

22 

10.95 

-♦-0.29 

— 2.19 

— 

5 94 

p Capricorni 

w 

11 

21 

32 

56.29 

— 0.02 

+ 0.33 

— 

1.16 

— 2 

47.69 

15 

47.4  5 

d Aquarii 

w 

10 

21 

3 6 

3.55 

- 0.04 

+ o.ai 

— 

0.83 

— 2 

47.63 

f5 

47  27 

t Pegasi 

w 

11 

21 

41 

53.40 

-0.05 

+ 0.31 

— 

0.78 

— 2 

47.57 

15 

47.24 

tß  Pegasi 

w 

« Aquarii 

w 

fl  Pegasi 

w 

i« 

22 

6 

44.58 

-0.04 

+ 0.81 

_ 

0.83 

-2 

47.64 

15 

47.33 

4t  Aqunrii 

w 

11 

22 

10 

15.41 

-0.02 

+ 0.83 

— 

1.19 

- 2 

47.64 

45 

47.20 

fl  Aquarii 

w 

11 

22 

13 

5.61 

— 0.08 

+ 0 11 

— 

1.01 

- 2 

47.68 

15 

47.33 

Polstern  L (0.  C.) 

w 

5 

22 

25 

30.92 

— 0 68 

+ 3 0» 

+ 

8.44 

. L [0.  C.J 

0 

6 

22 

25 

38.78 

- 0.42 

-4.31 

+ 

8.28 

C Pegasi 

0 

11 

22 

38 

5.30 

— 0.03 

- 0,35 

— 

0 77 

- 2 

47.69 

15 

47.26 

68  Aquarii 

0 

11 

22 

48 

42.70 

— 0.01 

-0.36 

— 

1.17 

- 2 

47.66 

15 

47.46 

X Aquarii 

0 

11 

22 

48 

57.75 

-0.02 

- 0.34 

— 

1.00 

- 2 

47.72 

15 

47.22 

tt  Piseis  austr. 

Ü 

11 

22 

58 

87.42 

-0.01 

— 0.39 

— 

1.32 

-2 

47.63 

15 

*7.24 

u Pegasi 

0 

11 

23 

1 

S3.71 

-0.03 

— 0.35 

- 

0.71 

— 2 

47.62 

15 

47.49 

58  Pegasi 

0 

11 

23 

6 

35.70 

-0  08 

— 0.84 



0.78 

-2 

47.71 

15 

47.30 

tp  Aquarii 

0 

11 

21 

11 

43.13 

-0.02 

-0.34 

— 

0.98 

— 2 

47.69 

15 

47.24 

y Piscium 

0 

11 

23 

13 

13.13 

- 0.03 

- 0.84 

— 

0.57 

- 2 

47.65 

15 

47.20 

Polstern  M !0.  C.) 

0 

5 

23 

30 

36.41 

— 0.55 

-5.77 

+ 11.84 

. M 0.  C.) 

w 

6 

28 

31 

26.34 

— 0.69 

+ 5.27 

+ 11.31 

21  Piscium 

w 

11 

23 

43 

54.99 

— 0.03 

+ 0.81 

— 

0.90 

-» 

47.67 

15 

47.33 

tp  Pegasi 

w 

11 

23 

4M 

59.00 

- 0.04 

+ 0.33 

— 

0.66 

-* 

47.68 

15 

47.33 

tu  Piscium 

w 

11 

IS 

55 

45.04 

- 0.04 

+ 0.31 

— 

0.82 

-2 

47.66 

15 

47.22 

tt  Andromcdac 

w 

Y Pegasi 

\v 

November  8 

23  llevelii 

0 

11 

20 

1t 

50.03 

— 0.01 

+ 0.31 

_ 

0.88 

-2 

48.31 

15 

47.83 

Beobachter 

Capricorni 

0 

11 

M 

23 

1 67 

-0.01 

+ 0.38 

— 

1.13 

-2 

48.38 

15 

47.29 

v.  Steel» 

69  Aquilae 

o 

o 

20 

35 

58.24 

- 0.01 

0.81 

— 

0.93 

- t 

48.26 

15 

47.29 

Polstern  K (0.  C.) 

() 

5 

20 

37 

15.52 

-0.41 

+ 1 .08 

+ 

8.62 

. k :o.  c. 

w 

ß 

20 

37 

19.6« 

- 0.06 

-1.18 

+ 

3.62 

15  Delphini 

w 

11 

20 

46 

31.94 

- 0.01 

— 0.35 

— 

0.74 

— 2 

48.35 

15 

47.23 

tt  Aquarii 

w 

it 

20 

48 

46  95 

0.00 

-0.14 

— 

1.01 

— 2 

48.39 

15 

47.28 

10  Delphini 

w 

11 

20 

52 

32.81 

-0.01 

-0.15 

— 

0.74 

- 2 

48.83 

4 5 

47.14 

fl  Capricorni 

w 

11 

21 

1 

47.73 

0.00 

— 0.86 



1.12 

— 2 

48.34 

15 

47.16 

61 1 Cvgni 

w 

11 

21 

4 

8.55 

-0  01 

- 0.43 

— 

0.33 

- 2 

48.38 

IS 

47.48 

61*  Cvgni 

NV 

1 I 

S1 

4 

10.0" 

- 0.01 

— 0.43 

— 

0.33 

— 2 

48.40 

Y Equulei 

w 

1 1 

21 

7 

7.52 

- 0.01 

- 0.14 

— 

0.77 

— 2 

48.30 

1 5 

47.17 

n Equulei 

w 

11 

21 

12 

26.41 

— 0.01 

-0.84 

— 

0.83 

-• 

46.35 

45 

47.07 

Polstern  F (U.  C.) 

w 

5 

21 

22 

7.33 

+ 0.05 

+ 4.I0 

— 

5.89 

» F (U.  C.j 

0 

6 

21 

21 

12.89 

+ 0.24 

- 1.19 

— 

5.89 

e Capricorni 

0 

H 

21 

32 

58.96 

- 0.02 

+ 0.SS 

— 

1.15 

— 2 

48.38 

15 

47.47 

d Aquarii 

0 

11 

21 

36 

4.25 

-0.03 

+ 0.31 

— 

0.87 

-1 

48.36 

IS 

47.24 

t Pegasi 

0 

11 

21 

4t 

54.10 

-0.14 

+ 0.81 

— 

0.77 

-2 

43.30 

15 

47.18 

16  Pegasi 

ft  Aqunrii 
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6U 


Tau 

Name  des 

V 

u. 

_3 

m 

1 

Durchgangs-  I 

Corrcct. 

für 

i 

Corrcct. 

Corrcct. 

Uhr- 

Different 

««75 

Sterns 

E 

Uti 

— Ä 1 
P<  1 

zeit 

r 

A 

Corrcct. 

der 

t bien 

Novembers 

n Pegasi 

W 

13 

: {in  4*83  1 

+ 0S  7 

1 * 

! — o?n 

* +0?86 

- 9!3H 

+ 2'*38?9R 

Beobachter 

41  Aquarii 

w 

r. 

, 22 

7 

35.00 

-♦-0.08 

. -0.12 

+ 1.2S 

— 9.36 

+ 2 

39.06 

Weinek 

1)  Aquarii 

w 

7 

ii 

10 

25.47 

+ 0.13 

- 0.11 

+ 1.07 

— 9.37 

+ 2 

39.04 

Polstern  L O.G.) 

w 

6 

ii 

23 

11.8« 

+ 2.27 

i -1.37 

-9.71 

• 1.  (O.G.) 

0 

7 

a 

23 

10.13 

| + 1.75 

+ 1.02 

— 9.71 

C Pegasi 

ü , 

13 

ii 

35 

24.98 

, +0.14 

+ o.ü» 

+ 0.79 

- 9.53 

+ 2 

38.94 

r. s Aquarii 

o 

13 

ii 

41 

1.70 

+ 0.07 

+ 0.09 

+ 1.25 

- 9.62 

+ 1 

38.87 

7.  Aquarii 

0 I 

13 

ii 

46 

17.09 

+ 0.10 

+ 0.08 

+ 1.06 

- 9.67 

+ * 

SH. 83 

« Pikeis  austr. 

0 

13 

ii 

50 

56.16 

+ 0.04 

+ 0.09 

+ 1.43 

- 9,67 

« Pegasi 

0 1 

13 

ii 

58 

43.64 

+ 0.15 

+ 0.08 

+ 0.72 

— 9.59 

November  4 

<3  ilevelii 

0 

13 

iO 

17 

14.25 

+ O.)8 

+ 0.07 

+ 0.88 

- 14.18 

+ 2 

35.17 

Beobachter  . 

n Capricomi 

0 

13 

20 

20 

25.82 

+ 0.09 

+ 0.07 

+ 0.24 

- 14.25 

+ i 

35  22 

Weinek 

69  Aquilae 

0 

13 

1« 

23 

22.38 

+ 0.14 

+ 0.07 

+ 1.00 

- 14.24 

+ 2 

35.15 

Polstern  K (0.  C.l 

0 

6 

20 

34 

49.16 

+ 1 17 

+ 0.44 

- 4.42 

» K (O.C.) 

w 

7 

20 

34 

50.20 

+ 1.45 

j -0.62 

-4.42 

15  Delphi  ui 

w 

13 

20 

43 

55.  «4 

+ 0.22 

— 0.10 

+ 0.77 

-4  4.55 

+ i 

35.22 

u Aquarii 

w 

13 

20 

46 

10.35 

+ 0.15 

-0.10 

+ 1.09 

- 14.29 

+ 2 

35.23 

16  Delpbini 

w 

13 

20 

49 

56.16 

+ 0.22 

— 0.10 

+ 0.77 

- 14.19 

+ 2 

35.28 

n Capricomi 

w 

13 

20 

59 

10.97 

j +0.13 

- 0.10 

+ 1.21 

- 14.33 

+ 2 

85.19 

61 1 Cygni 

w 

13 

21 

1 

■33.23 

+ 0.36 

-0,41 

+ 0.28 

- 14.36 

+ 2 

35.41 

61  ■*  C>gni 

w 

13 

21 

1 

34.73 

+ 0.36 

— 0.12 

+ 0.28 

- 14,37 

+ 2 

35.12 

y Kquulei 

w 

13 

21 

4 

31.37 

1 +0.14 

— 0.10 

+ 0.81 

— 14.25 

+ 2 

85.11 

« Equulei 

w 

13 

21 

9 

50.21 

‘ +0.22 

l —0.10 

+ 0.88 

- 14.35 

+ 2 

35. «2 

1 Polstern  F (LI.  C. , 

w 

6 

21 

19 

24.05  1 

1 - 1.40 

+ 0.68 

+ 6.90 

. F(U.C.) 

0 

7 

21 

19 

24.98 

-1.17 

1 —0.48 

+ 6.90 

1 1 Capricomi 

0 

13 

21 

80 

20.89 

+ 0.10 

+ 0.07 

+ 1.26 

- 14.59 

d Aquarii 

0 

18 

21 

33 

2S.6K 

+ 0.18 

+ 0.07 

+ 0.93 

— 44.57 

+ 2 

34.83 

e Pegasi 

0 

13 

11 

3H 

18.71 

+ 0.20 

+ 0.07 

+ 0.81 

- 14.51 

+ 2 

34  S4 

16  Pegasi 

0 

13 

21 

47 

3H.82 

+ 0.25 

+ 0.08 

+ 0.55 

- 14  45 

n Aquarii 

0 

13 

21 

59 

88.05 

+ 0.16 

+ 0.07 

+ 0.97 

- 14.67  | 

0 Pegasi 

o I 

13 

22 

4 

9.85 

+ 0.17 

+ 0.07 

+ 0.87 

- 14.59 

+ 2 

34.89 

41  Aquarii 

1 0 

13 

22 

7 

40.09 

+ 0.09 

+ 0.07 

+ 1.29 

- 14.66 

+ 2 

34.86 

0 Aquarii 

0 

13 

22 

10 

30.59 

+ 0.13 

+ 0.07 

+ 1.08 

-14.67  1 

+ 2 

34.82 

Polstern  L (0.  C.) 

0 

6 

22 

23 

15.39 

+ 2.32 

+ 0.86 

— 9.81 

• L (0.  C.) 

w 

7 

22 

23 

16.39 

+ 2.83 

-1.22 

— 9.81 

C Pegasi 

w 

13 

i 22 

35 

30.25 

+ 0.22 

-0.10 

+ 0.80 

-14.73 

+ 2 

34.78 

6«  Aquarii 

w 

13 

i ** 

41 

7.01 

+ 0.11 

— 0.10 

+ 1.26 

— 14.80 

+ 2 

3 4.74 

X Aquarii 

w 

13 

ii 

46 

22.28 

+ 0.16 

-0.10 

+ 1.07 

-14.76 

+ 2 

34.75 

« Piscis  austr. 

VV 

13 

ii 

51 

1.44 

+ 0.07 

1 -0.11 

+ 1.45 

- 14.76 

« Pegasi 

w 

13 

ii 

58 

48.85 

+ 0.24 

-0.10 

+ 0.73 

- 14.73 

November  «4 

i 3 Hcvclil 

w 

13 

20 

47 

47.01 

+ 0.07 

— 0.11 

+ 0.95 

-46.89 

Renboehter 

69  Aquilae 

w 

13 

20 

23 

55.01 

+ 0.06 

— 0.11 

+ 1.08 

-46.84 

von  Steel» 

Polstern  K (0.  C.) 

[ w 

6 

20 

35 

22.55 

+ 0.54 

— 0.70 

- 4.79 

. KiO.C.) 

1 0 

6 

SO 

35 

21.79 

+ 0.16 

+ 0.58 

-4.79 

0 Capricomi 

0 

13 

20 

59 

43.33 

+ 0.01 

+ 0.09 

+ 1.83 

— 47.02 

fil'  Cjuni 

0 

13 

21 

2 

5.80 

+ 0.04 

+ 0.11 

+ 0.31 

— 47.08 

61*  Cygni 

0 

13 

2« 

2 

7.29 

+ 0.04 

+ 0.11 

+ 0.81 

-47.07 

y Kquulei 

0 

1* 

21 

5 

3.87 

+ 0.02 

+ 0.09 

+ 0.88 

- 46.93 

« Kquulei 

0 

13 

21 

10 

22.70 

+ 0.02 

+ 0.09 

+ 0.96 

-47.05 

l'olsiorn  F (U.C.) 

0 

5 

21 

19 

57.49 

-0.44 

-0.64 

+ 7.48 

. F (U.C.) 

w 

5 

21 

19 

56.34 

-0.32 

+ 0.78 

+ 7.48 

e Capricomi 

w 

13 

21 

30 

53.32 

+ 0.03 

— 0.12 

+ 1.37 

-47.03 

d Aquarii 

w 

13 

21 

3 4 

11.16 

+ 0.05 

- 0.11 

' +1.00 

- 46.96 

e Pegasi 

w 

13 

21 

38 

51.24 

+ 0.06 

- 0.11 

I +0.88 

- 46.93 

1 6 Pegasi 

w 

9 

21 

4M 

10.90 

+ 0.07 

-0.12 

+ 0.59 

- 46.86 

« Aquarii 

w 

13 

22 

0 

10.45 

+ 0.05 

| -0.11 

+ 1.05 

- 47.01 

Digitized  by  Google 
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Beobachtungen  in  Leipzig. 


Tag 

Name  des 

od 

JS 

« e 

"Z  & 

Durchgangs- 

Correcl. 

Corrcct. 

Corrcct. 

Lhr- 

bangen— 

1875 

Sterns 

i 

— S5 

zeit 

i 

c 

k 

Correcl. 

difTercnz 

N 



November  8 

0 Pegasi 

0 

H 

im»iüi  s 

— 0!0* 

-4-  0!31 

- 0?82 

— S">4»;SB 

Beobachter 

4t  Aquarii 

0 

1t 

n 

10 

16.17 

— 0.02 

-1-  0.33 

— 4.18 

-2 

48.4* 

15 

47.27 

v.  Steeb 

0 Aquarii 

0 

1 u 

n 

18 

6.32 

- 0.03 

4*0.31 

- 1.00 

- 2 

48.41 

15 

47.25 

Polstern  L.  (0.  C.) 

0 

5 

22 

18 

30. 59 

— 0.53 

+ 3.94 

+ 8.15 

• L (0.  C.) 

w 

6 

22 

25 

38.58 

— 0.11 

— 4.32 

+ 8.15 

C Pegasi 

w 

tt 

IS 

1 B 

06.05 

- 0.01 

-0.85 

- 0.76 

— 2 

48.47 

15 

47.24 

68  Aquarii 

w 

tt 

SS 

43 

43.30 

0.00 

— 0.36 

-1.16 

— 2 

48.49 

15 

47.19 

X Aquarii 
tt  Piscis  austr. 
tt  Pegasi 

w 

tt 

22 

48 

58.50 

- 0.01 

- 0.84 

— 0.99 

— 2 

48.50 

15 

47.16 

November  4 

23  Hevelii 

0 

1 1 

io 

19 

51.01 

— 0.01 

+ 0.31 

— 0 78 

— 2 

49.35 

15 

47.24 

Beobachter 

n Capricorni 

0 

tt 

20 

83 

2.69 

— 0.01 

+ 0.33 

- 1.07 

— 2 

49.47 

15 

47.29 

v.  Steeb 

G9  Aquilae 

0 

11 

io 

25 

59.31 

— 0.01 

+ 0.31 

- 0.88 

— 2 

49.39 

1 5 

47.23 

Polstern  K iO.  C.) 

0 

3 

80 

37 

16.66 

-0.1! 

+ 1.98 

+ 8.42 

- K (U.C.) 

w 

fi 

80 

37 

20.60 

+ 0.06 

- 2.18 

+ 3.42 

15  Delphiui 

w 

1 1 

80 

46 

31.99 

+ 0.01 

- 0.35 

- 0.70 

- 2 

49.47 

(5 

47.37 

u Aquarii 

w 

1 1 

80 

47 

48.01 

0.00 

- 0.34 

-0.95 

- 2 

49.52 

15 

47.39 

1 6 Dclphini 

w 

tt 

80 

58 

33.38 

+ 0.01 

-0*35 

- 0.70 

- 2 

49.47 

15 

47.45 

ft  Capricorni 

w 

tt 

2t 

t 

48.83 

0.00 

— 0.36 

— 1.06 

- 2 

49.52 

(5 

47.39 

6t«  Cygni 

w 

11 

8t 

4 

9.60 

-1*  0.01 

- 0.43 

— 0.32 

— 2 

49.47 

(5 

47.32 

«l*<'.)gnl 

w 

11 

2t 

4 

11.12 

+ 0.01 

— 0.48 

— 0.32 

— 2 

49.49 

15 

47.33 

y Hquulei 

w 

tt 

81 

7 

8.50 

+ 0.01 

— 0.34 

- 0.73 

— 2 

49.36 

1 5 

47.83 

n Kquulei 

w 

tt 

8t 

12 

27.45 

+ 0.01 

-0.34 

- 0.78 

— 2 

49.47 

1 5 

47.35 

Polstern  F (U.  C.) 

w 

5 

2t 

22 

8.57 

- 0.05 

+ 2.40 

- 5.57 

• F(U.C.) 

ü 

6 

8t 

81 

12.88 

+ 0.10 

- 2.19 

-5.57 

f Capricorni 

0 

d Aquarii 

0 

tt 

8t 

86 

5.21 

- 0.01 

+ 0.31 

- 0.82 

- ä 

49.40 

1 5 

47.14 

e Pegasi 

0 

11 

21 

4« 

55.08 

— 0.02 

+ 0.31 

— 0.78 

- 2 

49.85 

15 

47.17 

16  Pegasi 

0 

n Aquarii 

0 

0 Pegasi 

0 

tt 

22 

6 

46.31 

- 0.01 

+ 0.31 

— 0.77 

— 2 

49.48 

15 

47.30 

41  Aquarii 

0 

tt 

22 

11 

17.18 

— 0.01 

+ 0.83 

— 4.11 

— 2 

49.52 

13 

47.28 

( ) Aquarii 

0 

11 

18 

13 

7.31 

-0.01 

+ 0.31 

-0.94 

-2 

49.49 

15 

47.25 

Polstern  L (0.  C.) 

0 

5 

22 

25 

31.09 

— 0.21 

+ 8.94 

+ 7.70 

• L(O.C.) 

w 

6 

88 

25 

39.74 

- 0.11 

— 4.32 

+ 7.70 

f Pegasi 

w 

tt 

22 

37 

7.04 

- 0.01 

- 0.33 

-0.72 

— 2 

49.51 

15 

47.29 

68  Aquarii 

vv 

11 

ii 

43 

44.48 

0.00 

- 0.36 

- 1.09 

-2 

*9.5* 

15 

47.27 

X Aquarii 

w 

11 

22 

48 

59.46 

— 0.01 

-0.34 

-0.94 

— 2 

49.51 

15 

47.30 

tt  Piscis  austr. 

w 

« Pegasi 

w 

November  14 

88  Hevelii 

Beobachter 

69  Aquilae 

Wcinek 

Polstern  K (0.  C.) 

- K(O.C.) 

0 Capricorni 
6t 1 Cygni 
« I2  Cygni 
y Kquulei 
a Equulei 

Polstern  F (li.  C.j 

• F (U.  C.J 

e Capricorni 
(t  Aquarii 
c Pegasi 
16  Pegasi 
« Aquarii 

Digitized  by  Google 
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Hi 


6* 


T*n 

Nh  me  des 

c. 

et) 

«s 

^ s 

Durchgang»- 

Correct. 

für 

Cor  red. 
für 
c 

Correct. 

Uhr- 

Differenz 

1*73 

Sterns 

E 

JC 

• 2 

NI 

zeit 

k 

Correct. 

der  Uhren 

November  1 4 

fl  Pegas» 

W i 13 

M>>  3“t»!4S 

+ o'ö 5 

- 0M1 

+ 

0?94 

- 46!»0 

Beobachter 

41  Aquarii 

w 

13 

22 

8 

12.16 

-fr-  0.03 

- 0.12 

+ 

1.40 

- 46.95 

von  Sleeb 

fl  Aqunrii 

w 

13 

11 

11 

2.83 

+ 0.04 

— 0.11 

+ 

1.17 

-46.89 

Polstern  L (0.  C 

w 

6 

ii 

23 

49.24 

-fr-  0.71 

- 1.40 

— 

10.64 

. 1.(0.  C) 

0 

7 

« 

23 

47  06 

- 0.20 

+ 1.14 

— 

10.64 

: Pi>K»«i 

0 

13 

ü 

86 

2 36 

- 0.02 

+ 0.09 

+ 

0.87 

- 46.98 

+ 2m  15!I6 

68  Pegasi 

0 

13 

!1 

41 

38.  y3 

-0.01 

+ 0.10 

+ 

1.37 

- 47.04 

1 Aquarii 

0 

13 

li 

46 

54.80 

— 0.01 

+ 0.09 

+ 

1.16 

— 47.01 

« Piscis  austr. 

0 

41 

ii 

51 

38.19 

0.00 

-fr- 0.10 

+ 

1.57 

- 46.97 

+ 2 

45  2* 

« Pegasi 

0 

13 

“ 

59 

20. 96 

— 0.02 

+ 0.09 

+ 

0.79 

-46.95 

+ 2 

15.25 

58  Pegasi 

0 

13 

23 

4 

32.73 

-0.02 

+ 0.09 

+ 

0.88 

— 48.87 

+ 2 

15.29 

tp  Aquarii 

0 

13 

II 

8 

39.72 

— 0.01 

+ 0 09 

+ 

1.14 

- 46.96 

+ 2 

15.25 

y Piscium 

0 

13 

*3 

11 

30.06 

— 0.01 

+ 0.09 

+ 

0.99 

- 46.99 

+ i 

15.26 

Polstern,  M 0.  C.j 

0 

6 

13 

28 

51  32 

- 0.27 

+ 1.53 

— 

14.59 

- M ;o.  C.) 

w 

7 

i3 

28 

53.92 

+ 0.53 

- 1.87 

— 

14.59 

<1  Piscium 

w 

1 1 

i3 

43 

52.64 

-fr-  0.0J 

- 0.11 

+ 

1.02 

-46.97 

+ 2 

15.24 

(p  Pegasi 

w 

13 

23 

46 

57.09 

-fr-  0.04 

-0.12 

+ 

0.73 

- 46.89 

-fr-  2 

15.21 

m Piscium 

w 

<3 

23 

53 

42.80 

-fr-  0.03 

- 0.11 

+ 

0 93 

- 46.91 

+ 2 

13.28 

n Androniedac 

w 

13 

• 

2 

45.23 

-fr-  0.04 

- 0.13 

+ 

0.53 

- 46.85 

+ 2 

15.23 

y Pegasi 

w 

13 

0 

7 

37.40 

-fr-  0.03 

- 0.11 

+ 

0.79 

— 46.90 

+ 2 

15.25 

12  Ceti 

w 

O 

0 

24 

28.92 

-*•0.02 

- 0.11 

+ 

1.11 

- 46  96 

+ 2 

15.23 

55  Piscium 

w 

13 

• 

34 

10.49 

-fr-  0.04 

-0.12 

+ 

0.68 

— 46.86 

fl  Ceti 

w 

li 

0 

38 

8.16 

-fr-  0.01 

-0.12 

+ 

1.34 

— 46.94 

+ 2 

15.33 

58  Piscium 

w 

13 

1 

41 

19.81 

-fr-  0.03 

- 0.11 

— 

0.85 

— 46.91 

+ 2 

15.25 

Polstern  A (O.C.) 

w 

G 

0 

53 

10.63 

-fr-  0.41 

- 1 tu 

— 

10.92 

• A {0.  C.) 

0 

7 

fl 

53 

08.89 

0.00 

- 1.17 

— 

10.92 

*7  Ceti 

0 

11 

1 

3 

7.87 

0.00 

+ 0.09 

+ 

1.21 

— 47.09 

+ 2 

13.30 

cp  Piscium 

0 

13 

1 

7 

47.59 

0.00 

+ 0.10 

+ 

0.62 

— 46.92 

+ 2 

15.32 

f Piscium 

0 

13 

1 

12 

10.58 

0.00 

-fr-  0.09 

+ 

0.98 

-47.03 

+ 2 

13.29 

November  16 

Polstern  K (0.  C.) 

0 

« 

to 

84 

21.88 

+ 0.43 

+ 0.58 

_ 

4.86 

Beobachter 

. K 0.  C.) 

w 

5 

20 

14 

22.20 

+ 0.38 

-0  70 

— 

4.86 

von  Sleeb 

15  Delphini 

w 

13 

20 

43 

28.14 

+ 0.06 

- 0.11 

+ 

0.85 

+ 13.27 

u Aquarii 

w 

13 

20 

45 

41.71 

+ 0.04 

— 0.1 1 

+ 

1.20 

+ 13.20 

16  Delphini 

w 

10 

20 

49 

28.68 

+ 0.06 

-0.11 

+ 

0.85 

+ 13  *6 

y Equulei 

w 

11 

21 

4 

3.81 

+ 0.06 

- 0.11 

+ 

0.89 

+ 13.26 

u Equulei 

w 

13 

21 

9 

22.60 

+ 0.05 

-0.11 

+ 

0.97 

+ 13.20 

Polstern  F U.  C.) 

w 

6 

21 

18 

56.38 

- 0.82 

+ 0.78 

+ 

7.58 

• f (U.  C.) 

0 

ä' 

18 

57  59 

+ 0.05 

- 0.64 

+ 

7.58 

d Aquarii 

0 

13 

31 

33 

0.8t 

- 0.01 

+ 0.09 

+ 

1.02 

+ 13.21 

e Pegasi 

0 

13 

21 

37 

50.89 

— 0.01 

+ 0.09 

+ 

0.90 

+ 13.26 

+ 3 

16.60 

16  Pegasi 

0 

13 

21 

47 

10.60 

— o.oi 

+ 0.10 

+ 

0.60 

+ 13.2* 

« Aquarii 

0 

18 

21 

59 

18.12 

- 0.01 

+ 0.09 

+ 

1.06 

+ 13.16 

+ 3 

16.60 

fl  Pegasi 

0 

33 

22 

3 

41.97 

- 0.01 

+ 0.09 

+ 

0.96 

+ 18.20 

+ 8 

16.59 

4 t Aquarii 

0 

13 

22 

7 

12.08 

0.00 

+ 0.10 

+ 

1.42 

•fr-  43.10 

fl  Aquarii 

0 

13 

22 

(0 

2.57 

- 0.01 

-fr-  0.09 

+ 

1.19 

+ 18.19 

+ 3 

16.60 

Polstern  L [0.  C.) 

0 

6 

22 

22 

46.66 

- 0.10 

+ 1.14 

— 

10.79 

. 1.  (O.C.) 

w 

7 

22 

22 

48.79 

+ 0.40 

- 1.40 

— 

10.79 

f IVgasi 

\v 

13 

22 

85 

2.24 

+ 0.03 

— 0.11 

+ 

0.88 

+ 13.27 

+ 3 

16.67 

68  Aquarii 

w 

13 

22 

40 

38.83 

+ 0.02 

- 0 12 

+ 

1.39 

+ 13.21 

X Aquarii 

w 

13 

12 

45 

54. 2 i 

+ 0.02 

— 0.11 

+ 

1.18 

+ 13.22 

+ 3 

16.70 

et  Piscis  austr. 

w 

li 

22 

50 

33.24 

+ 0.01 

— 0.13 

+ 

1.39 

+ 13.47 

+ 3 

16.63 

« Pegasi 

w 

,3 

22 

58 

20.84 

+ 0.03 

— 0.11 

+ 

0.81 

+ 13  29 

r 

16.58 
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Hcobnchlungen  in  Leipzig. 


Tag 

1875 

Name  des 
Sterns 

o 

~r 

t 

X 

Zahl  der 
Fäden 

Durchgangs- 

Zeit 

Corrccl. 

für 

i 

Correct. 

für 

c 

Correct. 

für 

k 

thr- 

Corrcct. 

I.ängen- 

ditferenz 

November  <4 

ft  Pegasi 

Beobachter 

4 t Aquarii 

Wcinck 

ft  Aquarii 

Polstern  L (0.  C.) 

>v 

3 

11*>1  5“5o:i7 

+ 0*f7 

-4!73 

+ 

7?55 

■ L (0. 0.) 

0 

5 

11 

15 

41.11 

- 0.14 

+ 4.4C 

+ 

7.55 

C Pegasi 

0 

1t 

11 

38 

18.81 

-0.0t 

+ 0.35 

— 

0.71 

-3*»i!14 

15,ut7?08 

68  Aquarii 

0 

l Aquarii 

0 

« Piscis  austr. 

0 

11 

it 

53 

50.91 

0.00 

+ 0.40 

— 

1.11 

— » 

1.11 

15 

47.15 

« Pegasi 

0 

11 

13 

1 

37.17 

0 00 

+ 0.36 

~ 

0.66 

-3 

1.10 

15 

47.15 

58  Pegasi 

0 

11 

iS 

6 

49.34 

+ 0.0) 

+ 0.13 

— 

0.71 

- 3 

1.16 

15 

47.10 

ff  Aquarii 

0 

11 

iS 

10 

56.74 

0.00 

+ 0.35 

— 

0.91 

— 3 

1.11 

15 

47.15 

y Piscium 

0 

11 

iS 

13 

46.83 

+ 0.01 

+ 0.35 

— 

0 80 

— 3 

1.15 

15 

47.16 

Polstern  M (0.  C.} 

0 

5 

43 

SO 

36.55 

+ 0.14 

+ 5.88 

+ 10.39 

• M (0.  C. 

w 

4 

S8 

30 

48.10 

-1-0.54 

- 6.31 

+ 

10.39 

11  Piscium 

w 

10 

13 

46 

9.99 

-1-  0.03 

- 0.37 

— 

0.81 

- 3 

1.11 

15 

47. 11 

(f  Pegasi 

w 

11 

13 

49 

14.01 

+ 0.04 

- 0.39 

— 

0.61 

- t 

1.10 

15 

47.08 

tu  Piscium 

W 

1 1 

43 

56 

0.03 

-1-  0.03 

— 0.37 

— 

0.76 

- 3 

1.19 

15 

47.15 

fi  Androtnedae 

w 

11 

0 

5 

1.75 

-1-  0.05 

- 0.41 

— 

0.47 

- 8 

1 08 

15 

47.09 

y Pegasi 

w 

H 

• 

9 

54.36 

+ o.ot 

— 0.38 

— 

0.66 

— 3 

1.15 

15 

47.10 

IR  Ceti 

w 

11 

0 

IG 

46.41 

+ 0.03 

- 0.37 

_ 

0.88 

- 3 

1.19 

15 

47.07 

55  Piscium 

w 

H Ceti 

w 

1 1 

0 

40 

16.15 

+ 0.01 

- 0.39 

— 

1.05 

— 3 

1.17 

15 

47.16 

58  Piscium 

w 

11 

0 

43 

36.87 

+ 0.05 

- 0.38 

— 

0.69 

— 3 

1.16 

15 

47.09 

Polstern  A (O.C.) 

w 

5 

• 

55 

11.15 

+ 0.64 

-4.84 

+ 

7.75 

» AiO.C.j 

0 

6 

0 

55 

01.16 

+ 0.31 

+ 4.50 

+ 

7.75 

fl  Ceti 

0 

9 

1 

5 

14.56 

+ o.ot 

+ 0.35 

— 

0.95 

-3 

1 39 

15 

47.11 

<f  Piscium 

0 

» 

1 

10 

3.76 

+ 0.03 

+ 0.38 

— 

0 53 

- a 

1.14 

15 

47.11 

f Piscium 

0 

11 

1 

14 

17.36 

+ 0.01 

+ 0.35 

“ 

0.79 

- 8 

1.31 

15 

47.09 

November  16 

Polstern  K O.C.) 

Beobachter 

• K (0.  C.) 

Weinek 

15  Delphini 

u Aquarii 

16  Delphini 

y Equulei 

a Equulei 

Polstern  F fl'.  C. 

w 

5 

41 

11 

44.57 

- 0.44 

+ 1.47 

— 

5.53 

• v (i.  c.) 

0 

5 

11 

11 

19.30 

— 0.30 

-1.18 

— 

5.53 

d Aquarii 

0 

£ Pegasi 

0 

11 

11 

41 

8.83 

+ 0.05 

+ 0.33 

— 

0.73 

— 3 

3.34 

ts 

47.04 

16  Pegasi 

0 

n Aquarii 

0 

11 

14 

1 

10.36 

+ 0.03 

+ 0.31 

— 

0.85 

- 3 

3.44 

15 

47.04 

B Pegasi 

0 

11 

11 

7 

0.01 

+ 0.08 

+ 0.83 

— 

0.77 

- 3 

3.39 

'» 

47.04 

41  Aquarii 

0 

0 Aquarii 

0 

1t 

11 

13 

11.13 

+ 0.01 

+ 0.33 

— 

0.94 

-3 

3.41 

15 

47.05 

Polstern  L (0.  C. : 

0 

4 

11 

15 

41.79 

+ 0.44 

+ 4.10 

+ 

7.65 

• L(0.C.) 

w 

i 

11 

15 

49.94 

+ 0.75 

-4.48 

+ 

7.65 

C Pegasi 

\v 

11 

11 

38 

10.71 

+ 0.05 

— 0.36 

— 

0.71 

— 3 

3.40 

15 

47.11 

68  Aquarii 

w 

X Aquarii 

w 

5 

11 

49 

IS. 16 

+ 0.04 

- 0.35 

— 

0.94 

-3 

3.48 

15 

47.11 

n Piscis  austr. 

w 

« 1 

11 

53 

51.97 

+ 0.01 

— 0.40 

— 

1.13 

- 3 

3.46 

15 

47.05 

n Pegasi 

1 

w 

11 

13 

1 

39.19 

+ 0.07 

— 0.36 

0.66 

— 3 

3.19 

15 

47.00 
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Tor 

Name  des 

ie 

OL 

_o 

•S  = 

-a  o 

Durchgangs- 

Corrccl. 

Corrccl. 

Correcl. 

l lir- 

Differenz 

1 875 

Siems 

E 

«S  30 

zeit 

i 

c 

k 

Corrccl. 

der  l hren 

ue 

NJ 

November  16 

58  Pegasi 

W 

18 

23» 

*®3t?57 

+ o:o3 

- o:i 

+ 

0.90 

+ 13*31 

+ 3w't  6!»l 

Beobachter 

(p  Aquarii 

w 

13 

23 

07 

39.63 

+ 0.02 

-0.11 

+ 

1.16 

+ «3.27 

+ 3 

16.7® 

von  Slceb 

y Piscium 

w 

13 

13 

10 

19.92 

+ 0.03 

- 0.1  1 

+ 

1.01 

+ 13.28 

Polstern  M ().  C. 

w 

6 

iS 

27 

52.46 

+ 0.53 

- 1.87 

— 

14.79 

- M (0.  C.) 

0 

7 

23 

17 

50.15 

- 0. 53 

+ 1.53 

— 

14.79 

21  Piscium 

0 

13 

»3 

12 

52.30 

- 0.01 

+ 0.0» 

+ 

1.04 

+ U.io 

tf  Pegasi 

0 

13 

23 

13 

56.83 

— 0.04 

+ 0.09 

+ 

0.74 

+ 13.22 

tu  Piscium 

o 

13 

i$ 

32 

4 2.55 

- 0.03 

+ 0.09 

+ 

0.95 

+ 13.17 

n Androfnodau 

0 

13 

0 

1 

45.00 

-0.0t 

+ 0.10 

+ 

0.54 

+ 13.21 

+ 3 

16.67 

y Pegasi 

0 

13 

0 

6 

37.17 

-0.03 

+ 0.09 

+ 

0.81 

+ 13.17 

+ 3 

16.67 

1 2 Ceti 

0 

13 

0 

23 

28.69 

— 0.02 

+ 0.09 

+ 

1.12 

+ 13.10 

+ 3 

16.58 

55  Piscium 

0 

13 

0 

33 

10.25 

— 0.04 

+ 0.10 

+ 

0.69 

+ 13.22 

+ 3 

16.49 

Ccli 

0 

13 

0 

37 

7.92 

— 0.02 

+ 0.09 

+ 

1.36 

+ 13.11 

+ 3 

46  6» 

58  Piscium 

0 

13 

0 

40 

19.61 

— 0 03 

+ 0.09 

+ 

0.86 

+ 13.16 

Polstern  A (0.  C. 

o 

G 

0 

52 

9.87 

-O.tl 

+ 1.17 

— 

11.08 

. A (0.  C.) 

w 

7 

0 

52 

11.45 

+ 0 10 

- 1.43 

— 

11.08 

Ceti 

w 

13 

1 

2 

7.37 

+ 0.01 

- 0.11 

+ 

1.23 

+ 13.09 

+ 3 

16.64 

(f  Piscium 

w 

13 

1 

6 

47.58 

+ 0.01 

— 0.12 

+ 

0.63 

+ 13.30 

+ 3 

16.78 

f Piscium 

w 

13 

1 

1 1 

10.52 

+ 0.01 

-0.11 

+ 

1.00 

+ 13  2» 

+ 3 

16.70 

iy  Piscium 

w 

13 

1 

24 

37.14 

+ 0.01 

- 0.11 

+ 

0.H1 

+ 13.23 

+ 3 

16.71 

Ti  Piscium 

w 

13 

1 

30 

18.06 

+ 0.01 

- 0.11 

+ 

0.86 

+ 13.22 

+ 8 

16  6& 

v Piscium 

w 

13 

1 

34 

45.18 

+ 0.01 

-0.11 

+ 

0.97 

+ 13.19 

+ 3 

16.59 

Polstern  <t  ,U.  C.) 

w 

6 

1 

45 

29.68 

— 0.06 

+ 0.95 

+ 

9.09 

. GflJ.C.) 

0 

7 

1 

45 

81.16 

+ 0.17 

— 0.78 

+ 

9.09 

60  (teil 

0 

13 

56 

36.19 

- 0.02 

+ 0.09 

+ 

1.06 

+ 13.15 

« Arielis 

o 

13 

» 

59 

57.70  — 0.03 

+ 0.10 

+ 

0.65 

+ 13.21 

+ 3 

16.68 

15  Arielis 

o 

13 

2 

3 

31,83 

-0.03 

+ 0.09 

+ 

0.73 

+ 13.28 

+ 3 

16.59 

67  Ceti 

0 

13 

2 

10 

34.30 

— 0.02 

+ 0.09 

+ 

1.16 

+ 13.16 

+ 3 

16.61 

J*  Ceti 

0 

VII.  Ableitung  der  Endresultate. 

a.  A tu  gleichen  an  jedem  Abeml  auf  beiden  Stalionen  beobachteten 

Sternen. 


Obwohl  die  Beobachter  bemüht  gewesen  sind,  an  den  heileren 
Abenden  auf  beiden  Stationen  dieselben  Sterne  zu  beobachten,  ist 
dies  doch  nicht  immer  gelungen,  und  ebenso  wie  bei  früher  ausge- 
luhrten  Lungenbestimmungen  werde  ich  daher  versuchen,  das  Resultat 
einmal  aus  den  identischen  Sternen,  welche  auf  beiden  Stationen  an 
jedem  Abend  gesehen  sind,  andernlhcils  dann  aber  auch  aus  allen 
beobachteten  Sternen  abzuleiten. 

L'm  zunächst  zu  untersuchen,  ob  eine  Differenz  zwischen  Kreis- 
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Tag 

1875 

Nnme  des 
Sterns 

&> 

OL 

i 

JC 

■=  2 
“ "O 

Durchgungs- 

zeit 

Correct. 

für 

i 

Correcl. 

für 

c 

Correct. 

für 

k 

Uhr- 

Correet. 

Liingen- 

ditferenz 

November  <6 

58  Pegasi 

w 

, 

23» 

+ 0.08 

— 0.35 

— 0.73 

— 3™3t50 

15'"47?24 

Beobachter 

<p  Aquarii 

W 

4 

23 

10 

58.62 

+ 0.06 

- 0.35 

- 0.92 

- 3 

3.4  3 

15 

47.12 

Weinek 

y Piscium 

w 

Polstern  M (0.  C. 

w 

ä 

23 

30 

48.62 

+ 1.47 

- 5.93 

+ 10.54 

» M 0.  C.) 

0 

2 

*3 

30 

37.66 

+ 1.08 

+ 5.49 

+ 10.54 

21  Piscium 

0 

<f  Pegasi 

0 

w Piscium 

0 

« Antiro tmulue 

0 

10 

0 

5 

2.31 

+ 0.07 

-1*0.37 

— 0.48 

— 3 

3.46 

15 

47.08 

y Pegasi 

0 

8 

0 

9 

54.98 

-f-  0.06 

+ 0.33 

- 0.67 

- 3 

3.50 

15 

47.08 

1 2 Ceti 

0 

11 

• 

26 

47.00 

+ 0.04 

+ 0.32 

- 0.89 

- 3 

3.48 

45 

46.99 

55  Piscium 

0 

H 

0 

36 

27.67 

+ 0.05 

+ 0.35 

- 0.58 

— 3 

3.26 

15 

46.88 

fl  Ceti 

0 

11 

0 

10 

26.66 

-1-  0.01 

+ 0.34 

- 1.06 

— 3 

3.50 

15 

47.00 

58  Piscium 

0 

Polstern  \ (Ö.C.) 

0 

5 

0 

55 

3.00 

+ 0.64 

+ 4.20 

+ 7.86 

. A (0.  C.) 

w 

6 

0 

55 

12.33 

+ 0.93 

-4.54 

+ 7.86 

tj  Ceti 

w 

1 1 

1 

5 

26.41 

+ 0.04 

- 0.36 

- 0.97 

— 3 

3.55 

15 

47.03 

(p  Piscium 

w 

11 

1 

10 

5.71 

+ 0.08 

— 0.38 

— 0.54 

- 3 

3.48 

15 

47.16 

f Piscium 

w 

H 

1 

14 

29.21 

-I-  0.06 

- 0.35 

— 0.80 

— 3 

3.50 

15 

47.09 

rt  Piscium 

w 

11 

1 

27 

55.80 

+ 0.08 

- 0.36 

- 0.66 

-3 

3.48 

15 

47.10 

n Piscium 

w 

1 1 

1 

33 

36.76 

•4-  0.08 

— 0.36 

- 0.70 

— 3 

3.38 

15 

46.98 

v Piscium 

w 

11 

1 

38 

3.70 

+ 0.07 

- 0.85 

- 0.7S 

— 3 

3.40 

15 

46.97 

Polstern  G (U.  C.) 

w 

5 

1 

49 

1.28 

— 0.60 

+ 3.02 

— 6.61 

» G (U.  C.) 

0 

5 

1 

49 

6.68 

- 0.42 

- 2.80 

— 6.61 

60  Ceti 

0 

« Arielis 

0 

11 

2 

3 

15.24 

+ 0.07 

+ 0.35 

- 0.5G 

— 3 

3.47 

15 

47.04 

1 5 Arietis 

0 

1 1 

i 

6 

49.41 

+ 0.06 

+ 0.34 

- 0.61 

- 3 

3.31 

15 

46.97 

67  Ceti 

<> 

O 

2 

13 

52.70 

+ 0.04 

+ 0.33 

— 0.92 

— 3 

3.46 

15 

47.00 

f»  Coli 

0 

11 

2 

24 

38.47 

+ 0.03 

+ 0.33 

- 0.75 

-3 

3.45 

läge  West  und  Kreislage  Ost  besteht,  ferner  ob  die  einzelnen  von 
einander  unabhängigen  Zeitbestimmungen  — unter  Zeitbestimmung 
ist  die  Beobachtung  eines  Polsterns  und  sechs  bis  acht  Zeitsternen 
verstanden  — dieselben  Resultate  geben,  habe  ich  auf  beiden  Sta- 
tionen ftlr  jede  Kreislage  zunächst  für  die  Uhrslände  und  filr  die 
Längendifferenzen  die  .Mittel  genommen. 

Die  erhaltenen  Wertlie  sind  die  folgenden : 
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Tabelle  XXX.  Mittel  wert  he  aus 


187.-, 

Kreis- 

lade 

Wiener 

l'lirzeil 

l'hrcorrerlion 

Zahl  der 
Sterne 

Kreis- 

tage 

Oeloher  8 

\v 

sokior? 

— 0«31WI7 

3 

w 

0 

20 

*7.0 

— 0 

31.837 

3 

« 

0 

21 

4.7 

— 0 

31.872 

* 

0 

w 

21 

42.2 

— 0 

31.7*8 

5 

XV 

w 

22 

7.6 

— 0 

31.737 

3 

\v 

0 

22 

41.3 

— 0 

31.757 

3 

o 

Oclober  9 

0 

2t 

3.6 

— 0 

30.068 

5 

0 

w 

21 

*2.1 

-0 

39.9*0 

5 

w 

w 

22 

7.7 

— 0 

39.897 

3 

\v 

0 

22 

46.8 

— 0 

21).  II 18 

5 

0 

0 

23 

8.0 

— 0 

29.880 

3 

0 

\v 

23 

*8.3 

— 0 

29.7*8 

* 

w 

Oeloher  II) 

w 

w 

w 

21 

3.8 

— 0 

16.100 

4 

w 

0 

2t 

*2.1 

— 0 

16.122 

5 

0 

o 

£2 

7 "> 

— 0 

16.110 

3 

0 

w 

22 

*3  5 

— 0 

15.980 

4 

w 

w 

23 

7.7 

-0 

15.920 

3 

\v 

0 

23 

52.7 

-0 

15.935 

4 

0 

November  4 

0 

20 

5*. 3 

-0 

*.090 

5 

0 

vv 

21 

41.7 

— 0 

4.208 

5 

w 

\v 

22 

7.3 

— 0 

4.290 

3 

\v 

ü 

22 

46.3 

— 0 

4.484 

5 

Ü 

o 

23 

7.3 

— 0 

4.523 

3 

0 

w 

23 

54.3 

— 0 

*.578 

5 

w 

November  3 

w 

20 

20.2 

— 0 

8.893 

3 

w 

0 

20 

46.6 

— 0 

9.093 

3 

0 

o 

21 

3.7 

— 0 

9.207 

4 

0 

w 

21 

41.8 

-0 

9.258 

5 

w 

w 

22 

7.4 

— 0 

9.370 

3 

\Y 

o 

22 

46.5 

— 0 

9.616 

5 

o 

November  i 

o 

20 

20.3 

-0 

4 4.223 

3 

<> 

w 

20 

46.6 

— 0 

14.243 

3 

w 

w 

21 

3.3 

— 0 

14.332 

5 

\Y 

0 

21 

41.1) 

-0 

14.558 

5 

o 

() 

22 

7.4 

-0 

14.640 

3 

o 

\v 

22 

*6.6 

— 0 

14.756 

5 

\Y 
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Leipziger 

l'hrzeit 

l'lircorreclion 

Zahl  der 
Sterne 

UlngendilTerenz 

Zahl  der 
Sterne 

20b22”4 

— 2m1 61533 

3 

15"46!963 

3 

SO  48.7 

-2  16.603 

3 

46.973 

3 

84  6.6 

-2  16.620 

3 

46.930 

2 

21  36.1 

— 2 16.570 

3 

46.927 

3 

22  9.5 

-2  46.633 

3 

46.950 

3 

22  43.1 

— 2 46.673 

3 

46.907 

3 

21  6.6 

— 2 17.650 

3 

15  46.940 

3 

24  36.4 

-2  17.627 

3 

46.933 

3 

22  9.5 

— 2 47.687 

3 

47.017 

3 

22  43.1 

— 2 17.770 

3 

46.990 

3 

23  9.8 

-2  17.727 

3 

46.977 

3 

23  49.7 

—2  17.713 

3 

47.013 

3 

20  49.0 

— 2 30.390 

3 

24  5.3 

— 2 30.407 

4 

15  47.197 

3 

21  36.3 

-2  30.437 

3 

47.137 

3 

22  9.7 

— 2 30-500 

3 

47.177 

3 

22  48.9 

— 2 30.560 

4 

47.257 

3 

23  10.0 

-2  30.553 

3 

47.320 

3 

23  49.9 

— 2 30.437 

3 

47.127 

3 

24  5.9 

— 2 47.626 

5 

15  47.192 

4 

21  36.6 

— 2 47.630 

3 

47.220 

3 

22  10.0 

— 2 47.653 

3 

47.287 

3 

22  48.2 

— 2 47.664 

5 

47.208 

5 

23  10.3 

— 2 47.683 

3 

47.247 

3 

23  50.2 

— 2 47.670 

3 

47.293 

3 

20  26.3 

— 2 48.317 

3 

15  47.293 

3 

20  49.3 

— 2 48.357 

3 

47.213 

3 

21  5.9 

-2  48.354 

5 

47.135 

5 

24  36.6 

-2  48.347 

3 

47.187 

2 

22  10.0 

-2  48.397 

3 

47.227 

3 

22  43.6 

-2  48.487 

3 

47.187 

3 

20  23.0 

-2  49.413 

3 

15  47.253 

3 

20  49.0 

-2  49.487 

3 

47.403 

3 

21  6.0 

— 2 49.502 

5 

47.344 

5 

21  38.5 

-2  49.375 

2 

47.155 

2 

22  10  1 

— 2 49.497 

3 

47.227 

3 

22  43.6 

— 2 49.520 

3 

47.287 

3 

23* 
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4873 

Kreis- 

Inge 

Wiener 

Ulirzeit 

Uhrcorrcclion 

Zald-der 

Sterne 

Kreis- 

lage 

November  1i 

\v 

20h  20?8 

-0' 

"461865 

2 

0 

21 

3.9 

— 0 

47.050 

5 

\v 

21 

42.5 

— 0 

46.958 

5 

w 

22 

8.0 

— 0 

46.913 

3 

0 

22 

47.1 

— 0 

46.990 

5 

0 

0 

23 

8.3 

— 0 

40.973 

3 

O 

w 

23 

59.9 

— 0 

46.943 

6 

w 

w 

0 

37.9 

— 0 

46.903 

3 

w 

0 

1 

7.7 

— 0 

47.013 

3 

0 

November  16 

w 

20 

46.2 

H- 

13.243 

3 

w 

2< 

6.7 

-f- 

13.230 

2 

0 

21 

44.3 

13.225 

1 

*0 

0 

22 

7.0 

+ 

13.(63 

3 

o 

w 

22 

46.1 

+ 

13.232 

5 

w 

w 

23 

7.2 

H- 

13.287 

3 

w 

0 

23 

58.9 

13.182 

6 

0 

o 

0 

36.9 

+ 

13.167 

3 

0 

\v 

1 

6.7 

-h 

13.197 

3 

w 

w 

1 

29.9 

-f- 

13.213 

3 

w 

0 

1 

2 

2.7 

13.200 

4 

0 

Um  dio  Differenzen  zwischen  Kreislage  Ost  und  Kreislage  West 
zu  finden , sind  die  in  der  vorstehenden  Tabelle  enthaltenen  Uhr- 
eorrcctionen  auf  dieselben  Uhrzeiten  zu  reduciren,  und  dazu  bedarf 
man  der  Uhrglinge.  Dieselben  sind  abgeleitet  aus  den  erhaltenen 
Zeitbestimmungen,  selbstverständlich  mit  Berücksichtigung  der  zwi- 
schen Kreis  Ost  und  Kreis  West  bestehenden  Differenz,  und  hat  sich 
gefunden : 


Ocloher  8 
» 0 

• 19 
November  - 

» 3 

• 4 

. 14 

» 16 


Wiener  l'hr 
sl  hmllieher  Cianfi 

+ 01053 

-I-  0.088 
■+.  0.086 
-0.185 

- 0.255 

- 0.246 

+ 0.010 

- 0.008 


Leipziger  I hr 
atündlirher  Gang 

— 01041 

— 0.042 

— 0.045 

— 0.020 

— 0.059 

— 0.027 

— 0.051 

— 0.005 


Am  Pendel  der  Wiener  Uhr  wurde,  wie  schon  ervvühnl,  einige 
»Mal  geschraubt,  daher  die  starken  Aenderungen  des  Ganges. 
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l.«'i)ixigor 

Unzeit 

Uhrcorreclion 

Zahl  der 
Sterne 

Längend  ilTerenz 

I 

Zahl  der 
Sterne 

22k  5 1 “3 

— 3”2:I83 

3 

15-47M27 

3 

23  10.5 

— 3 2.240 

3 

47.170 

3 

0 2.4 

-3  2.170 

6 

47.100 

6 

0 42.0 

-3  2.205 

2 

47.125 

9 

1 10.0 

— 3 2.317 

3 

47.107 

! 

3 

21  51.8 

-3  3.390 

15  47.040 

9 

22  10.2 

— 3 3.400 

» 

47.045 

2 

22  50.8 

— 3 3.407 

4 

47.070 

4 

23  8.« 

— 3 3.165 

i 

47.180 

9 

0 43.9 

— 3 3.480 

3 

47.050 

3 

0 38.4 

— 3 3.380 

9 

46.940 

2 

t 10.0 

-3  3.510 

3 

47.093 

3 

t 33.2 

-3  3.420 

3 

47.017 

3 

2 12.1 

— 3 3.422 

4 

47.003 

3 

Diis  Gcwichl  einer  jeden  der  folgenden  Differenzen  Kreis  Ost  — 
Kreis  West  ist  nach  der  Formel: 

P+P' 

berechnet  und  jedem  Sterne  das  Gewicht  I gegeben. 

Es  findet  sich : 


Wie« 

Leipzig 

LängcndilYerenz 

1875,  Tag 

Ost  — West 

Gewicht 

Ost  —West 

1 Gewicht 

Ost  — West 

Gewicht 

Ortobor  8 

— 0:043 

6.0 

— 02055 

6.0 

+ 01010 

6.0 

— 0.090 

8.0 

— 0.070 

6.0 

+ 0.003 

4.8 

— 0.049 

6.0 

— 0.017 

6.0 

-0.043 

6.0 

Olohcr  9 

-0.071 

10.0 

— 0.044 

6.0 

+ 0.007 

6.0 

— 0.078 

7.5 

— 0.059 

6.0 

-0.027 

6.0 

— 0.073 

6.9 

— 0.042 

6.0 

— 0.036 

6.0 

October  10 

-0.077 

8.9 

— 0.007 

6.9 

— 0.060 

6.0 

— 0.075 

6.9 

+ 0.031 

6.9 

— 0.080 

6.0 

— 0.080 

6.9 

+ 0.146 

6.0 

— 0.193 

6.0 
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1875,  Tag 

Wien 

Osl — Wesl 

Gewicht 

Leipzig 
Osl  — Wesl  | 

5 

, Gewicht 

Lüngendiffercnz 
Ost  — West  | Gewicht 

November  2 

-o;oäf> 

10.0 

— 0!006 

7.5 

- 07028 

6.9 

— 0.072 

7.5 

-1-0.002 

7.5 

— 0.079 

7.5 

— 0.089 

7.5 

-0.026  1 

6.0 

— 0.046 

6.0 

November  3 

— 0.088 

6.0 

— 0.0)7 

6.0 

— 0.080 

6.0 

-0.(13 

8.9 

— 0.037  1 

7.5 

-0.052 

5.7 

-0.080 

7.5 

— 0.057 

6.0 

— 0.040 

6.0 

November  I 

— 0.088 

6.0 

-1-0.072 

6.0 

— 0.t50 

6.0 

— 0.068 

10.0 

-1-  0.142 

5.7 

— 0.189 

5.7 

— 0.0*5 

7.5 

+ 0.008 

6.0 

— 0.010 

6.0 

November  I i 

-0.192 

5.7 

-0.H4 

8.0 

+ 0.048 

(2.0 

— 0.081 

7.5 

— 0.028 

4.8 

— 0.018 

4.8 

— 0.05t 

8.0 

— 0.115 

6.0 

November  16 

0.000 

5.3 

+ 0.00t 

5.3 

— 0.028 

8.0 

— 0.074 

775 

— 0.009 

t.8 

— 0.130 

4.8 

— 0.098 

8.0 

+ 0.I27  ; 

4.8 

-0.153 

4.8 

— 0.034 

6.0 

+ 0.001  ; 

6.9 

— 0.014 

6.0 

— 0.00'J 

6.9 

Beachtet  man,  dass  Oktober  8,  9,  November  li  und  16  die 
Beobachter  an  ihren  Wohnorten  beobachteten,  October  19,  November 
2,  3 und  4 aber  gewechselt  hatten,  so  hat  man  mit  Berücksichtigung 
der  Gewichte : 


Wiener  Instrument 

Leipziger  Instrument 

Längend  itTerenz 

Osl— Wesl  <j*:i 
wicht 

Ost  — Wesl 

Ge- 

wicht 

Osl— West  <7®T. 

wicht 

v.  Stceh  in  Wien 
Weinek  in  Wien 

— 0.079  ±0.007!  96. t 

— 0.071  ±0.00J!93.8 

Weinek  in  Leipzig 
v.  Steebin  Leipzig 

-0.030  ±0.011 
+ 0 018  ±0.0lt 

70.6 

78.0 

-0.093  ±0.00y|  73.3 
— 0.083  ±0.01 1 1 73.8 

1 

Auf  beiden  Stationen  ist  daher  eine  Differenz  zwi- 
schen Kreis  Ost  und  Kreis  West,  aber  bei  dem  Wiener  In- 
strument ist  die  Differenz  bei  beiden  Beobachtern  nicht  nur  nahe 
dieselbe,  sondern  sie  ist  auch  beträchtlich  und  scheint  reell  zu  sein ; 
bei  dem  Leipziger  Instrument  hat  sie  bei  den  beiden  Beobachtern 
verschiedenes  Zeichen  und  ist  ausserdem  klein,  so  dass,  wie  man 
aus  den  wahrscheinlichen  Fehlem  ersieht,  an  der  Bealitiit  gezweifelt 
werden  kann.  Der  Kinlluss,  welcher  aus  dem  nicht  identischen  Ver- 
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fahren  der  beiden  Beobachter  die  Neigung'  anzubringen  [s.  S.  290 
(16)!  herrUhrl,  ist  im  Mittel,  wie  man  sich  leicht  Überzeugen  kann, 
verschwindend  klein.  Ob  die  Differenz  zwischen  den  Kreislagen  von 
einer  seitlichen  Biegung  der  Instrumente,  oder  von  einer  Verschieden- 
heit der  persönlichen  Gleichung  bei  Polsternen  und  Zeitsternen,  oder 
von  der  entgegengesetzten  Bewegungsrichtung  der  Sterne  in  den  Fern- 
röhren mit  gebrochener  Achse  herriihrt,  braucht  hier  nicht  erörtert 
zu  weiden  — ich  bin  geneigt,  mich  fUr  letzteres  auszusprechen. 

Dadurch,  dass  man  Kreis  Ost  und  Kreis  West  immer  mit  einander 
verbindet,  füllt  der  Fehler  heraus,  und  es  ist,  um  ein  Endresultat  ab- 
zuleiten,  noch  erforderlich,  sich  filr  eine  Gewichtseinheit  zu  ent- 
scheiden. Von  der  Anzahl  der  Polsterne  hangt  die  Sicherheit  der 
Ermittelung  der  Gollimation  und  des  Azimutcs  ab  und  die  in  den 
Instrumentalfeblern  begangenen  Fehler  gehen  unmittelbar  in  die  lihr- 
eorrectionen  und  daher  auch  in  die  Langendifferenzen  Uber.  Zu 
denselben  kommen  die  Beobaclitungsfohler  der  Zeitslerne,  und  nehmen 
wir  der  Einfachheit  wegen  au,  dass  die  Genauigkeit  bei  allen  Pol- 
slerncn  die  gleiche  und  ebenso  auch  die  Genauigkeit  bei  den  ver- 
schiedenen Zeitsternen  unter  einander  dieselbe  sei,  d.  li.  nehmen  wir 
nicht  Bücksicht  auf  die  Anzahl  der  beobachteten  Faden  und  auf  die 
Verschiedenheit  der  Dcclination  und  bezeichnen  den  mittleren  Fehler, 
den  eine  Polslernbeobachtung  hervorbringt,  mit  m,  den  einer  Zeilstern- 
beobachlung  mit  «,  so  ist  der  mittlere  Fehler  für  p Polsterne  in  Ver- 
bindung mit  z Zeilsternen  glcichzuselzen 


und  das  Gewicht  ist  proportional  der  Grösse: 

P* 

n2p  + m2 1 

Nehmen  wir  als  Gewichtseinheit  die  Combination  eines  Pol- 
sterncs  mit  einem  Zeitslerne  an,  so  wird  die  Bedingung  zu  erfüllen 
sein,  dass 

m2  ■+■  n2  — f 

sein  muss. 

Da  die  Beobach  lungsfehler , wenn  man  mit  Auge  und  Ohr  be- 
obachtet, sich  zusammensetzen  aus  dem  Gesichts-  und  dem  Gehör- 
fehler, oder,  wenn  man  registrirt,  aus  dem  Gesichts-  und  dein 
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C.  Uri  uns,  Neck  Hestimmou 


l« 


Handlchler  (eigentlich  dein  Fehler,  der  durch  das  Signalgeben  mit 
der  Hand  entsteht),  so  kann  man  den  Fehler  von  der  Form 

n + 6 sec  3 

v'r 

setzen,  wo  b der  Gesichts-,  a der  Gehör-  oder  Handfchlcr,  f die 
Anzahl  der  Fäden,  fi  die  Dcclinalion  des  Sternes  liezcichnct.  Aus 
einer  Anzahl  von  Beobachtungen  von  Zeitsternen  und  aus  den  Pol- 
sternen  habe  ich  gefunden , dass  bei  /‘  = 1 1 Fäden  Dir  einen  Zeit- 
stern nahe 

a-t-6j>eod  _ 

vT 

ist ; aus  einem  Polstern  folgt  der  mittlere  Fehler  nahe  zu : 

0?02. 


Setze  ich  daher: 


2 

3 ’ 


und  erfülle  die  Gleichung: 


so  wird 


tn1  -h  n7  = I , 


"S=,3=°-7 


m’  = ^ = 0.3  , 


und  das  Gewicht  </  findet  sich  nach  obiger  Gleichung : 

El *). 

Ist  gw  das  in  Wien,  </,  das  in  Leipzig  gefundene  Gewicht,  so  ist  das 
Gewicht  der  Dilfcrenz  der  Uhrcorrectionen  und  der  LängcndilTerenz : 

9w'Jl 

9w+9l 

Für  die  an  beiden  Stationen  beobachteten  identischen  Steine 
Gndct  sich  als  Längendifferenz  aus  der  Tabelle  XXX , wenn  man 
einfach  aus  den  in  Kreislage  Ost  und  Kreistage  West  beobachteten 
Sternen  das  Mittel  nimmt,  die  Gewichte  nach  der  gegebenen  Formel 
berechnet  und  die  persönliche  Gleichung: 

Stceb  — Weinek  = s — ic 


nennt : 


*)  Diese  anzuwendende  tiewichls-Formel  hat  Herr  von  Oppolzer  mir  milgelheilt. 
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«875 

Uingendilterenz  — («  — w] 

P 

* 

1 liewielit 

Octolier  8 

15”46!912 

3 

und 

3 

.7 

3.5 

n 9 

16.978 

3 

» 

3 

18 

3.6 

November  1 4 

17.124 

5 

» 

3 

17 

4.1 

» 16 

47.053 

6 

n 

5 

24 

5.8 

Mittel 

15“47:031 

I 

17.0 

«875 

l.ungendiffercnz  + f* — t e) 

V 

j Gewicht 

Octobcr  19 

I5"47t<02 

3 und  4 I 

18 

4.0 

November  2 

47.241 

3 » 3 

21 

3.7 

. 3 

47.207 

3 » 3 1 

19 

3.7 

» i 

47.286 

3 » 3 

19 

3.7 

Mittel 

15-47:233 

15.1 

Es  ist  demnach  die  persönliche  Gleichung 
s — w = ■+■  Oüt  01. 

Mit  Berücksichtigung  der  persönlichen  Gleichung  wird  daher  die 
LiitigcndilTereiiz : 


Or  tolier 

8 

I3m 47:043 

Gewicht  3.5 

» 

9 

47.079 

3.6 

0 

19 

47.101 

4.1 

November 

S 

47.140 

5.8 

» 

3 

47.106 

4.0 

a 

4 

47.185 

3.7 

n 

14 

47.225 

3.7 

a 

16 

47.154 

3.7 

UlngcmliHerenz  = 15'"47:130  ± 0:012  Gewicht  32.1 


Nimmt  man  gar  keine  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  beobach- 
teten Sterne  oder  giebl  man,  wie  ich  es  früher  gelhan,  jedem  Abend 
dasselbe  Gewicht,  so  erhalt  man  mit  Hille  der  Werlhe  in  beiden 
obigen  Tabellen: 


Langendillerenz 

» 

mithin 


— (»—«•) 
(«—«-) 

* — W = 


I5mi7.‘02i 
15  47.231 
OM  05, 
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unil  die  Utngendiflerenz : 


Ortober  8 

15**7:017 

» y 

»7.083 

» tu 

»7.097 

Noveml»or  2 

»7.130 

» 3 

»7.104 

» i 

«7.181 

» U 

»7.249 

» 1 l> 

»7.  »58 

Mittel  15”4?:129  ± 0:014 


lim  noch,  wie  oben  schon  gesagt  ist,  zu  untersuchen , ob  die 
einzelnen  Zeitbestimmungen  dieselben  Kesullale  geben,  stelle  ich  die 
It esu I täte  nach  den  Polsternen  zusammen,  bringe  alter  gleich  die 
gefundene  persönliche  Gleichung 

x — tc  = -h  0 ‘ 1 0 1 

überall  an,  um  die  Resultate  direct  vergleichbar  zu  haben. 

Ks  lindel  sich  die  ],augendilferenz  aus  den  Zeilltestimmungeu  mit : 


Polstern  K f 

Polstern  F 

Polstern  1. 

Polstern  M 

Polstern  A Polstern  G 

— — 

■ 

Oclltr.  8 

15-17:069 

15-17:030 

lö-*7:030 

> 9 

»7.038 

»7.105 

15**7.096 

. 19 

»7.066 

»7.116 

17.122 

* 

.\ovl»r.  2 

»7.105 

17.1*6 

*7.169 

i 

• 3 

»7.112 

»7.060 

»7.106 

i 

» 4 

»7.427 

»7.1*8 

»7.181 

. i» 

»7.239- 

*7.236 

15**7:217 

» 10 

47.152- 

»7.159 

»7.216 

*7.118  15**7:111 

.Mittel 

1 

15-47:1*6 

15-17:080 

15**7:128 

15**7:168  15**7:168  I5“*7:l  1 1 

1 

Mittel  15"  17“  128  ± 113)08. 


Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  so  klein  gefunden , weil  jetler 
einzelnen  Zeitbestimmung  das  Gewicht  I gegeben  ist.  Berechnet 
man  noch  die  wahrscheinlichen  Kehler  zu  den  Mittelwerthen  der 
Litngendifferenz,  geordnet  nach  den  Polsternen,  so  erhalt  man: 


•f  An  die  Kreistage  Ost  ist  nach  is.  850  0!OH  =>  J West — Ost)  angebracht  und  diesen 
Werthen  nur  halbes  Gewicht  gegeben. 
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l.iingemlilicronz  = I5“47:146  i:  0:031 
47.080  ± 0.013 
47.(28  ± 0.0(5 
47.(68  ± 0.0(8 
47.(68  ± 0.034 
47. H( 

wovon  der  erste,  dritte,  fünfte  und  sechste  Werth  ganz  innerhall) 
der  wahrscheinlichen  Fehler  mit  dem  Mittelwert!)  ilbereinstiminl, 
wahrend  der  zweite  und  vierte  um  die  geringe  Grösse  von  einigen 
hundertstel  Secunden  ausserhalb  der  Grenzen  liegt. 

Um  zu  sehen,  ob  nach  Hectasceusion  und  Declination  der  Sterne 
geordnet,  sich  auch  die  genügende  Ucbereinstimmung  zeigt,  sind  die 
Utingeudiflerenzen  in  den  folgenden  Tabellen  nach  den  genannten 
l’olarcoordinaten  geordnet  zusammcngeslcllt.  Um  die  Werlhe  mit 
einander  wieder  vergleichbar  zu  haben,  ist  die  persönliche  Gleichung 
angebracht , auf  die  Differenz  zwischen  den  Kreislagen  aber  keine 
Rücksicht  genommen,  weil  dieselbe  im  Mittel  hcrausPdllt. 

Es  findet  sich : 


Stern 

AR 

Langcn- 

differenz 

5 k 
«1 

23  llevelii 

20k(7” 

Iö“,47r140 

3 

ii  Capricorni 

20 

20 

47.136 

3 

. 60  Ai|uihie 

; 20 

23 

47.143 

3 

15  Ilclphini 

20 

44 

47.170 

3 

fi  Aquarii 

20 

46 

47.143 

3 

16  Dclpliini 

20 

50 

47.(86 

3 

ft  Capricoftii 

20 

50 

(5  47.1(7 

5 

61 1 Cygni 

21 

1 

47.(11 

4 

61 2 Cygni 

. 21 

t 

47.229 

1 

y Kquuiei 

21 

4 

47.096 

5 

u E<|uulei 

21 

(0 

47.081 

6 

£ Cnprirorni 

21 

30 

17.042 

! 5 

d Aquarii 

21 

33 

47.070 

6 

e Pegasi 

21 

38 

47.080 

7 

« Aquarii 

24 

59 

47.141 

( 

0 Pcgasi 

22 

4 

15  47.128 

7 

4 1 Aquarii 

22 

7 

47.118 

6 

ft  Aquarii 

22 

(0 

47.(28 

7 

f Pcgasi 

22 

35 

47.131 

8 

68  Aquarii 

22 

41 

47.118 

6 

Ä Aquarii 

22 

46 

47.  H7 

6 

u Piseis  austr. 

22 

51 

47.170 

3 

a Pegasi 

22 

59 

47.182 

4 

Slern 

AR 

Langen- 
diffe  reust 

J|  Je 

58  Pcgasi 

23h  4“ 

15*47:224 

•> 

tfi  Aquarii 

23  8 

47  186 

5 

■/  Piscium 

23  II 

47.162 

4 

21  Piseiurn 

23  43 

47.145 

4 

if>  Pcgasi 

23  46 

47.130 

4 

in  Piscium 

23  53 

47.135 

4 

« Andrnnicdar 

0 2 

47.186 

2 

•/  Pcgasi 

0 7 

47.191 

2 

1 2 Ceti 

0 24 

47.131 

2 

55  Piscium 

0 33 

15  46.981 

7 

$ Ceti 

0 37 

47.181 

< 

58  Piscium 

0 41 

47.191 

1 

tf  Ceti 

1 2 

47.(71 

2 

tp  Piscium 

1 7 

47.241 

2 

/ Piscium 

1 II 

47.191 

2 

i j Piscium 

1 25 

(5  47.201 

1 

;i  Piscium 

1 30 

47.081 

1 

v Piscium 

( 35 

47.071 

4 

n Arietis 

2 0 

47.141 

1 

1 5 Arietis 

2 4 

47.071 

t 

67  Ceti 

2 11 

47.101 

1 
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Es  findet  sich,  wenn  man  die  Sterne  in  sechs  Gruppen  {heilt, 
welche  durch  die  Striche  angedeutet  sind,  mit  Kitcksichl  auf  die  An- 
zahl der  Beobachtungen  : 


Mittlere  AH 

LMogendifferenz 

Anzahl  der 
Beobacht. 

Krsle  Gruppe 

20b33" 

15-470  53 

f 8 

Zweite  » 

2t  19 

*7.089 

40 

Dritte  • 

22  28 

*7.132 

*7 

Vierte  » 

23  3i 

»7.167 

32 

Ftlnfte  » 

0 55 

*7*7* 

in 

Sechste  » 

f i8 

*7. Ilt 

6 

Mittel 

22b28" 

15-47033 

153 

Obwohl  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  einzelnen  Gruppen  nur 
zwischen  ± OfOl  und  ± 0012  liegen,  ja  Ihm  einzelnen  noch  ge- 
ringer sind,  zeigt  sich  doch  weder  ein  fortschreitender,  noch  ein 
periodischer  Gang  und  sind  die  Abweichungen  theils  der  Unsicher- 
heit der  lnstrumentalfehler,  theils  zufälligen  Beobachlungsfehlern  zu- 
zuschreilten. 

Nach  Dcclinalionen  geordnet  erhall  man: 


Name 

Deel. 

LUnpeiidifTeren/. 

Za  hl  der 
Beobacht. 

a Pisris  nuslrini 

- 30"  1 7/1 

15-47070 

3 

41  Aquarii 

-21  *1.7 

*7  118 

* 6 

68  Aquarii 

— 20  15.9 

*7.118 

6 

f Capricorni 

— 20  1.5 

*7.0*2 

5 

ti  Coli 

- 18  *0.4 

*7. 18t 

2 

;i  Capricorni 

- 18  37.2 

*7.136 

3 

0 Capricorni 

— 17  *3.7 

*7.H7 

5 

i(  Ceti 

- 10  50.7 

15  47.17t 

2 

ii  Aquarii 

— 9 27.1 

*7.1*3 

3 

0 Aquarii 

— 8 2*. 3 

*7.128 

7 

X Aquarii 

- 8 l*.7 

*7.117 

r» 

07  Ceti 

— 6 59.9 

*7.101 

i 

<p  Aquarii 

— 6 *3  * 

*7.186 

5 

1 2 Ceti 

— 4 38.9 

*7.131 

£ 

69  Aquilac 

— 3 18.0 

*7.1*3 

3 

a Aquarii 

— 0 55.6 

*7.1*1 

1 
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Name 

Deel. 

Länge  Adlfforenx 

Zahl  der 
Beobacht. 

21  Pisrium 

+ 0°23/0 

45*471145 

4 

d Aquurii 

-t-  1 11. 0 

47.070 

6 

•/  Pisrium 

-1-  2 36.0 

47.162 

4 

f Pisrium 

+■  2 57.3 

47.191 

2 

« Equulei 

+ t 43.9 

47.081 

6 

v Piscimn 

+ i 51.3 

47.071 

4 

23  llevelii 

-1-  4 56.7 

47.140 

3 

0 Pegasi 

+ 5 35.0 

47.128 

l 

tu  Pisrium 

■4-  6 10.3 

47.135 

4 

58  Pegasi 

4-  9 8.7 

47.224 

5 

t Pegasi 

-1-  9 18.2 

47.080 

7 

y Kquulei 

4-  9 37.7 

47.096 

5 

£ Pegasi 

4-  10  10.8 

15  47.131 

8 

58  Pisrium 

4-11  17.5 

47.491 

1 

ic  Pisrium 

4-  11  30.1 

47.081 

1 

1 5 Delphini 

4-12  4.8 

47.170 

1 3 

16  Delphini 

4-  12  5.5 

47.186 

3 

■/  Pegasi 

4-  14  29.3 

47.191 

2 

a Pegasi 

4-  14  32.0 

47.182 

4 

rj  Pisciuni 

4-  14  42.0 

47.201 

1 

<f  Pegasi 

4-  18  25.0 

47.130 

4 

15  Arietis 

4-18  54.6 

47.071 

1 

55  Pisrium 

4-20  45.1 

15  46.981 

1 

a Arietis 

4-  22  52.2 

47.141 

4 

(p  Pisrium 

4-23  55.3 

47.241 

2 

« Andromedue 

4-28  24.0 

47.186 

2 

01 1 Cvgni 

4-  38  8.1 

47.111 

4 

01 2 Cygni 

4-38  8.1 

47.229 

4 

Bildet  man  hier  die  5 schon  abgelheilten  Gruppen,  so  erhalt  man  : 


Deel. 

MingcndifTercnz 

ZbIiI  der 
Beobacht. 

Erste  Gruppe 

— 20"49' 

45"47”H6 

30 

Zweite  » 

- 7 18 

47.141 

30 

Dritte  » 

-»-  5 32 

47.122 

54 

Vierte  » 

4-13  15 

47.153 

28 

Fünfte  » 

4-  30  49 

47.150 

11 

Mittel 

4“  5’ 

15*471133 

Bei  den  wahrscheinlichen  Fehlern  von  nahe  jfc  Ü.*02  der  ein- 
zelnen Gruppen  stimmen  die  Resultate  befriedigend  Uberein,  und  wir 
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nehmen  daher  als  Restdlal  aus  den  an  den  einzelnen  Abenden  an 
beiden  Stationen  beobachteten  identischen  Sternen  nach  S. 353  (73}  an: 
Längendifferenz  = 15”47M30  ± o.’tna. 


b.  Ableitung  de, s Itesultates  aus  allen  bonbachlelen  Sternen. 

Zu  dem  Zwecke  sind  zuerst  aus  allen  beobachteten  Zeit-Sternen 
die  Uhrcorrcctionen  nach  den  Kreistagen  zu  Mitteln  vereinigt  und 
auch  dazu  das  .Mittel  der  Uhrzeiten  genommen.  Wenn  die  Uhrzeiten 
in  Wien  und  Leipzig  genau  so  viel  von  einander  verschieden  waren, 
als  die  Uhrzeilen  in  Tafel  XXVII,  für  welche  die  Uhrdifferenzen 
gelten,  so  wäre  die  Langendifferenz  einfach  gleich  der  Differenz  der 
Uhrcorrectionen  an  beiden  Orten  vermehrt  um  die  für  die  Uhrzeiten 
geltende  Uhrdifferenz,  d.  h.  mit  den  Bezeichnungen  auf  S.  333  [531 


1875 

Kreislage 

Uhrzeit 

Wien 

T 

Uhr- 

Correetion 

Jl 

~ £ 
1* 

l'hrzeit 

Leipzig 

r 

October  8 

w 

402679 

-31:674 

ii 

21b22”7 

0 

21  28.4 

-31.827 

. 10 

21  32.8 

October  9 

0 

22  12.0 

— 29.967 

13 

22  19.8 

w 

22  30.fi 

— 29.865 

12 

22  31.8 

October  1 9 

w 

22  14.6 

— 16.007 

11 

21  57.4 

. 

0 

22  32.0 

-16.057 

12 

22  31.0 

November  St 

0 

22  8.1 

- 4.342 

13 

22  <4.4 

w 

22  38.6 

— 4.369 

13 

22  32.3 

November  3 

w 

21  26.5  1 

— 9.189 

11 

21  28.0 

0 

21  42.3 

— 9.349 

12 

21  24.3 

Novemlier  4 

0 

21  26.6 

- 14.489 

11 

21  22.0 

w 

21  39.2 

- 14.475 

13 

21  27.8 

November  14 

w 

22  48.9 

— 46.918 

19 

24  12.1 

0 

22  45.2 

— 46.001 

16 

23  13.9 

November  16 

o 

23  45.6 

+ 13.183 

1 20 

24  13.1 

w 

23  7.7 

| | 

+ 13.234 

1 19 

1 

j 24  9.2 
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l=U+  (Jt  — Jt)  , 

wo  die  Grösse  11  sieh  leicht  findet,  da  dieselbe  aus  den  Werlhen 
der  Tabelle  XXVII  interpolirt  werden  kann,  denn  der  Uhrgang  kann 
für  die  kurze  Zeit  der  Beobachtung  als  gleichförmig  angenommen 
werden.  Da  die  obige  Voraussetzung  aber  bei  dem  Mittel  der  Uhr- 
zeiten nicht  staUfindet,  ist  an  die  eine  Uhrcorrection  noch  eine  kleine 
Verbesserung  anzubringen,  welche  wir  die  Kcduction  nennen  wollen. 
Wie  schon  oben  gesagt,  ist  der  Uhrgang  der  Leipziger  Uhr  ein  regel- 
mUssigerer  als  der  der  Wiener  Uhr  gewesen  und  daher  ist  es  am 
vortheilhaftesten,  die  Leipziger  Uhrcorrection  auf  die  Uhrzoit,  welche 
gleich  ist  der  Wiener  Uhrzeit  minus  der  Uhrdiflerenz  aus  Tab.  XXVII, 
zu  reduciren.  Der  Uhrgang  der  Leipziger  Uhr  ist  schon  S.  348  (68) 
gegeben  und  in  der  folgenden  Zusammenstellung  sind  alle  Daten  ent- 
halten : 


Uhr- 

Correction 

Jt 

Q) 

^ c 
1 - 

Rcductiou 

von 

Jt 

Jt-  Jt' 
+ Red. 

1 V 

/ 

— 2“1 61579 

9 

+ 01007 

+ 1"44:808 

\ 

U“  2*138 

4 {>"*467945 

16,632 

9 

+ 0.013 

44.792 

2.134 

46.926 

-2  17.716 

9 

+ 0.015 

+ 1 47.734 

13  59.232 

46.966 

17.676 

9 

+ 0.041 

47.800 

59.203 

47.003 

-2  30.479 

14 

-0.004 

+ 2 14.476 

13  32.779 

47.255 

30.458 

9 

+ 0.009 

1 4.392 

32.749 

47.141 

-2  47.654 

13 

+ 0.007 

-*-2  43.305 

13  3.923 

47.228 

47.651 

9 

+ 0.002 

43.280 

4.01t 

47.291 

-2  48.391 

11 

+ 0.014 

+ 2 39.188 

13  8.079 

47.267 

48.353 

9 

-0.005 

39.009 

8.127 

47.136 

— 2 59.431 

8 

+ 0.004 

+ 2 34.938 

13  <2.301 

47.239 

49.485 

11 

+ 0.001 

35.009 

42.341 

47.350 

-3  2.18t 

8 

+ 0.084 

+ 2 45.479 

13  31.92t 

47.100 

2.247 

9 

+ 0.062 

15.18t 

31.924 

47.105 

-3  3.421 

13 

+ 0.004 

+ 3 16.600 

12  30.416 

47.016 

3.446 

12  1 

+ 0.007 

16.673 

30.425 

47.098 

Digitized  by  Google 


360 


C.  Itm  IINS,  NkIK  BKSTIMMl'Nr. 


so 


Uin  den  Fehler  in  den  beiden  Kreistagen  zu  eliminiren,  ist  für 
jeden  Tag  einfach  das  Mittel  zu  nehmen.  Bestimmt  man  die  Ge- 
wichte nach  der  S.  352  72  gegebenen  Formel,  so  hat  man: 


T»s 

___  ^ i 

UmgtMiitifferenz 

— I —IV 

Oe.  iehl 

1 

T»|! 

L&ngendifferenz 
+ (*—*>) 

liewictil 

October  8 

I5“46:936 

3.7 

Oc  tolier  19 

15-47M98 

4.3 

» 9 

46.984 

3.7 

November  2 

47.260 

3.9 

November  1 4 

47.102 

4.5 

> 3 

47.202 

3.8 

. Ui 

47.057  , 

6.4 

* * 

47.294 

3.8 

Mittel 

I5«*7!029 

18.3 

Mittel 

I5"47!237 

1 

45.8 

Daraus  s — u>  = -+-  0M  04 

und  die  l-üngenditferenz : 

October  8 

15 

m47t040  (iewieht  3.7 

9 

47.088 

3.7 

19 

47.094 

4.3 

' 

November  2 

47.156 

3.9 

3 

47.098 

3.9 

4 

47.190 

3.8 

14 

47.206 

4.5 

16 

47.161 

6.4 

Mittel 

15 

■47M33 

34.1 

und  den  wahrscheinlichen 

Fehler 

± 0*013. 

Nimmt  man  ohne  Rücksicht  auf  die  Gewichte  das  Mittel,  so  er- 
halt man: 

1 5”  47*020  — (*— w) 

15  47.238  + (*— w)  , 

daher 

g—ir  = + 0M0<* 

und  die  LangendilTcrcnz 

15-47M29  ± Oro  t 3. 

Mit  Berücksichtigung  der  früheren  Wcrthe  nehmen  wir  daher 

l = 15-47!  131. 

In  Wien  betrügt  die  Reduetion  auf  den  Östlichen  Pfeiler,  welcher 
von  Herrn  von  Oppolzer  als  Normalpunkl  angenommen  wird, 

-+-  0*0 1 5 ; 
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81] 

in  Leipzig,  wo  im  kleinen  östlichen  Meridianzimmer  beobachtet,  ist 
die  Längend i Heren/,  mit  der  Milte  des  grossen  Refractorpfeilers^ 
welcher  als  Centruin  der  Sternwarte  angenommen  wird,  9,4  Meter 
oder 

-+-  0*032  , 

so  dass  also  die  neue  Wiener  Sternwarte  auf  der  Türken- 
schanze 

15" 47*178  ± 0*013 

östlicher  als  das  Centrum  der  Leipziger  Sternwarte 
liegt. 

Im  Jahre  1 865  war  gefunden  : 

Centrum  der  Leipziger  Sternwarte  westlich  vom  Beobach- 
tungspfeiler auf  dem  Laaer  Berge 

1 5"  2*262  ± 0*015  — 0*036  = 1 6”  2*226  ± 09)  1 5. 

Die  Differenz  Tilrkenschanze  — Laaer  Berg  ist  nach  Herrn  von 
Oppolzer’s  Ermittelungen 

— 15*091 , 

so  dass,  mit  Rücksicht  der  Reduction  von  •+■  0T0 1 5,  das  frühere  Re- 
sultat : 

1 5”  47*1 50 

ist.  Der  wahrscheinliche  Fehler  wird,  da  die  LitngendilTerenz  Türken- 
schanze — Laaer  Berg  auch  auf  telegraphischem  Wege  ermittelt,  nahe 
± 0*020  sein. 

Wir  nehmen  daher  mit  Rücksicht  auf  die  wahrscheinlichen 
Fehler  als  Endresultat  an: 

Wiener  Sternwarte  auf  der  Türkenschanze,  östlicher 
Pfeiler,  östlich  vom  Centrum  der  Leipziger  Sternwarte 

15-47*17  ± 0 011. 
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VON 
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MITGLIED  DER  KÖNIG!..  SACHS.  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


Des  XII.  Hundes  der  Abhandlungen  der  mathematisch  - physischen  Clane  der  Königl 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 


N°  V. 


LEIPZIG 

BEI  S.  H 1 R Z E L. 
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VON 


C.  N E II  M ANN, 

MITGLIED  DER  KÖNIGE.  SÄCII8.  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN 


NB.  Dieser  Aufsatz , von  welchem  ein  Auszug  schon  im  Jahre  1877  in  den 
Berichten  der  Königl.  Sächsischen  Ges.  der  Wissenschaften  publicirt  wurde  (Be- 
richte vorn  30.  Juli  1877.  Seite  134)  bildet  eine  Vorarbeit  für  den  unmittelbar 
folgenden , ein  Problem  der  Elektrostatik  behandelnden  Aufsatz. 


Abhandl  <1.  K S.  Oe-**ll»«.b  d.  Wi«*.*n*ch.  XX. 
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Da  ich  in  diesem  Aufsatz  auf  die  Theorie  der  rcciprnken  Radien 
mich  fast  fortwährend  stutzen  werde,  so  erscheint  es  angemessen, 
zunächst  die  wichtigsten  Satze  dieser  Theorie  in  Kürze  zu  recapi- 
tuliren. 

Es  sei  gegeben  eine  Kugclfläche  (o,  //),  d.  i.  eine  Kugolfliichc 
mit  dem  Mittelpunkt  n und  dem  Halbmesser  II.  Lasst  man  von  o 
einen  Strahl  ausgehen,  und  markirl  auf  demselben  irgend  zwei  der 
Relation 

(I.)  (°D  (»*)  = 

entsprechende  Punkte  £,  x,  so  heisst  bekanntlich  jeder  von  diesen 
beiden  Punkten  das  Spiegelbild  des  andern  in  Bezug  auf  die  Kugel- 
flache  (o,  II).  Auch  pflogt  man  die  beiden  Punkte  kurzweg  corre- 
spondirettde  oder  conjugirte  Punkte  zu  nennen. 

Sind  zwei  Paare  correspondirender  Punkte  i,  x und  g . y ge- 
geben, so  ist  nach  (I.): 

(II.)  (oft  (oxj  = log)  (oy)  = in. 

und  folglich 

(III.)  Aiofq)  ~ A(oyx); 

und  aus  der  Achnlichkeit  dieser  Dreiecke  folgt  sofort : 

[IV  : (£6)  = ifLÜ  = 1 0,> I = l/tofi  t°1i . 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  beweist  man  leicht*),  dass  ennjuyirle 
Figuren  in  ihren  kleinsten  Theilen  einander  ähnlich  sind.  Sind  z.  B. 
£,  g,  C drei  einander  unendlich  nahe  Puncte  der  einen  Figur,  und 
x,  y,  z die  entsprechenden  Puncte  der  andern,  so  werden  die  un- 
endlich kleinen  Dreiecke  und  xijz  einander  ähnlich  sein.  Oder 
ein  wenig  anders  ausgedrUckt:  Sind  irgend  drei  einander  unendlich 


*)  Vgl.  z.  II.  mein  Werk  über  das  Logarithmische  und  Newton'schc  Potential 
(Leipzig,  Teuhner  I8V7),  daselbst  Seite  356. 
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nahe  Punkte  f . ry,  ( gegeben,  mul  bezeichnet  mau  die  denselben  in 
Bezug  auf  (o,  II)  conjugirten  Punkte  mit  x,  ;/,  z,  so  sind  di«  beiden 
Dreiecke  und  ,11/ z einander  ähnlich.  Versieht  man  ferner  unter 
dk,  dl  irgend  zwei  einander  conjugirltt  Linieneleinentc , ebenso  unter 
da,  ds  zwei  conjugirle  Flächenclementc,  endlich  unter  dr,  dl  zwei 
conjugirle  Raumclcmcntc , so  gelten  die  Formeln'*): 

dl  : dl  = P : fl, 

(V.)  daäs  = P»  : IO, 

dr  . dt  = P3  ß3; 

falls  man  nitmlich  die  Entfernung  der  Elemente  di l,  da,  dr  vom 
Punkte  o mit  P,  andererseits  die  Entfernungen  der  Elemente  dt, 
ds,  dt  ebenfalls  vom  Punkte  o mit  II  bezeichnet. 

Ist  ferner  non  zwei  in  llezug  auf  (o,  II)  einander  conjugirten 
Figuren  die  eine  eine  Kugel  fläche , so  gilt  Gleiches  auch  von  der 
andern.  Und  geht  insbesondere  die  eine  dieser  Kugel/lächen  durch  den 
Punkt  o,  so  wird  die  andere  eine  unendlich  grosse  Kugel/läche, 
d.  i.  eine  Ebene  sein"). 

Ohne  auf  den  Beweis  dieser  bekannten  Sätze  hier  weiter  ein- 
zugehen, wollen  wir  sofort  zu  einer  sich  anlehnenden  Betrachtung 
uns  hinwenden.  Sind  — immer  unter  Zugrundelegung  der  Kugel- 
fläche (0,  II)  — {,  x zwei  conjugirle  Punkte  und  <j,  * zwei  con- 
jugirte  Kugelflächen,  und  construirt  man  die  durch  o,  (,  x gebende 
gemeinschaftliche  Tangential -Ebene  jener  beiden  Kugelflächen  a,  s, 
so  werden  offenbar  die  beiden  Berührungspunkte  r und  / dieser 
Ebene  ebenfalls  einander  conjugirt  sein ; so  dass  man  also  die  For- 
meln (IV.)  auf  die  beiden  Punktpaare  (,  x und  r,  t anzuwenden 
vermag.  Hiedurch  ergiebt  sich  : 

„VI  \ (£*)  = («C  _ (»  »)  _ 

^ *'  . (xl;  (o  t)  io  sc)  r (o  X)  [ ot ) 

Din  hier  auftretenden  Grössen 

(ot),  [ot),  (£t),  (xt) 

reprüsentiren  die  von  den  Punkten  o,  x an  die  Kugelflächen  a,  s 
gelegten  Tangenten,  jede  Tangente  gerechnet  von  ihrem  Ausgangs- 
punkt bis  zu  ihrem  Berührungspunkt.  Demgemäss  mag  es  erlaubt 


*)  I.  c.  Seile  3SB,  351. 
**j  I.  c.  Seile  351,  358. 
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«ein,  die  Buchstaben  r.  I ganz  zu  unterdrücken,  und  diese  vier 
Tangenten  zu  bezeichnen  mit 

loa),  (o*),  (fo),  (xj) *). 

Diese  neue  Bezeichnungsweise  in  die  Formeln  (VI.)  cingeführt,  ge- 
langt man  zu  folgendem  Satz: 

Sind  — unter  Zugrundelegung  der  gegebenen  Kugelfiäche  (o,  II) 
— I,  x zwei  conjugirle  1‘unkle  und  a,  s zwei  conjugirle  Kuyelfiächen, 
so  finden  die  llelutionen  statt: 

[V|l  1 JiS  _ (°ft  _ i°g)  _ 1 /io  El  (o  »)  _ 

' ''  [xti  (oi)  («»)  r ;ox)  (oi) 

Oder  einfacher  ausgedrückl:  Die  früher  angegebenen  Relationen 
(IV.)  bleiben  auch  dann  noch  in  Gültigkeit,  wenn  man  daselbst  statt 
der  conjugirten  Punkte  y,  y zwei  einander  conjugirle  Kuyelfiächen  n,  s 
substituirt;  nur  sind  in  diesem  Falle  unter  (oo),  (ns),  [Sa),  (xs) 
nicht  mehr  Entfernungen , sondern  die  Längen  der  betrellenden  Tun- 
yenten  zu  verstehen. 

Die  äusserst  einfache  Art  und  Weise,  in  welcher  ich  diesen 
schon  früher**)  von  mir  aufgestellten  Salz  hier  abgeleitet  habe,  ver- 
danke ich  einer  Mittheilung  des  Herrn  Oberlehrer  Dr.  Wolf. 


§ <• 


Definition  der  peripolaren  Coordinaten  in  Bezug  auf  einen 
gegebenen  Grundkreis. 


In  der  llorizontalebene  sei  ein  Grundkrei»  vom  Radius  B ge- 
geben; und  gleichzeitig  mögen  die  beiden  Theile,  in  welche  die 
llorizontalebene  durch  diesen  Kreis  zerlegt  wird,  bezeichnet  sein 
ids  die  innere,  und  äussere  Grundfläche;  so  dass  also  die  erstere  iden- 
tisch ist  mit  der  Flüche,  des  Grundkreises,  während  die  letztere 
vom  Grundkreisc  aus  nach  allen  Seiten  bin  sich  ins  Unendliche 
erstreckt. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  sämintliche  auf  dem  Grundkreisc 
stehenden  Kugelcalotlen , d.  i.  all’  diejenigen  Kugelcalollen , welche 


*)  Unter  dem  Symbol  (£<j)  soll  ;dso  vorsl. inden  werden  dio  Länge  der 
ron  £ an  ilie  Kugrlßärlir  a gelegten  Tangente. 

**)  I.  c.  Seile  358. 
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den  Grund  kreis  zum  gemeinsamen  Kunde  haben,  so  werden  offen- 
bar die  kleinste  und  t/rösste  dieser  Calotten  identisch  sein  resp.  mit 
der  itwern  und  dussem  Grmiil/Iiiche.  Zur  Bestimmung  einer  jeden 
Culotto  C des  in  Rede  stehenden  Systems  bedienen  wir  uns  ihrer 
InclinalioH,  d.  i.  desjenigen  .Winkels  tu , unter  welchem  dieselbe  gegen 
die  obere  Seite  der  äussern  Grundfläche  G geneigt  ist. 


Hg.  < 


Alsdann  wird  z.  B. 

durch  tu  = ct  die  iiusscre  Grumlllächc  (S , 

angedeulet  sein,  ferner 

durch  tu  = | n eine  über  dein  Grundltreis  siebende  llalhkup-inüclic  .S, 
durch  ej  = :l  die  inneru  Grundlliielie  J , 

durch  <‘i  — j ,'i  eine  unter  dem  Grundltreis  siebende  Ihilbkugclflücht-  T, 

durch  tu  = * ic  dieselbe  Flüche,  wie  durch  tu  = l),  d.  i.  G, 

durch  tu  = | ?r  dieselbe  Flüche,  wie  durch  t u = * :r  ; d.  i.  S;  u.  s.  w . 

Die  Mittelpunkte  all’  dieser  Kugelcalolten  liegen  auf  einer  ge- 
raden Linie,  — auf  der  Are  des  Grundkreises;  und  alle  durch 
diese  Axe  gehenden  Ebenen,  oder  (besser  ausgedrtlckt)  alle  an  diese 
Axo  sich  anlehnenden  Ilalbebenen  mögen  als  Meridianebenen  bezeichnet 
werden. 

Solches  festgesetzt , können , um  die  Lage  irgend  eines  Kaum- 
punktes £ zu  bestimmen,  folgende  drei  Grössen  benutzt  werden: 
erstens  das  Azimnlh  <f , unter  welchem  die  Meridianebene  des  Punk- 
tes £ gegen  eine  bestimmte  feste  Meridianebene  geneigt  ist;  zweitens 
tlie  Inclinalioit  tu  der  auf  dem  Grundkreise  stehenden  und  durch 
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£ gellenden  Kugelcalotte;  endlich  drittens  der  Quotient  /.  = \ , wo  p 
die  kürzeste  und  p die  Hingste  Kante  des  von  £ nach  dem  Grund- 
kreise gelegten  Kegels  vorstellen  soll.  Diese  drei  Grössen  <f.  '/.,  o> 
nennen  wir  die  peripolaren  Uoordinaten  des  Punktes  £ in  Bezug  auf 
den  gegebenen  Grundkreis;  und  gleichzeitig  nennen  wir  p,  (/  die 
llauptxtrulilcn  des  Punktes,  endlich 

TT  = kW 

den  Parameter  des  Punktes.  — Will  man  stimmtliche  Punkte  des 
Baumes,  und  zwar  jeden  nur  einmal  erhallen,  so  hat  man  <f  zwischen 
ü...2,t,  ferner  o>  ebenfalls  zwischen  0...2ji,  endlich  /.  zwischen 
0...I  variiren  zu  lassen.  Doch  weiden  wir,  wie  schon  jetzt  be- 
merkt sein  mag,  an  diesen  Grenzen  nicht  immer  festhulten  *). 

A allerdings  soll  stets  zwischen  0...  I bleiben.  Hingegen  mögen 
1/  und  >o  unbestimmt  bleiben  bis  auf  ganze.  Vielfache  von  in. 
Alsdann  besitzt  die  Inclination  in  einer  gegebenen  Calottc  unendlich 
viele,  tlieils  positive  theils  negative  Werthc.  So  z.  B.  \vird  die 
Inclination  m der  oberen  llalbkugellltlche  S (Figur  Seite  368)  die 
unendlich  vielen  Wcrtho  haben: 

, — — j/T,  ■+■  )/r,  ■+■  J/r,  4-  f.r,  

Hei  all'  dieser  Unbestimmtheit  ist  indessen  festzuhalten,  dass,  ebenso 
wie  (/i,  ebenso  auch  io  stets  in  ein  und  derselben  Mehlung**)  ge- 
rechnet werden  soll.  Und  um  solches  zu  betonen,  wiederholen  wir:  es 
soll  (o  gerechnet  werden  von  der  obern  Seite  der  üussern  U rund  fläche 
aus  (vgl.  die  Figur  Seile  308). 

Beiläufige  Bemerkung. — Die  drei  Flitchcnsysteme  (/  = tarnst., 
(«  = Gonst. , /.  = Const.  sind  zu  einander  orthogonal.  Das  erste  ist 
das  System  der  Meridianebenen,  das  zweite  das  System  der  auf  dem 
Grundkreise  sichenden  Kugelcalolten , endlich  das  dritte  ein  System 
ineinander  geschachtelter  lling flächen. 

•)  Wollte  man  an  jenen  Grenzen  festhalten,  so  würde  dadureli  die  Ueber- 
sichlliclikeit  und  Einfachheit  der  zu  exponirenden  Gegenstände  in  unangenehmer 
Weise  beeinträchtigt  werden. 

**)  Diese  Richtung  ist  diejenige,  welche  in  der  Figur  Seite  :ifi8  durch  einen 
gekrümmten  Pfeil  angedeutet  ist. 
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§ 2 

Beziehung  der  peripolaren  Coordinaten  zu  den 
rechtwinkligen  Coordinaten. 

Es  sei  £ ein  beliebiger  Haumpunkl  mit  den  peripolaren  Coor- 
dinaten /. , o>,  <p  und  den  ilauptstraldeu  p,  p'.  Ist  nun  d derjenige 
Punkt,  in  welchem  der  Grundkreis  von  der  Meridianebene  des 
Punktes  f,  und  t derjenige,  in  welchem  jener  Kreis  von  der  Fort- 
setzung dieser  Meridianebene  geschnitten  wird,  so  wird  offenbar  der 
kürzere  Hauptslrah!  p durch  (£0),  und  der  längere  p'  durch  (£*) 
dargestellt  sein;  so  dass  man  schreiben  kann: 

(i.)  i 

1 ' i*  ({*) 

Ferner  wird  der  Winkel  (d£f)  identisch  sein  mit  der  Incliuation  w 
des  Punktes  £ : 

(2-)  o,  - (.»$«). 

Lasst  man  jetzt  vom  Mittelpunkt  «.  des  Grundkreises  zwei 
Linien  r und  «„ r ausgehen,  von  denen  die  crslere  die  geometrische 
Axc  des  Grundkreises  darstellt , wahrend  ilic  letztere  mit  der  Rich- 


Kig.  s 


tung  «0d  zusanmienP.tllt,  und  bezeichnet  man  die  rechtwinkligen  Goor- 
dinaten  des  Punktes  £ in  Bezug  auf  diese  Axon  «0x,  n„r  mit  x . r, 
so  erhalt  man : 
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j . x = p'  sin  E,  x = q sin  A, 

r ■+■  B = a'  cos  E,  r — B = p cos  A, 

wo  B den  Kadius  des  Grundkreiscs  vorstellt,  und  E,  A die  Neigungs- 
winkel der  Strahlen  f £,  <t£  gegen  die  Richtung  edr  bezeichnen. 

Aus  (3.)  folgt  sofort : 

(r  + B;  4-  ix  = g e1  E,  (r  — B)  + iir  = f c‘ Ä,  (i  = V—  t ) , 
und  hieraus  durch  Division : 


(r  - B)  4-  ix  _ q j _ E, 
(r  + B)  + ix  q' 


Nach  (I.),  (2.)  ist  aber  jjv  = Ä,  und  A — E = (d f s)  = w. 
wird : 


und  hieraus  folgt : 


r 4-  ix  — B 
r 4-  ix  4-  B 


r 4-  i x — B 


I 4-  »V" 
t - *«*“’ 


Also 


oder,  falls  man  Itcclles  und  Imaginäres  sondert : 

, , „ 11  sin  iu 

(t.)  x = B 


(5.) 


r = B 


I — » » COS  U 4-  i»  ’ 

I ~ U 

2 X cos  m + 1* 


Denkt  man  sich  nun,  in  der  Ebene  des  Grundkreises,  von  «0 
aus  zwei  aufeinander  senkrechte  Kichtungen  u„y  und  z festgesetzt, 
der  Art,  dass  der  Strahl  «0r  gegen  «„;/  unter  dem  Winkel  <p  und 
gegen  n0z  unter  dem  Winkel  90"  — tp  geneigt  ist,  und  bezeichnet 
man  die  Coordinaten  des  Punktes  £ im  System  «„«,  i<„  i/,  resp. 
mit  x , y,  z,  so  wird  x identisch  sein  mit  dem  in  (4.)  angegebenen 

x,  während  ij  und  s zu  dem  in  (5.)  angegebenen  r in  der  Be- 
ziehung stehen: 

y = r cos  (p , 

% st  r sin  <p. 

Man  erhält  somit  schliesslich  für  die  rechtwinkligen  Coordinulen  x, 

y,  z des  Punktes  £ folgende  Warthe  : 

_ d «in  m 

1 — 2 X cos  tu  ■+■  3l2  ’ 


(«•) 


— X*}  cos  if 
i X cos  io  + X-  ’ 


R ~ W $«n  y 

1—2/1  Cos  tu  + X* 1 
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ico  B der  llmliti s den  Grundkreises  ist,  während  X,  n»,  if  die  peri- 
polaren Coordinalen  des  Punktes  £ r erstellen. 

Hieraus  folgt  durch  einfache  Rechnung : 


, . , , . , , i m *di  * 4 ilrlw  1 + I - *«j  da 

(7.  dx*  4-  lllß  4-  dz1  = B2 - r-r-j- y-, 

' ' i — ii  cos  u + <tv 


und  ferner: 

u (C  e ' j 4 R i 1*  + **  — + >|!  — ( 1 — f!)  ' - b*l  riK  !<f  - fl  - * y »I  Ciw  w — Qi) 

1 *'  '**'  ’ (I  — i i COS  01  4*  X ’ I — i X,  008  ÜJ,  4-  3t|'A) 

und  zwar  bedeutet  in  der  letzten  Formel  (ffi)  den  geradlinigen  Ab- 
stand irgend  zweier  Punkte  £ und  £i  mit  den  (Koordinaten  X,  io,  if 
und  A],  oi|,  if,. 


Anwendung  dieser  Formeln.  — Markirt  inan  auf  der  x-Axe 
(d.  i.  auf  der  geometrischen  Axe  des  Grundkreises)  einen  beliebigen 
Punkt  n,  und  bezeichnet  man  die  Coordinaten  dieses  Punktes  mit 
io„,  ifa,  so  wird  offenbar  X«  — I sein;  hingegen  wird  ia„  einen 
variablen  Werth  haben,  der  abhtingt  von  der  variablen  laige  des 
Punktes  auf  der  genannten  Axe ; endlich  wird  if„  unbestimmt  sein. 


Also : 


A„=  (. 


iou  = var. , ifu  — unbest. 


Lasst  man  insbesondere  den  Punkt  u zusammenfallen  mit  dem  Millel- 
|iunkte  ie0  des  Grundkreises,  so  ergiebl  sich : 

A„  = t , wa  = ,x,  ifu  = unbest. 

.Markirt  man  andererseits  auf  der  Peripherie  des  Grundkreises  einen 
beliebigen  Punkt  fi,  so  ergeben  sich  für  die  (Koordinaten  X^,  «ip,  i f 
dieses  Punktes  die  Wertlie : 


v = 0 > 

top  = unbest. 

Vß  = Vi,r 

Somit 

folgt  aus  (8.) : 

(9.) 

(la)1  = 

SB1 

< — 2 X cos  («1  — w, 

,)  + »• 

1 — 4 X COS  t»J  + X-  1 

— l l>*  •»„)  ’ 

(10.) 

II 

*Jjr> 

*r 

+ 4 A cos  <o  4- 
— 4 X cos  w + ü*  ’ 

(H.) 

ii 

2 61 

1 + **j  _ (1  - *8)  cos 
< — 4 X cos  w + 

f - 9p) 
1* 

liier  bezeichnet  £ einen  ganz  beliebigen  Punkt  des  Raumes  mit  den 
peripolaren  (Koordinaten  X,  m,  if. 

Sind  r)  und  r diejenigen  Punkte , in  denen  der  Grundkreis  von 
der  Meridianebene  des  Punktes  £ (X,  io,  ip)  geschnitten  wird,  oder 
(genauer  ausgedrUckt)  bezeichnet  <>  denjenigen  Punkt  des  Grundkreises, 


Digitized  by  Google 


CkBI.R  IHK  PERIPOLAREN  CoORDISATBS. 


373 


welcher  in  der  Meridianebene  von  £ liegt,  und  e denjenigen  andern 
Punkte  des  Grundkreises,  welcher  in  der  Fortsetzung  dieser  Meridian- 
ebene  liegt,  so  ist  das  Azimuth  von  3 identisch  wit  den  von  £, 
hingegen  das  Azimuth  von  e um  n grösser  als  das  von  £.  Also: 


Vg  = ¥>. 

(ft  = <p  + n. 

Nimmt  man  also  in  (11.)  an  Stelle  von  /?  die  Punkte  3,  t , so  folgt: 

1> 


(12.) 


(£3|J  — 4 ßl  t cos  w + 

= ,-y^-SVP- 


Offenbar  sind  (£3)  und  (£*)  nichts  anderes  als  die  beiden  Haupl- 
strahlen  p,  (/  des  Punktes  £.  Also: 

iB/l 

y I — i X cos  ta  + l- ? 
iS 


(13.) 


e = 
v'= 


y I — Ä A cos  to  + A* 


Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  durch  Division  die  Gleichung  J = A, 
d.  i.  diejenige  Gleichung,  durch  welche  A de/inirt  wurde  (vgl.  Seile 
309).  Andererseits  folgt  durch  Multiplication : 


(U.) 


n = FeT  = -/  18,/> , 

y I — ff  A cos  tu  + X1 


wo  n den  Parameter  des  Punktes  £ vorstellt. 


§.3. 

Einige  sich  anschliessende  Aufgaben. 


Erste  Aufgabe:  Es  sei  gegeben  eine  auf  dem  Grundkreise 
stehende  Calolte  a mit  der  luclination  ca„.  Es  soll  die  Länye  der  von 
iryend  einem  Punkt  £ (A,  ca,  <f)  an  die  Calolte  yeleylen  Tangente 
ermittelt  werden,  die  Tangente  gerechnet  von  ihrem  Ausgangspunkt 
£ (A,  ta,  <p)  bis  zum  Berührungspunkt. 

Bezeichnet  man  diese  Länge  der  Tangente  mit  (£  <j)  , und  den 
räumlichen  Mittelpunkt  der  Calolte  n,  d.  i.  den  Mittelpunkt  derjenigen 
Kugel  fläche,  von  welcher  diese  Calolte  ein  Tlieil  ist,  mit  [i , so  folgt 
aus  dem  Pvthagoräischen  Satz: 

(•5.)  ®«)*- Bf*)*- (/»#*;*, 
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wo  (i  einen  beliebigen  Punkt  auf  der  Peripherie  des  Grundkreises 
bezeichnet. 

Um  in  dieser  Gleichung  die  Glieder  rechts  mittelst  der  Formel 
(!).)  ausdrtlcken  zu  können,  müssen  wir  zunächst  die  o>-  Coordinate 
des  Punktes  fi  berechnen.  Zu  diesem  Zweck  construiren  wir  eine 
neue  durch  fi  gehende  und  wiederum  auf  dem  Grundkreise  stehende 


Galotte.  Die  Inclination  dieser  neuen  Calotte,  oder  (was  dasselbe 
besagen  will)  die  Inclination  des  Punktes  u,  hat  alsdann  den  Werth  : 
= {(’  d V) , vgl.  die  Figur; 

während  die  Inclination  ru„  der  von  Hause  aus  gegebenen  Calotte  « 
sich  ausdrückt  durch : 

<«„  = (C,iU  j. 


Nach  bekannten  Sätzen  über  Peripherie-  und  Centriwinkel  ist  aber 
(GfiV)  = 2 (G ft U) , also  i»  = im,,.  Diese  letale  Formel  ist,  weil 
die  liulimitionen  <•>  bis  auf  tjauze  Viel fuclie  mit  in  unbestimmt  bleiben 
sollen  (vgl.  die  Festsetzungen  Seile  3 Ci)),  Iblgendermassen  zu  schreiben : 
(46.)  to,,  = 2 <«„  , (modi/r,. 

Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  (!).) 


(47.) 


(I/*)*  = *B- 


< — iA  cos  (a»  — 4 ai(f)  + 

(I  — iX  cos  ut  + {I  — cos  4« 


Da  diese  Formel  gültig  ist  für  jedweden  llaumpunkl  £ (X,  tu,  </.),  so 
wird  sic  z.  B.  auch  gültig  sein  für  den  Punkt  (i,  dessen  Coordinalon 
nach  Seite  372  lauten; 

= 0 , oii  = unbcsl.,  fff  = var. 

Somit  erhält  man : 
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is.)  [fl .<;*  = sb2  ■;  ■ 1 

' ' r i \ — cqS  i 

Durch  Substitution  dieser  Werthc  (17.),  (18.)  in  (15.)  erhalt  man 
schliesslich : 

ABU  cos  W — cos  Iw  — äw  „! 

C (71  * = r 

‘ < — i A cos  w + A2  * — cos  2 io 


oder,  was  dasselbe  ist: 


sin  (ui  — tu) 


(£«y\2  s " - 

's  ' \ — 4A  cos  cu  + A2  sin  ni(J 

oder  mit  Kücksicht  auf  (14.): 


(S«)J  = n" 


sin  (w  — ») 


Hier  repräsentiren  A,  eo,  g , n die  Coordinaten  und  den  Parameter 
des  Punktes  £,  während  m„  die  Inelination  der  gegebenen  Calotte  n 
vorstellt.  Demgemäss  kann  man  sich  so  ausdrücken: 

Sind  irgend  zwei  auf  dem  Grundkreise  sichende  Calollen  gegeben, 
mit  den  Inclinationen  io  und  oi„ , und  legi  man  von  irgend  einem  hinkt 
der  erstem  eine  Tangente  an  die  zweite,  so  wird  das  Quadrat  dieser 
Tangente  (dieselbe  gerechnet  vom  Ausgangspunkt  bis  zum  Berührungs- 
punkt) den  Werth  haben: 


wo  TT  den  Parameter  des  Ausgangspunktes  vorstellt.  — Vertauscht  man 
die  Calotte,  welche  berührt  werden  soll,  mit  der  supplementären*), 
d.  i.  o >„  mit  oj,  -f-  it  , so  bleibt  der  Ausdruck  (20.)  ungeändert,  wie 
a priori  zu  erwarten  stand. 

Uebrigens  wird  die  Formel  (19.)  auch  dann  gültig  sein,  wenn 
von  dem  gegebenen  Punkt  s aus  eine  Tangente  an  die  gegebene 
Calotte  a,  resp.  an  die  supplementäre  Calotte  unmöglich  ist.  Nur 
hat  man  in  diesem  Fall  (£ o)  nicht  als  Länge  eiuer  Tangente,  sondern 
durch  die  Formel  (15.)  zu  definiren.  Auch  wird  in  diesem  Fall  (£<j)s 
negativ  sein. 

Zweite  Aufgabe : Es  seien  gegeben  eine  auf  dem  Grundkreise 

stehende  Calotte  a mit  der  Inelination  wa , ferner  zwei  Punkte  |(A,  to,  g , TT) 
und  f (A',  io,  if,  TT'),  welche  in  Bezug  auf  a zu  einander  conjugirl 


*)  Ich  nenne  zwei  Calollen  zu  einander  supplementär . wenn  sie  zusnmmcn- 
genommen  eine  Kugeiniichc  ausinachcn- 
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sind').  Es  sollen  die  Beziehungen  zwischen  A.  <•>,  <(.  TT  und  ei . tp\  TT' 
näher  untersucht  werden. 

Construirl  man  die  gemeinschaftliche  Meridinncbeue  der  Punkto 
f , £’,  und  bezeichnet  man  mit  ff,  rcsp.  a die  beiden  Punkte,  in 


Fig  «. 


denen  der  Grundkreis  von  dieser  Ebene  rcsp.  ihrer  Fortsetzung  ge- 
troffen wird,  so  ist  offenbar: 

i-™  i'-S®, 

(21.)  (f«)  ff  •: 

n = VipflR . n-  = v(£’<5)  {?*). 

Sind  nun  tj  irgend  zwei  Punkte , die  (ebenso  wie  {.  (•'  in  Bezug 
auf  a zu  einander  eonjugirl  sind,  so  ist  bekanntlich*'): 

fgg  j (tu)  ^ (f’i?')  . 

VT/Oi i (?*5)  V 'fs’i'i 

wo  /i  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  Calolte  n bezeichnet  (vgl.  die 
Figur).  Nimmt  man  in  dieser  Formel  für  >t  einen  Punkt  der  Galolle 
o,  z.  B.  irgend  einen  Punkt  ß des  Grundkreises,  mithin  für  tj  eben- 
denselben Punkt,  so  folgt: 


*)  Ich  nenne  zwei  Punkte  in  Bezug  auf  eine  Kugelfläche  vom  Ccntrum  fi 
zu  einander  conjugirt , wenn  beide  auf  demselben  von  fi  ausgehenden  Strahl  liegen, 
und  wenn  ausserdem  das  Produkt  ihrer  Centraldistanzen  gleich  dein  Quadrat  des 
Kugelradius  ist.  Und  derselben  Ausd ruck s weise  bediene  ich  mich  auch  dann, 
wenn  von  der  Kugelfläche  nur  ein  Theil , z.  B.  wie  hier  nur  eine  Calotte  ge- 
geben ist. 

**)  Vgl.  (IV.)  Seile  365. 
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_ _jyj_ 

V lpt1  V <e  f'i 


also,  falls  inan  fl  successive  nach  <)  und  t rücken  lässt: 


(ff)  = Cf) 
VOTi  yipi') ' 

(f»)  _ if-tj 

vi/Tti  = y^f’i" 


Hieraus  folgt  durch  Division,  mit  Rücksicht  auf  (21.): 

(28.)  A = A'; 

andererseits  durch  Multiplicalion,  wiederum  mit  Rücksicht  auf  (21.): 

(26.)  -JLr  = nV  ■ 

v ' y<Mt)  Vtrd 

Ausserdem  ist,  weil  die  Punkte  l , jr'  dieselbe  Meridianebene  haben, 
(p  — <p,  oder  genauer  ausgedrtickt : 

(27.)  ip  = ip",  (mod  in). 

Ks  bleibt  .also  nur  noch  die  Beziehung  zwischen  o>  und  m zu  unter- 
suchen. 

Unter  conjugirten  Punkten  mögen  hier  stets  solche  verstanden 
werden,  welche  zu  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  die  ge- 
gebene Calotte  u,  oder  vielmehr  in  Bezug  auf  diejenige  Kugelflttche, 
von  welcher  u ein  Theil  ist.  Denkt  man  sich  nun  im  Raume  eine 
beliebige  Kugclfltiche  x beschrieben,  und  sucht  man  zu  allen  Punkten 
dieser  Kugcllläehe  die  conjugirten  Punkte  auf,  so  wird  bekanntlich"') 
die  von  diesen  conjugirten  Punkten  gebildete  Flüche  wiederum  eine 
Kugelfläche  sein.  Letztere  heisst  die  zu  x conjugirte  Kugelfläehe, 
und  mag  mit  x'  bezeichnet  sein. 

Geht  x durch  den  gegebenen  Punkt  £ und  durch  irgend  drei 
andere  Punkte  «,  b,  c,  so  wird  x'  durch  die  zu  £,  a,  b,  c con- 
jugirten Punkte  f*,  n',  b' , c hindurchgehen.  Nimmt  man  nun  für 
d,  6,  c irgend  drei  auf  dem  Grund  kreise  gelegene  Punkte,  so  werden 
offenbar  a\  6',  c identisch  mit  a,  b,  c.  Und  man  gelangt  daher  zu 
dem  Satz:  Gehl  eine  Kugelfläehe  x durch  den  hinkt  £ und  durch  den 
Grundkreis , so  geht  die  conjugirte  Kugelfläche  x'  durch  den  Punkt  »' 
und  ebenfalls  durch  den  Grundkreis.  Auch  bemerkt  man,  dass  jede 


*)  Vgl.  Seite  366. 


Digitized  by  Google 


Carl  Nfimann, 


dieser  beiden  Kugclflachen  durch  den  Grundkreis  in  zwei  Calotlen 
zerlegt  wird , und  dass  diese  Calotlen  einzeln  einander  eonjugirt  sind. 

Construirl  man  also  eine  auf  dem  Grundkreise  stehende  Calottc 
r,  welche  durch  £ geht,  und  eine  zweite  ebenfalls  auf  dem  Grund- 
kreise stehende  Calotte  t’,  welche  durch  £'  geht,  so  werden  diese 
beiden  Calotlen  r und  r'  zu  einander  eonjugirt  sein.  Gleiches  gilt 
daher,  weil  <j  sich  selber  eonjugirt  ist,  auch  von  den  Figuren  a,  t 
und  it,  t'.  Conjugirte  Figuren  sind  aber  in  ihren  kleinsten  Theilen 
einander  ähnlich  ‘).  Folglich  ist,  was  jene  Figuren  <r,  r und  u,  r 
betrifft,  der  Neigungswinkel , unter  i reichem  die  Calotlen  a und  r am 
Grundkreise  zusam menstossen , ebensogross  wie  derjenige  Neigungswinkel, 
welchen  a und  t'  daselbst  bilden. 

Beachtet  man  nun,  dass  die  durch  £ (Jt,  n>,  <f)  und  £'  (T,  01,  ip‘) 
gehenden  Calotlen  t und  t die  Inclinaliouen  01  und  o>'  haben,  und 
dass  andererseits  die  Inclination  der  Calotte  o mit  ru„  bezeichnet 
wurde,  so  erkennt  man  sofort,  dass  jene  beiden  Neigungswinkel  die 
VVerlhe  hallen  t (<o  — m0)  und  i (w„ — w),  wo  * = ± i ist.  Aus 
der  Gleichheit  jener  beiden  Neigungswinkel  ergiebt  sich  also  die 
Formel:  ro  — to„  — tu„  — <«',  d.  i.  <«  +-  o!  = i <»n , oder  genauer 
ausgcdrückt : 

(SS.)  tu  -+-  ui  = iu0,  (mod  in). 

Dem  .Mittelpunkte  /<  der  Calotte  u ist  (immer  in  Bezug  auf  o) 
ein  Punkt  ft  eonjugirt,  der  im  Unendlichen  liegt.  Lasst  man  also  r 
durch  ft  gehen,  so  wird  gleichzeitig  r'  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  ft  gehen,  also  sich  verwandeln  in  die  äussere  Grundfläche. 
Mit  andern  Worten:  Lasst  man  w in  das  dem  Punkte  ft  entsprechende 
Mp  sich  verwandeln,  so  verwandelt  sich  0/  in  0.  Somit  folgt  aus 
Formel  (28.) : 

(29.)  ta„  s iua  , (mod  izt) , 

in  voller  Uebereinstimmung  mit  der  früher  gefundenen  Formel  (Iß.). 

Um  die  Hauptresultate  zusammenzufassen . Sind  zwei  Punkte 
£(A,  tu,  tf,  TT)  und  £ (X,  u,  if',  n')  in  Bezug  auf  eine  über  dem 
Grundkreise  sichende  Calotte  o zu  einander  eonjugirt,  so  finden  die 
Belationen  statt: 


* Vgl  Seile  365. 
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X = X', 

tu  -t-  oj'  = 2 ia„ , (inod  2/r'  , 

(3®-)  - = (inod  2 .r) , 

n _ n’ 

VTf>7>  vWl' 

hier  bezeichnet  u den  räumlichen  Mittelpunkt  der  Calolte  a,  ferner  <•>„ 
die  Inclinuliou  der  ('.ululte  n,  endlich  ei(,  die  Incliimtinn  derjenigen  auf 
dem  Grundkreise  stehenden  C.alotle,  welche  durch  /i  geht. 

(31.) Ausserdem  ist  mit  Bezug  auf  die  Formel  (29.) 

noeli  folgender  Salz  liin/.uzu fugen:  Errichtet  man  über  dein  gegebenen 
Grundkreis  zwei  Galolten,  von  welchen  die  zweite  durch  den  räumlichen 
Mittelpunkt  der  ersten  gehl,  su  wird  die  Inclinuliou  dieser  zweiten  Ga- 
Inlte  (abgesehen  von  ganzen  Vielfachen  von  2«)  ilnppclt  so  gross  sein 
als  die  der  ersten. 


Beiläufige  Bemerkung.  — Betrachtet  man  zwei  l’aare  con- 
jugirler  Punkte  £,  £'  und  g,  »/,  und  bezeichnet  die  Parameter  der- 
selben res|>.  mit  TT,  IT  und  P,  P’,  so  ist  nach  (30.) 

] n rr  um!  ^ p' 

t ufj  v v'ipei  t 


wodurch  die  allgemeine  Formel  (22.)  die  Gestalt  gewinnt: 


(33.) 


_ 7jf) 

np  n'P1  ’ 


eine  Gestalt,  in  welcher  sie,  wie  spater  gezeigt  werden  soll,  einer 
bedeutenden  Verallgemeinerung  fällig  ist. 


§ i- 

Betrachtung  zweier  peripolaren  Coordinatensysteme,  deren 
Grundkreise  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelfläche 
einander  conjugirt  sind. 

liin  Punkt  £ und  ein  Kreis  ß seien  beliebig  im  Raume  gegeben, 
und  die  pcripolarcn  (Koordinaten  von  £ in  Bezug  auf  ß als  Grund- 
kreis seien  bezeichnet  mit  X,  ca,  <p.  Lasst  man  nun  diese  Figur  ß,  £ 
an  einer  gegebenen  Ebene  sich  spiegeln,  so  entsteht  als  Spiegelbild 
eine  congruente  Figur  b,  r.  Und  bezeichnet  man,  was  diese  neue 
Figur  betrifft,  die  peripolaren  (Koordinaten  des  Punktes  x in  Bezug 

Abh&ndl.  d.  K.  8.  Q«»«U*ch.  d.  Wi**0n«ch.  XX.  jg 
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auf  b als  Grundkreis  mit  /,  w,  t>,  so  wird,  wie  aus  der  Congmenz 
beider  Figuren  folgt, 

K = I , III  a Ul,  tp  = «; 

sein. 

Weniger  einfach  werden  offenbar  diese  Relationen  ausfallet), 
wenn  wir  die  ursprüngliche  Figur  ß,  £ nicht  an  einer  Ebene,  son- 
dern an  einer  Kugel/läche  sich  spiegeln  lassen,  oder  (mit  andern 
Worten)  wenn  wir  unter  b,  x diejenige  Figur  verstehen,  welche 
zur  ursprünglichen  Figur  ß,  £ conjugirl  ist  in  Bezug  auf  jene  ge- 
gebene kitijcl/hiclic.  Und  die  Ermittelung  der  in  diesem  complicirtern 
Fall  stattündenden  Relationen  bildet  den  Gegenstand,  mit  dem  wir 
uns  hier  beschäftigen  wollen. 

Die  zu  behandelnde  Aufgabe  ixt  also  folgende:  Beliebig  im 
Baume  sind  gegeben  ein  Punkt  £,  ein  Kreis  ß und  eine  Kugclfläche 
(o,  llj . d.  h.  eine  Kuget/läche  vom  Centrum  o und  Halbmesser  II. 
Gleichzeitig  sei  die  zur  Figur  ß,  £ in  Bezug  auf  (o,  II)  conjugirle 
Figur  mit  li,  x benannt.  Endlich  seien  die  peripolaren  Coordinaten 
des  Punktes  £ in  Bezug  auf  ß als  Gnmdkreis  mit  /. , a>,  g . und  die 
peripolaren  Coordinaten  des  Punktes  x in  Bezug  auf  b als  Grundkreis 
mit  /,  tr,  c,  bezeichnet.  — Es  sollen  ermittelt  werden  die  zwischen 
(•>,  g und  l.  tr,  t'  slatl/inilemlen  llelalionen. 

ß und  b liegen  offenbar  auf  ein  und  demselben  von  o aus- 
gehenden Kegelmantel,  und  können  also  bezeichnet  werden  als  zwei 
nichtparallele  Kreisschnitte  tlieses  Mantels.  Bezeichnet  man  die  Sym- 
metrie-Ebene dieses  elliptischen  Kegelmantels,  d.  h.  diejenige  durch 
o gebende  Ebene,  gegen  welche  die  Ebenen  der  beiden  Kreise  ß 
und  b senkrecht  stehen,  mit  E,  und  bezeichnet  man  ferner  die 
Punkte,  in  denen  die  Kreislinien  ß und  b von  der  Ebene  E ge- 
schnitten werden*),  resp.  mit  <V,  f und  d,  e,  und  zwar  in  solcher 
Weise,  dass 

[öS]  < (oe) , 

M)  < (««) 

ist,  so  werden  die  Punkte  o,  <V,  e in  gerader  Linie  liegen,  des- 
gleichen die  Punkte  o,  r,  d.  Oder  genauer  ausgedrückt:  es  werden 

* Die  nebenstehende  Figur  ist  gezeichnet  zu  denken  in  der  Fbene  E.  In 
dieser  Fbene  E liegen  (»Heilbar  auch  die  geometrischen  Aren  der  beiden  (»  rund- 
kreise fi  und  h.  Dieselben  sind  in  der  Figur  durch  Pfeile  angedeutet. 
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3,  e einander  conjugirl  sein  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugelfiächc 
(o,  H ),  desgleichen  f , d.  Somit  folgt: 

(34.)  //2  = (o<5)  f oe)  = (o fj  (»</). 

Bezeichnet  man  ferner  den  Parameter  des  Punktes  o in  Bezug  auf 
den  Grundkreis  ft  mit  TT0 , und  den  Parameter  eben  desselben  Punktes 


o in  Bezug  auf  den  Grundkreis  b mit  P„,  so  ergiebl  sich  (vgl.  die 
Definition  des  Parameters,  Seile  3ü9) : 

(35.)  n„  = vmTm, 

Po  = V(od)  (o«) , 
also  mit  Rücksicht  auf  (34.) : 

(36.)  rr0  pa  = in. 

Bezeichnet  man  die  Radien  der  Kreise  ft  und  b mit  den  ent- 
sprechenden grossen  Buchstaben  B und  ß,  so  ist  offenbar: 

(37.)  [de)  = 2B,  und  [de]  = HI. 

Ferner  sind,  wie  z.  B.  aus  (34.)  folgt,  die  Dreiecke  o&e  und  odc 
einander  ähnlich,  mithin  ihre  Seiten  einander  proportional,  also: 

(0  4 f'i  (o  d)  , (Of)  0«) 

U"d  B = B' 

S6  • 
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Hieraus  aber  folgt  durch  Multi|ili<.'ation  und  mit  Rücksicht  auf  (33.): 

rt„  /*  . 

.18. . * = *. 

1 > B II 

Solches  vorangeschickt,  gehen  wir  Uber  zur 

Ermittelung  der  zwischen  <•;  und  w stattfindenden  Be- 
ziehung. — Ebenso  wie  die  Inclinalion  u gerechnet  werden  soll 
von  der  oberen  Seite  der  äusseren  Grundfläche  des  Kreises  ß aus 
(vgl.  Seile  36!)),  ebenso  soll  auch  die  Inclinalion  w gerechnet  werden 
von  der  oberen  Seite  der  äusseren  Grundllitrhc  des  Kreises  b aus. 
Die  oberen  Seilen  dieser  äusseren  I irundflächen  mögen  aber  in  solcher 
Weise  festgesetzt  sein , dass  sie  entweder  einander  zu  gekehrt,  oder 
von  einander  ahgeiretidcl  sind,  l'nil  zwar  wollen  wir,  um  die  Vor- 
stellung zu  fairen , uns  für  das  letztere  entscheiden,  also  als  obere 
Seiten  diejenigen  ansehen , welche  in  Hg.  Seite  381  sehraf/irt  sind. 

Construirl  man  eine  auf  dem  Grundkreise  ß stehende  und  durch 
£ gehende  Calotte  C.;,  und  ferner  eine  auf  b stehende  und  durch  r 
gehende  Calotte  Cbz,  so  werden  weil  £ und  x,  ebenso  ß und  b in 
Bezug  auf  die  gegebene  Kugelflitchc  (o,  II)  einander  conjugirt  sind, 
diese  Calotten  derselben  Conjunction  sich  erfreuen;  was  angedeutel 
sein  mag  durch  die  Formel : 

(39.)  fyj  conj  Cbt. 

I .«isst  man  £ nach  oo , d.  i.  nach  einem  unendlich  fernen  Ort  wan- 
dern , so  gehl  gleichzeitig  x nach  n.  Und  umgekehrt : lasst  man  £ 
nach  o wandern,  so  geht  x nach  oo.  Somit  ergeben  sich  aus  der 
vorstehenden  Formel  (30.)  die  sjiecielleren  Formeln: 

(40.)  conj  Clo, 

(4t.)  C?e  conj  C,„. 

Nun  sind  offenbar  C„  und  Cb  "nichts  anderes  als  ilie  äusseren 
Grundflächen  der  Kreise  ß und  b ; und  die  Formeln  (40.),  (41.)  sagen 
also  aus,  dass  die  äussere  Grundlläclie  von  ß der  Calotte  Cbc , und  die 
äussere  Grundfläche  von  b der  Calotte  C1a  conjugirt  ist *).  Bezeichnet 
man  ferner  die  VVerthe  der  Coordinaten  o>  und  w filr  den  Punkt  o 
mit  oic  und  oder  (mit  andern  Worten)  versteht  man  unter  io0  und 


‘i  Ili'iUiuli«  folgt  hieraus,  dass  die  innere  Grundlläehe  von  ß der  zu  (\0 
supplementären  Calotte  conjugirt  ist.  U.  s.  w. 
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ir0  die  Inclinationen  der  Calotten  C*,  und  Cio  in  Bezug  auf  die  Grund- 
kreise ß und  b,  so  folgt  aus  den  Formeln  (40.),  (41.),  dass  die  Werlhe 
(42.)  <u  = 0 und  w = w, 

correspondirendc  Wertho  der  Variablen  m und  w sind,  und  dass 
Gleiches  auch  gilt  von  den  Werlhen : 

(43.)  w = iu„  und  w — 0. 

Geben  wir  dein  variablen  Punkt  £ eine  unendlich  kleine  Ver- 
rückung £ |/,  und  dem  correspondirenden  (d.  i.  conjugirlen)  Punkt  x 
die  entsprechende  Verrückung  xx',  so  erhalten  wir  im  Ganzen  vier 
Calotten,  entsprechend  den  Punkten  £,  £’,  x,  x'.  Diese  Calotten 
mügen  bezeichnet  werden  mit  n,  a',  s,  »•',  so  dass  also 

m V=c6,. 

Sind  nun  (ebenso  wie  bisher)  w und  w die  Inclinationen  der  Calotten 
o und  s,  ferner  cd  -4-  d w und  w ■+■  dw  die  Inclinationen  der  Calotten 
o'  und  so  repräsentirt  offenbar  d oi  den  Neigungswinkel , unter 
welchem  a und  o'  am  Grundkreise  ß zusammenstossen,  desgleichen 
dw  denjenigen  Neigungswinkel,  unter  welchem  s und  s'  am  Grund- 
kreise b zusammenstossen.  Diese  Neigungswinkel  aber  müssen,  weil 
die  einander  conjugirlen  Figuren  o,  o'  und  s,  »'  in  ihren  kleinsten 
Theilen  einander  ähnlich  sind,  von  gleicher  Grösse  sein.  Somit  folgt : 
(45.)  dw  = dw , 

und  hieraus  durch  Integration : 

(46.)  io  = w -e  (’onsl. 

Um  die  Coml.  zu  bestimmen,  können  )vir  uns  entweder  der  in  (42.) 
oder  der  in  (43.)  angegebenen  correspondirenden  Werthe  von  ro  und 
w bedienen.  Nehmen  wir  die  erstem,  so  folgt:  0 = i t\  •+•  Coml., 
also  Conti.  = — w„;  wodurch  unsere  allgemeine  Formel  (40.)  die 
Gestalt  erbtill: 

(47.)  w = w — «)„. 

Erinnern  wir  uns  schliesslich  daran,  dass  die  Inclinationen  immer 
nur  bestimmt  sein  sollen  bis  auf  ganze  Vielfache  von  2tt,  so  werden 
wir  die  Formel  (47.)  folgendermassen  zu  schreiben  haben : 

(48 . a)  w s w — , (mod  2 n ) . 
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Uchrigens  können  wir  die  Consl.  in  (46.)  auch  mil  Hülfe  der 
in  i3.)  angegebenen  correspondirenden  Werthe  bestimmen.  Als- 
dann erhalten  wir  die  Relation  zwischen  tu  und  ir  in  folgender  Gestalt: 
48.  b)  ui  — tu,  = ir,  (iuod  8«). 

Um  endlich  der  Relation  eine  mehr  symmetrische  Gestalt  zu  geben, 
brauchen  wir  nur  die  Formeln  (4S.a,  b)  zu  addiren,  und  erhalten 
alsdann : 

{48.  c)  2 tu  — tu,,  5 2 ic  — u’„ , (niod  in) , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

{48.  d)  tu  — J to„  = m — 4 w, , (mod  n). 

Schliesslich  sei  noch  notirt  <lie  aus  (48.  a,  b)  durch  Subtraclion  re- 
sultirendc  Formel : 

(49.)  <«„  + «et  SO,  inodS.-r). 

Nachdem  wir  die  Itclation  zwischen  tu  und  w durch  die  Formeln 
(48. a,  b,  c,  d)  in  vier  verschiedenen  Gestalten  antjeyeben  haben,  bleibt 
uns  noch  übrig  diejenigen  Relationen  zu  finden,  welche  zwischen 
/. , tf  und  I,  v stattfinden.  Zuvor  aber  wird  es  angemessen  sein, 
die  schon  gefundenen  Resultate  weiter  zu  entwickeln;  und  hierbei 
werden  wir  zu  merkwürdigen  geometrischen  Sätzen  gelangen. 


§ 5. 

Einige  geometrische  Sätze. 


Sind  £,  tj,  , irgend  drei  Punctc,  und  x,  y,  z die  in  Bezug 
auf  die  Kugelfläche  (o,  //)  conjugirlen  I’uncte,  so  ist  nach  bekann- 
tem Satz  *) : 

(ly)  _ (jy) 

V of)  (oiyj  \ \ox)  oy i 


,50.) 


i(0  _ te») 

V(®fl  V (»j)  (»»)  ’ 

fvO  __  _ (ya) 
Vl«v;  io{)  Vlovl  (o*j 


woraus  durch  .Multiplication  und  Division  folgt: 


(f >jl  tot)  (J-Ri  (0 a)  _ 
Kd  ilO  ™ l*J|  ty a, 


*)  Vgl.  (IV.)  Seite  365. 
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Nach  einem  von  mir  aufgestelllen  Satz*)  hleihen  diese  Formeln 
(äü.),  (31)  in  Gültigkeit,  wenn  man  statt  der  conjugirten  Punch;  £, 
z zwei  einander  conjugirtc  Kuyelflüchen  tj,  tt  nimmt ; nur  sind  als- 
dann unter  den  Symbolen  (p,  a),  (p,  *)  die  Lungen  der  von  p an  o 
und  s gelegten  Ttuiyenlcn  zu  verstehen , jede  solche  Tangente  ge- 
rechnet vom  Ausgangspunct  p bis  zu  ihrem  Beruh rungspunet.  Somit 
folgt  z.  B.  aus  (51 .),  falls  man  gleichzeitig  zum  Quadrat  erhebt : 


(52. 


i - oa  - J'  y - Os  - 


ßo')*  [tja)*  ~~  [Xi,*  ( yst * 

Nimmt  man  endlich  statt  der  Kugelfläche n tr,  # zwei  Uber  den  Grund- 
kreisen ß,  b errichtete,  einander  conjugirle  Kuyclcalollm  a , *,  so 
ist  nach  (19.): 


sin  (oi0  - 
Sill 


— TTf, 


(53.) 


M2  = 


sin  (a>0  — tu,, 
sin  (i»„ 


rr2, 

i’ 


l»»!1  = 


.) 


TT2, 


sin  (w.  — tn,l 

(sc*)*  = 

sin  w ■*  ’ 


(ysj-z  = »ja 

' sin  u>.  » ’ 


sin  (tu,  — tu 

|»s)>  = — V 0 ja. 

*•  l II  tlt  0 


Hier  repritsentirt  tu,  die  Inclination  der  Calolle  n in  Bezug  auf 
den  Grundkreis  ß.  Ferner  bezeichnen  tu.-,  t»_,  tu,  die  Indinationen 
der  Puucte  l,  tj,  o in  Bezug  auf  den  Grundkreis  ß,  oder  (was 
dasselbe)  die  Indinationen  derjenigen  drei  auf  ß stehenden  Calotlen, 
welche  resp.  durch  f,  tj,  o gehen.  Ferner  bezeichnen  TT= , TT,,  TT, 
die  Parameter  der  Puncte  f,  tj,  o wiederum  in  Bezug  auf  den  Grund- 
kreis ß.  Endlich  haben  w,  und  w„,  wf,  u>,  und  /*,,  Pt,  P,  analoge 
Bedeutungen  für  die  Galotte  s und  die  Puncte  .r,  ij,  o mit  Bezug 
auf  den  Grundkreis  b.  — Durch  Substitution  der  Werthe  (53.)  in 
die  Formel  (52.)  folgt: 

\ nl  nn  / sin  (“•”  “«)  • (“o-  «,)  ™ \ | *»  [w.~  • s>"  (w.-  «V) 

Nun  ist  aber  nach  (48.  a): 

(a.) tu,  S w,  — te, , (mod  in) , 

ferner  nach  (48.  b): 

[ß, ) tu,  — tuo  = !ü*  , (inod  2 n) , 

tu:  — tu,  = tor , (inod  2 n) , 
tu,  — tu»  S Wy,  (raod  2rr) , 


*)  Vgl.  Seite  367. 
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und  wie  hieraus  durch  Subtraction  folgt : 

(j>.) w„  — w:  = w,  — w, , (moil  2 n) , 

(i.) io„  — (u,  — ir,  — ic, , (mwl  2/r  . 

Mit  Rücksicht  auf  die  vier  Relationen  («.) , (ji.) , [y .) , (d.)  gewinnt 
die  Formel  (54.)  die  einfachere  Gestalt: 


(55.) 


/!£'■  TT0  1*  / xy:  p0 


so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satz  gelangen: 

Sind  zwei  Kreislinien  ß,  Ii  und  vier  Puncle  y,  x,  tg  in  solcher 

Weise  gegeben,  ihm  ß,  £,  y zu  b,  x , y conjilyirl  sind  in  Bezug  auf 
irgend  eine  Kuyel/Iäclie  (»,  II),  so  findet  zwischen  den  Entfernungen 
(| y)  und  (xtj)  die  Heialion  stall: 

(56->  iv%=T7V 

ico  FF;,  TT,, , TT,  die  Parameter  der  Puncle  {,  y,  o in  Bezug  auf  den 
Kreis  ß,  und  Py,  P„  die  Parameter  der  Puncle  x,  y,  o in  Bezug 
auf  den  Kreis  b eorstcllen  *) . 

Sich  anschliessende  Sätze.  Lässt  man  y nach  o gehen,  so 
wandert  y nach  oo,  d.  i.  nach  einem  unendlich  fernen  l’unct.  So- 
mit folgt  aus  (56.) : 

_ (*  CO)  i'„ 

ftj  ~ e,  e,  ’ 

oder,  falls  man  beachtet,  dass  nach  der  I Felinilion  des  Parameters 
(Seite  309)  ^ =1  ist: 


•)  Bezeichnet  man  die  kürzeste  und  längste  Kante  de«  von  J nach  dem 
Kreise  (i  gelegten  Kegels  resp.  mit  (£A)  und  £E)  , andererseits  die  kürzeste  und 
längste  Kaute  des  von  x nach  dein  Kreise  6 gelegten  Kegels  resp.  mit  [xD]  und 
[xE\  , so  ist  olTcnbnr: 

n . — V (§  A i J E f 
/*  = V\xD)  \xE)t 

Aeusserst  einfach  würde  nun  der  Beweis  unseres  Satzes  f’56.)  sich  führen  lassen, 
wenn  sich  nachw  eisen  Hesse,  dass  die  runde  A und  E,  ebenso  E und  D einan- 
der conjugirt  seien  in  Bezug  auf  die  Kugel llächc  o,  //>.  Das  aber  ist,  wie  aus 
tler  Betrachtung  speciellercr  Fülle  leicht  henorgeht , im  Allgemeinen  nicht 
der  Kall. 

Jedenfalls  unterliegt  es  wohl  keinem  Zweifel,  dass  wir  hier  zu  dem  Salze 
(56.)  auf  bedeutenden  Umwegen  gelangt  sind,  und  dass  eine  einfache  rein  geome- 
trische Ableitung  desselben  sich  werde  linden  lassen.  Kino  solche  werde  ich  im 
letzten  § dieses  Aufsatzes  zu  geben  mich  bemühen. 
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(£o) 

tt: 


(57.  a) 

und  in  analoger  Weise  ergiebt  sich 
(57. 1») 


(X  u 

pm 


Endlich  erhalt  man  durch  Division  der  Formeln  (57.  a,  b) : 
ff»)  r,  _ P„nj 
~ n0  px  > 


oder,  was  dasselbe  ist: 
(57.  c) 


(f°>  n„ 

n? 


■'■*<»  Pp 

p i 


Unter  diesen  Sätzen  (57.  a,  b,  c)  ist  namentlich  der  letzte  durch  seine 
Einfachheit  und  Symmetrie  beachtenswert!».  Auch  ist  es  leicht,  zu 
zeigen,  dass  der  ursprüngliche  Satz  (56.),  falls  man  will,  als  eine 
unmittelbare  Folge  dieses  letzten  Satzes  (57.  c)  angesehen  werden  kann. 

Schlussbemerkung.  Liegt  der  Kreis  (i  mit  all’  seinen  Punclen 
auf  der  gegebenen  Kugelfläche  (o,  //),  so  wird  b mit  ( 1 , folglich 
auch  P mit  TI  identisch.  In  diesem  speciellen  Fall  gewinnt  also  die 
Formel  (56.)  folgende  Gestalt: 


(f  v)  n„ 

n,n„ 


txv;  n£ 

n.  tt 


(Hier,  wenn  man  durch  TT„  dividirt,  folgende  : 


(58.) 


»f  ?) 

n,  n„ 


n,  tt 


Dies  aber  ist  der  schon  früher  in  (33.)  erhaltene  Satz,  nur  in  etwas 
anderer  Bezeichnungsweise.. 


§ <>• 

Weitere  Behandlung  der  im  vorletzten  Paragraph  (Seite  380 
unternommenen  Aufgabe. 

Nachdem  in  (iS.  a,  b,  c,  d)  die  Kclation  zwischen  o»  und  i»  ge- 
funden ist,  bleibt  zur  vollständigen  Losung  unserer  damaligen  Auf- 
gabe (Seite  380)  noch  Übrig,  die  Hclationen  zwischen  A,  <p  und 
l,  v zu  ermitteln. 

Was  die  Azimuthe  g und  v betrifft,  so  sei  bemerkt,  dass  die 
Anfangsmeridiane , von  denen  aus  dieselben  zu  rechnen  sind,  unab- 
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hängig  vnn  einander , in  ganz  beliebiger  Weise  festgesetzt  sein  sollen; 
lind  dass  dieselbe  gegenseitige  l'nabhängigkcit  auch  stall  linden  soll 
hinsiclitlicfi  der  Riehtungen , in  denen  diese  Aziinulhe  gerechnet 
werden.  Denken  wir  uns  also  die  Puncte  £ und  x in  beliebiger 
Bewegung  begriffen,  jedoch  der  Art,  dass  sie  stets  zu  einander 
conjugirt  bleiben  in  Bezug  auf  die  gegebene  KugelflUctie  (o,  //),  und 
denken  wir  uns  etwa , um  die  Vorstellung  mehr  zu  tixiren , £ längs 
der  Kreislinie  ß , und  x längs  der  Kreislinie  b fortschreitend , so  soll 
völlig  dahingestellt  bleiben,  ob  während  einer  solchen  Bewegung  die 
Azimuthe  <p  und  u dieser  Puncte  beide  im  Wachsen  begriffen  sind, 
oder  aber  das  eine  im  Wachsen , das  andere  im  Abnehmen  be- 
griffen ist. 

Was  ferner  die  früher  von  uns  conslruirlen  Puncte  ff,  t , d , e 
(Figur,  Seite  381)  betrifft,  so  liegen  offenbar  o und  ff  in  ein  und 
derselben  Meridianebene  des  Grundkreises  ß,  während  t in  der  dia- 
metral entgegengesetzten  .Meridianebene  gelegen  ist.  Somit  ergiebt  sich  : 


<P»  * <P. , (modS/r), 
tp,  = <P,  + zi,  (mod  in). 

Analoges  gilt  offenbar  für  die  Puncte  o,  d,  e. 

vs  = v.,  'modSrtj, 
t'(  = t’  4-  !( , mod  2 7t) . 


(59. 


(60.) 


Also : 


Diese  Bemerkungen  vorangeschickt,  wenden  wir  uns  nun  zu 
unserer  eigentlichen  Aufgabe,  indem  wir  dabei  ausgehen  von  den 
in  (56.)  und  (57. a)  aufgestellten  geometrischen  Sätzen: 


Ev!  n„ 


TT:  TT 


1 

fl?  o) 


'xy  e, 

f*ps 

\ , 
p. 


Aus  diesen  beiden  Formeln  folgt  durch  Division : 
(61.) 


iEyl  n« 
TT;  {017) 


(•cy) 
l‘  ’ 


oder,  falls  man  für  r\ , y zwei  auf  den  Kreislinien  ß,  b gelegene 
Puncte  ß,  b substituirt**): 


*)  Statt  des  in  (57.  a)  auftretenden  conjugirten  Purictpaares  X ist  hier 
das  conjugirte  Punclpaar  g , y genommen. 

•*)  Es  wird  kein  Missvcrsländniss  hervormfen,  wenn  wir  hier  die  Puncte 
mit  denselben  Buchstaben  wie  die  Kreislinien  bezeichnen. 
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62.; 


(f,«i 

ITj  [ojl, 


\x  b 
Vr 


Bezeichnen  wir  nun,  wie  zum  Theil  schon  früher  geschehen,  die 
Coordinuten 


von  £ mit  X , ta , <[  , 
von  (i  mit  0,  *,  tp  , 
von  o mit  X , io  , <r  , 

o o’  • o’ 

so  folgt  aus  (11.)  und  (14.): 


von  x mit  lt  w,  v , 
von  b mit  0,  *,  v.t 
von  o mil  l , w , V , 


(1  + A*)  — (I  — A*)  cos  >,tp  — Sj) 
(Btt  2 — 9R2  - ? - 

5 ' I — i X C4J!»  tu  ■+■  X- 


n*  = 


iX 


\ — ä X cos  cu  + A2  ’ 

und  hieraus  durch  Division : 


(A.) 


IM\'~  L_ 

\ ns- 1 ~ ti 


i - v , , 

— 005  (9>  — Vp> . 


also,  falls  man  £ für  einen  Augenblick  nach  o rücken  lässt: 

. . i2  i _ i* 

(B.) 


( nr)  = ta.  «*(*-**)• 


Ferner  ergiebt  sich  die  mit  (A.)  analoge  Formel: 

(C.)  (t r)--57 iT  co*  (»-«*)• 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  (A.),  (B.),  (C.)  in  (62.)  folgt : 

, *„  (I  + J!i  - (I  - *■!  cos  [<f  - <p.)  (I  + I»)  - (I  - l‘t  cos  (o  - fk! 

[bi.)  — * — — — -*-= 


* («  + **)  - (<  - *J)  (*,  - * J 


/>’  und  b sind  irgend  zwei  conjugirte  Puncte  auf  den  gleichnamigen 
Kreisperipherien,  also  zwei  Puncte,  welche  mit  o in  gerader  Linie 
liegen,  und  können  also  z.  B.  in  die  speciellen  Lagen  ä und  e,  oder 
auch  in  die  speciellen  Lagen  * und  d versetzt  werden  (vgl.  Figur 
Seile  381).  Im  ersten  Falle  wird,  wie  die  unmittelbare  geome- 

trische Anschauung  zeigt  [vgl.  auch  (59.),  (60.)] : 

<Pp  s <po , (moil  2 n) , und  t>,  = i\  ■+•  i r,  (mod  8 ?t) ; 
und  andererseits  wird  im  zweiten  Fall : 

= <f>0  -l-  n,  (mod  2 fi) , und  vt  = w4,  (mod  2?rj. 

Somit  erhalt  man  aus  (63.)  die  specielleren  Formeln : 

*)  Die  co-Coordinate  von  ß und  die  <o-Coordinale  von  4 sind  unbeitimml, 
und  deswegen  durch  einen  * bezeichnet. 
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(6t.) 


(1  + »*)  — (I  - t5)  cos  (<p  - To:  •_  0 + PI  + !•  - I*)  «**  ('■  - »,) 

1 «Ä*  Ti 

Jt0  (l  + A*j  + (4  - »*)  cos  (<p  - <p,)  (4  + P)  -(4  - H)  cos  (v  - »,) 

_ . — 


4 tl 

aus  denen  durch  Addition  und  Subtraction  folgt: 


(65.) 


(■777)  ("T t)  ~ (' t£)  (’-ür) eos  V ~ 'Po)  = (tt)  608  'v~v*- 


Diese  Formeln  (05.)  repräsenliren  die  yesuehlen  Delationen  zwischen 
den  Variablen  A,  y und  l,  v.  Die  in  denselben  enthaltenen  (kon- 
stanten A„,  tp„,  i\  hangen  ah  von  der  relativen  Lage  der  beiden 
Grundkreise  (, I , b zur  Kugelflache  (o,  II). 


§ 7. 

Prüfung  der  erhaltenen  Resultate  durch  Anwendung  auf 
einen  speciellen  Fall. 


Die  zwischen  <•>,  </  und  l , w , v erhaltenen  Kelalioucn  lauten 
nach  (48.  b)  und  (03.)  folgendermassen : 

te  = io  — (oa , (moit  2 n)  , 


l'+t\ 

_ /'  ~A\ 

cos  [ip 

- <p.)  = ( 

t + P\ 

(66.)  \ J 

\ *»  / \ / 

’ 41  / 

il-/’ 

(iZi?) 

1 eos  ( <p 

-v)=l 

9 - P\ 

I enc  fl)  ■ 1« 

\ / 

\ 4*  1 

W Q>  | 

*1  ]eosW 

Wir  wollen  nun  diese  Relationen  auf  den  speciellen  Fall  in  Anwen- 
dung bringen,  dass  die  Kreislinie  (i  mit  all’  ihren  Funden  auf  der 
Kugelfliiche  (n,  II)  liegt.  Dann  wird  b mit  (i  identisch,  und  1,=  I ; 
so  dass  die  Relationen  (00.)  übergehen  in 

tu  = io  — iuc , Jrnoit  2 st)  , 


Aus  der  zweiten  folgt  ).  -h  X1  = I -h  I ',  mithin  entweder  X = I, 
oder  X = / '.  Letzteres  aber  ist  unmöglich,  weil  X sowohl  wie  / 
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ihrer  Definition  nach  stets  zwischen  0 ...  1 liegen.  Somit  ergiebt 
sich  also : 

(A.)  * = l; 

und  mit  Rücksicht  hierauf  nimmt  die  dritte  Relation  die  Gestalt  an : 
cos  (tp  — if4)  -4-  cos  (i>  — v,)  = 0,  oder  (was  dasselbe  ist)  die  Gestalt: 
(B.)  (<p  — tpj  = ± (v  — vtj  -(-  ic , (mod  2 ,r). 

Ueber  die  Rechnungswei.se  der  Azimuthe  tp , v ist  im  Allgemeinen 
keinerlei  Regel  festgesetzt  worden.  Macht  mau  für  den  gegenwär- 
tigen Specialfall,  wo  ft  und  l>  identisch  sind,  die  Festsetzung,  dass 
beide  Azimuthe  in  gleicher  Ilichlttng  gerechnet  werden  sollen , so  ist 
in  Formel  (B.)  das  obere  Vorzeichen  zu  nehmen,  also  zu  selzen: 

(C.)  [tp  — <pa  = je  — t'J  -+-  u,  (inocl  2.-r). 

Setzt  man  ferner  fest,  dass  lieble  Azimuthe  <p  und  v,  mithin  z.  B. 
auch  tp0  und  c0  von  ein  und  demselben  Anfangsmeridian  aus  gerech- 
net werden  sollen,  so  wird 
(!».;  <pu  = ■+■  3t,  (mod  8/»); 

denn  tp4  war  (vgl.  (39.)]  das  Azimulh  von  3,  und  v„  dasjenige  von 
d Ivgl.  (60.)],  und  man  übersieht  sofort,  dass  <)  und  d beim  Ueber- 
gange  vom  allgemeinen  Fall  zum  gegenwärtigen  Specialfall  sich  in 
zwei  einander  diametral  gegenüberliegende  Punete  verwandeln  (vgl.  die 
Figur  Seite  381).  Durch  Addition  von  (C.),  (D.)  folgt: 

(E.)  <p  = •’,  (mod  in). 

Die  dem  betrachteten  Specialfall  entsprechenden  Relationen  (67.) 
können  also  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  zweite  und  dritte  dieser 
Relationen  die  Gestalten  (A.)  und  (E.)  angenommen  haben,  folgen- 
dermassen  dargestellt  werden : 

«j-l-  — « = tu*  , (mod  2 3t) , 

(68.)  1 = 1, 

tp  = v,  fmnd  2/r). 

Vergleicht  man  diese  Relationen  mit  den  früher  direct  für  diesen 
Specialfall  abgeleiteten  Relationen  (30.) : 

tu  + tu'  = tu  , (mod  2 3t) , *) 

/■  = V, 

tp  — tp' , (mod  2 3t) , 

*)  Statt  ttuu  kann  iitiinlich  tuf,  gesetzt  werden,  zufolge  (29. j. 
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»so  bemerkt  man  völlige  Uebe rein  Stimmung,  nur  dass  ( — w)  statt  m 
steht.  Dieser  Unterschied  erklärt  sich  daraus,  dass  die  oberen  Seiten 
der  Süsseren  Grundflächen  der  Kreise  fl  und  b,  von  denen  aus  die 
Inclinationen  o>  und  ir  zu  rechnen  sind , entgegengesetzte  Lagen  haben 
(vgl.  Seite  382),  und  dass  dieser  Gegensatz  auch  auf  den  hier 
betrachteten  Specialfall , wo  beide  Kreise  zusammenfallen , sich  über- 
tragen hat.  Mit  andern  Worten,  der  in  Rede  stehende  Unterschied 
erklärt  sich  daraus,  dass  das  damalige  <■>  und  das  gegenwärtige  tr 
in  verschiedenen  Richtungen  gerechnet  sind,  nämlich  o>  in  derselben 
Richtung  wie  m,  andererseits  aber  tr  in  der  zu  01  entgegengesetzten 
Richtung. 


§ 8. 

Einfachere  Ableitung  der  im  Vorhergehenden  Seite  386, 387) 
gefundenen  geometrischen  Sätze. 

Aufstellung  einiger  Hülfssätze.  — Wir  betrachten  zunächst 
Figuren,  die  einander  conjugirl  sind  in  Rezug  auf  eine  gegebene 
Kugelfläche,  a.  Sind  £ , £'  zwei  in  solcher  Weise  conjugirte  Puncte, 
und  legt  man  durch  £ beliebig  viele  Kugelflachen  a,  fl,  y,  . . .,  so 
werden  die  conjugirten  Kugelflächen  «',  fl'  y , ...  sämmllich  durch 
% gehen.  Auch  werden  je  zwei  solche  Kugelflächen  wie  a und  u 
die  gegebene  Kugclfläche  a in  ein  und  demselben  Kreise  schneiden. 
Nimmt  man  nun  insbesondere  für  die  durch  £ gehenden  Flächen 
u,  fl,  y,  ...  lauter  zu  a orthogonale  Kugelflächen,  so  werden  offen- 
bar d,  fl',  y , ...  mit  a,  fl,  y,  ...  identisch*).  Somit  ergiebt  sich 
der  Satz : 

(1.)  ...  Legt  man  durch  innen  Puncl  £ unendlich  viele  Kugelflächen 
a,  ß,  y,  . . .,  welche  sämmllich  orthogonal  sind  zu  einer 
gegebenen  Kugelfläche  o,  so  werden  alle  jene  Kugelflächen 
a,  fl,  y,  ...  noch  durch  einen  zweiten  Puncl  £'  gehen. 
Dieser  letztere  ist  der  zu  £ in  Bezug  auf  a conjugirte  Ptmcl. 

Fügt  man  eine  neue  Kugelfläche  (o,  //)  hinzu,  d.  i.  eine  Kugel- 
fläche,  die  mit  beliebigem  Radius  II  um  einen  beliebigen  Punct  o 

*)  Denn  die  Kugelfläche  a wird  / . B.  von  a und  a‘  [wie  schon  bemerkt  wurde 
in  ein  und  demselben  Kreise  geschnitten.  Ist  nun  ausserdem  «zu  a orthogonal, 
so  gilt  otTenhar  (nämlich  nach  dem  Satze  der  Achnlichkci! , Seite  365)  Gleiches 
auch  von  Und  es  wird  also  in  diesem  Fall  u mit  u identisch  sein.  W.  z.  z.  w. 
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beschrieben  ist,  und  constmirt  man  zu  der  im  Satze  (1.)  befrach- 
teten Figur: 

a,  (,  a,  ß,  y,  . . . 
die  in  Bezug  auf  (o,  H ) conjugirte  Figur: 

S . X y X J (ly  fc  , C y ■ t i , 

und  beachtet  man,  dass  die  Kugelflachen  «,  ß,  y,  . ■ • sammtlich 
orthogonal  sein  sollen  zur  Kugelflächc  a,  so  ergicbt  sich  aus  dem 
Satze  der  Aehnlichkeit  sofort,  dass  auch  die  Kugelflachen  a,  b,  c,  . . . 
orthogonal  zur  Kugelflache  * sind.  Hieraus  aber  folgt , mit  Rücksicht 
auf  den  Salz  (•!.)  sofort,  dass  die  Puncto  x,  x einander  conjugirt 
sind  in  Bezug  auf  die  Kugelflache  s.  Also  der  Satz: 

(2.)  . . . Sind  zwei  Puncto  £,  f einander  conjugirt  in  Bezug  auf  eine 
Kugelflüche  a,  und  construirl  man  in  Bezug  auf  eine  im 
Baume  beliebig  gegebene  Kugelßäehe  (o,  II)  die  zu  a,  £,  £' 
conjugirte  Figur  s,  x,  x,  so  werden  x,  x einander  conjugirt 
sein  in  Bezug  auf  s. 

Man  kann  diesen  Satz  unmittelbar  von  Punclen  auf  beliebige 
Figuren  ausdehnen,  und  hat  alsdann  sich  folgendermassen  auszu- 
drücken : 

(3.)  . . . Sind  zwei  Figuren  0,  <t>’  einander  conjugirt  in  Bezug  auf 
eine  Kugelßäche  o,  und  constmirt  man  in  Bezug  auf  eine  im 
Baume  beliebig  gegebene  Kugelßäche  ( o , II)  die  zu  o,  0,  0' 
conjugirte  Figur  s,  F,  F,  so  werden  F,  F einander  con- 
jugirt sein  in  Bezug  auf  s. 

Denkt  man  sieh  die  eben  genannten  Figuren  und  Kugelflachen 


0 u 0' 

(0,  H) 


F s 

sammtlich  construirl  mit  alleiniger  Ausnahme  von  F,  so  wird  man 
offenbar  [nämlich  auf  Grund  des  Satzes  (3.)!  diese  Lücke  in  dop- 
pelter Weise  beseitigen  können,  nämlich  entweder  dadurch,  dass 
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inan  F an  *,  oder  dadurch,  dass  man  <t>'  an  (o,  //)  sich  spiegeln 
lasst.  Denn  im  einen  wie  im  andern  Fall  wird  die  durch  eine 
solche  Spiegelung  entstehende  Figur  identisch  mit  F sein.  Mau 
erkennt  somit  leicht,  dass  mau  den  Satz  (3.)  auch  so  aussprechen 
kann  : 

(4.)  . . . Sind  zwei  Figuren  <t>.  <t>'  conjugirl  in  llrztig  uuf  eine  Kugel- 
I lache  (i,  sind  ferner  irgend  zwei  andere  Figuren  F,  F ein- 
ander conjugirl  in  llezug  auf  eine  Kugel(läclie  s,  und  siud 
endlich  u,  <t>  zu  x,  F ennjugirt  in  llezug  auf  eine  Kugel- 
fläche (o,  II I,  so  wird  in  llezug  auf  diese  letztere  auch  <t>' 
ennjugirt  sein  zu  F. 

Zu  diesen  llillfssatzcn  mag  endlich  noch  folgender  hinzugefilgl 
werden,  der  aus  (36.),  38.)  Seite  381  sich  sofort  ablesen  lasst: 
(5.)  . . . Sind  zwei  Kreislinien  fl  und  li , deren  lladien  resp.  mit  B 
und  II  bezeichnet  sein  mögen , einander  ennjugirt  in  llezug 
auf  eine  gegebene  Kugelfläche  (o,  II) , und  bezeichnet  man 
die  Parameter  des  Puncles  o in  llezug  auf  fl  und  b resp. 
mit  TT,,  und  Pc,  so  gelten  die  Formeln: 

n„  />„  = in, 

TT„  : />„  = B : II. 

Selbstverständlich  sind  hier  unter  o und  II  der  Miltelpunct 
und  der  Halbmesser  der  Kugelfläche  (o,  II)  zu  verstehen.  Die 
auf  Seile  381  , 382  für  diesen  Satz  gegebene  Begründung 
ist  eine  ausserst  einfache  und  rein  geometrische. 

Diese  liiilfssatze  vorangeschickt,  wenden  wir  uns  nun  zu  unserer 
eigentlichen  Aufgabe,  d.  i.  zur 

Ableitung  des  Satzes  Seite  386.  — Es  handelt  sich  hier 
um  zwei  Kreislinien  fl,  b,  die  einander  conjugirl  sind  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Kugclflache  (o,  II),  ferner  um  zwei  Puncle,  die  der- 
selben Conjunction  sich  erfreuen.  An  Stelle  dieser  Puncto,  wollen 
wir  zunächst  zwei  unendlich  kleine  Kugeln  a,  s nehmen,  und  jene 
Kreislinien  fl,  b an  diesen  Kugeln  sich  spiegeln  lassen.  Die  so  ent- 
stehenden neuen  Kreislinien  fl,  b'  sind  alsdann  ebenfalls  unendlich 
klein,  und  (ebenso  wie  fl,  b selber)  einander  conjugirl  in  Bezug 
auf  die  Kugelfiache  (o,  II),  — nach  Satz  (4.). 
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Einander  conjugirte  unendlich  kleine  Figuren  sind  al>er  einander 
ähnlich  *).  Bringt  man  diesen  Satz  in  Anwendung  auf  die  unendlich 
kleinen  Figuren  o,  ({  und  #,  b' , so  gelangt  man  zu  einer  gewissen 
Formel**),  welche  ohne  Schwierigkeit  auf  die  ursprünglichen  Kreise 
/i,  b sich  Übertragen  lässt.  Und  hiedurch  gelangt  man  zu  dem  ab- 
zuleitenden Satz. 

Genaueres.  — Wir  construiren  irgend  zwei  in  Bezug  auf 
(o,  //)  zu  einander  conjugirte  unendlich  kleine  Kugeln  n und  g,  deren 
Miltelpuncte  £,  x,  und  deren  Hailien  p.  r heissen  mögen.  Die  Puncte 


Fi«.  a. 

i und  x liegen  alsdann  auf  ein  und  demselben  von  o ausgehenden 
Strahl.  Legt  man  von  o aus  eine  Tangente  oua  an  die  beiden 


*j  Satz  Seite  365. 

**j  Es  ist  dies  die  Könnet  (K.)  Seite  396. 

AbhiDdl.  d.  K.  S.  Oe«ellBeh.  d.  Wiiaensch.  XX.  $7 
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Kugeln,  und  füllt  sodann  von  « ein  Perilendikel  axt  auf  die  Linie 
o Ix,  so  ist  offenbar*): 

(of)  (ojT|j  = oa)  (na),  d.  i.  = //*; 

woraus  folgt,  dass  die  Puncle  £ und  xt  einander  conjutjirl  sind  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Kugelflüehe  (o,  //).  Bezeichnet  man  ferner 
den  Neigungswinkel  der  beiden  Strahlen  a ix  und  oaa  mit  e,  so 
ergiebt  sich: 

(a  X) ) = (ax)  cos  z. 

Der  Winkel  i aber  ist,  weil  die  beiden  Kugeln  unendlich  klein  sein 
sollen,  ebenfalls  unendlich  klein;  sodass  man  also  erhalt: 

(6.)  (<iX|  = (asr). 

Auch  ergiebt  sich  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  und  oa x 
die  Formel : 

Q r 

"■  of)  ;oj| 

Diese  elementaren  Formeln  vorangeschickt,  wollen  wir  nun  in 
unsere  Vorstellung  mit  hineinziehen  irgend  zwei  (in  der  Figur  nie  hl 
gezeichnete)  Kreise  fl  und  h , die  zu  einander  conjugirt  sind  in  Bezug 
auf  io,  //}.  Lassen  wir  [i  an  a und  b au  * sich  spiegeln,  so  er- 
halten wir  zwei  unendlich  kleine  Kreise  [{  unil  b',  die  zufolge  des 
Satzes  (4.)]  wiederum  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  (o,  II). 
Gleichzeitig  mögen  die  Badien  der  vier  Kreise  ft,  b,  (f,  b'  bezeichnet 
sein  mit  B,  B,  B',  B'. 

Da  die  in  Bezug  auf  u,  II)  einander  conjugirten  Figuren  o,  flf 
und  s,  b'  unendlich  klein,  mithin  einander  ähnlich  sind,  so  werden 
die  correspondirenden  Linienelemcntc  in  diesen  Figuren  einander 
proportional  sein.  Hieraus  folgt  z.  B. : 

/p  ) _ !«  j~i)  » 

SB'  iß'  ’ 


* nämlich  weil  (actljx,'  ein  Kreis  - Viereck  isl. 

**  Die  beiden  Kreislinien  fl',  ft’  liegen,  weil  sie  in  Bezug  auf  (o,  //  con- 
jugirt sind,  auf  ein  und  demselben  von  n ausgehenden  Kegelmantel.  Ist  nun  E 
die  Symmetrie-Ebene  dieses  Mantels,  d.  i.  diejenige  Ebene,  welche  zu  den  Ebenen 
der  beiden  Kreise  fl'  und  ft  senkrecht  steht,  und  bezeichnet  man  ähnlich  wie 
früher  Eigur  Seite  38  1)  die  Puncte,  in  denen  die  Kreise  fl  und  b'  von  der 
Symmetrie- Ebene  E geschnitten  werden,  mit  <J  , t und  <( , e , so  isl  offenbar 
d’  f = iB  und  (/  e = 1 B' . Diese  beiden  Durchmesser  sind  aber  'ebenso 
wie  die  Kreise  selber  unendlich  klein , und  repräsentiren  daher  sie«  einander 
eonjugirle  Linienelemente.  Dies  sind  die  Nenner  der  obigen  Formel  (F.  . 

Dass  andererseits  die  Zähler  (fr  if  und  (ax,  der  Formel  (F. ) ebenfalls  sie« 
einander  eonjugirle  Linienelemente  vorstellen , bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 
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oder  mit  Rücksicht  auf  (6.) : 


d.  i. 
(»■; 


2B7  “ 3 Bf  1 


£ — _Ü 

B'  B'  } 


oder,  falls  man  mit  (7.)  multiplicirt: 


(9.) 


Q* r*_ 

{0|:  B'  ( OJT ) R' 


Diese  Formel  trollen  wir  nun  auf  die  ursprünglichen  Kreise, 
tl.  i.  auf  ß,  h zu  übertragen  suchen.  — Nach  (5.)  ist  //J  = TT0/\, 
und  liicmil  analog:  p2  = TTTT,  und  r2  = PF,  falls  man  ntimlich 
unter  TT , TT'  die  Parameter  des  Punctes  £ in  Bezug  auf  ß,  ß1,  an- 
dererseits unter  P,  F die  Parameter  des  Punctes  x in  Bezug  auf 
b,  b'  versteht.  Somit  folgt  aus  (9.): 


Ferner  ist  nach  (5.)  : TT„  : B = P,  : D , und  hiemit  analog:  TT'  : B'  = 
TT  : B,  und  F : F = P : B,  wo  TT,  TT',  P,  F die  schon  genannten 
Bedeutungen  haben.  Somit  folgt  aus  (10.): 

1 1 nn  _ p p 

1 io  i,  B or  It 

Diese  Formel  aber  führt,  falls  man  die  unendlich  kleinen  Kugeln  a,  s 
geradezu  in  Punctc  sich  verwandeln  lasst,  und  beachtet,  dass  als- 
dann zwischen  diesen  Kugeln  a,  s und  ihren  Mittelpunclen  £,  * 
kein  Unterschied  mehr  Stattfindet,  zu  folgendem  Resultat: 

Sind  zwei  Kreislinien  ß,  b mit  den  Radien  B,  B und  zwei  Puncte 
f,  x in  solcher  Weise  gegeben,  dass  ß,  £ zu  b,  x conjugirl  sind  in 
Bezug  auf  eine  gegebene  Kugel  fläche  (o,  II),  so  findet  die  Relation  statt: 

na  « 

1«  \ = — 

• ' (of;  B Jo»)  B’ 

wo  TT  den  Parameter  von  £ in  Bezug  auf  ß,  und  P deti  Parameter 
von  x in  Bezug  auf  b vorstellt. 

Dieser  Satz  aber  ist  identisch  mit  unserem  früheren  Satze  (57.  c) 
auf  Seite  387.  Nur  ist  dort  statt  TT , P die  genauere  Bezeich- 
nungsweise TTt-,  P,  angewendet. 

Bedient  man  sich  dieser  genaueren  Bezeichnungsweise,  und 
denkt  man  sich  ausser  dem  Punctpaar  £,  * noch  ein  zweites  in 

17* 
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Bezug  auf  (o,  //)  conjugirtes  Punctpaar  t),  y,  so  erhalt  man  aus 
(12.)  successive  die  Gleichungen: 


[o|  B (ox,  fi  ’ 

n!  t* 

s_  = _ »_ 

(01/)  B {oy  B' 


und  hieraus  durch  Multiplication , und  mit  Hucksicht  auf  )5.  : 

(TT-  n * (PCS 

M3.1  = tl*  . 


<*f)i»t:;TTj  ( ox ) o y 


oder,  weil  nach  bekanntem  Satz  \o f ) \o »(  : (o x)  (oy  = £»,)’:  sy)7  ist*): 


({',  TT  (xy)  l'0 


Dies  aber  ist  derjenige  Satz,  um  dessen  Beweis  es  sich  handelte, 
(Seite  386). 


*)  Vgl.  die  Könnet  (IV.  Seite  365. 
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Die  elektrische  Vertheilung  auf  einer  Kugelcalotte  ist  sowohl  für 
den  Kall,  dass  die  Calotte  sich  selber  überlassen  ist,  als  auch  für 
den  allgemeinem  Fall,  dass  gegebene  äussere  Kräfte  auf  dieselbe 
einwirken,  von  IV.  Thomson')  und  spater  von  Lipschitz** ***))  behandelt 
worden.  Ich  werde  im  Folgenden  im  Wesentlichen  den  von  Lip- 
schitz  eingeschlagenen  Weg  von  Neuem  verfolgen , nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  ich,  an  Stelle  der  von  Lipschilz  angewandten 
elliptischen  Coordinalen , diejenigen  Coordinaten  benutzen  werde, 
welche  in  meiner  Abhandlung  Uber  die  elektrische  Vertheilung  auf 
einer  Ringflache  *4*)  von  mir  benutzt  worden  sind.  Diese  letztem 
Coordinaten  sind  dieselben,  welche  ich  im  vorhergehenden  Aufsatz 
einer  genauem  Betrachtung  unterworfen,  und  daselbst  als  peripolare 
Coordinaten  bezeichnet  habe.  — Zunächst  jedoch  mögen  (in  den  beiden 
ersten  §§)  einige  allgemeine  Bemerkungen  vorangeschickt  werden. 


§ '■ 

Die  Methode  der  reciproken  Radien,  als  Hülfsmittel  zur 
Auffindung  der  Green’schen  Function  und  der  Green’schen 

Belegung. 

Es  bezeichne  (o,  II)  eine  Kugelflüche  vom  Mittelpunkt  o und 
Halbmesser  //.  Ferner  seien  s,  a zwei  beliebii/e  Flachen,  die  in 
Bezug  auf  (o,  II)  einander  conjugirt  sind,  und  ds,  da  zwei  con- 
jugirle  Elemente  derselben.  Denkt  man  sich  nun  auf  jeder  der 
beiden  Flachen  eine  Massenbelegung  ausgebreitet,  und  nimmt  man 


*)  IV.  Thomson : Papers  on  Electrostatirs  and  Magnet ism , London.  1872. 

pag.  178 — 191. 

*•)  Lipsehitx  in  zwei  Abhandlungen  im  Crelle'scben  Journal,  Bd.  r>8,  Seite 
und  Bd.  61.  Seite  I. 

***)  C.  A Jeumann:  Theorie  der  Elektrieitäts-  und  Wärme- Vertheilung  in  einem 
Ringe.  Halle,  Verlag  der  Buchhandlung  des  Waisenhauses.  1864. 

*8  • 
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an,  da-.'  die  Dichtigkeiten  I),  a dieser  Belegungen  der  Relation 
entsprechen : 

I.  A^  = K*ll. 

| Ol  | o a 

wo  A.  K beliebig  gegebene  (konstanten,  und  o*  . on  die  Ent- 
fernungen der  Elemente  </s.  da  \on  o vorstellen,  — so  werden 
die  von  jenen  Massenbelegungen  auf  zwei  einander  conjugirte  Punkte 
j und  i ausgeübten  Potentiale  F„  und  <J>:  in  der  Beziehung  stehen: 
(8.  A \ ,\x  F.  = K 1>|“  <t>;.  * 

Da  dg : da  = o*  * : oo  J ist  vgl.  (V.  Seite  366  , und  da 
ferner  \ «*  \ oo  =11.  und  Vox  V f'l  ebenfalls  = H ist,  so 
können  die  Formeln  I . i.  auch  so  geschrieben  werden : 

( I . a A"  o i ^ />  = K o <rj  ^ A , 

.8.  a A 1 Txf  F,  =-  K I ~ö§ 

oder  auch  so: 

(l.b)  K ino  = K od  ’ A . 

(8.  b KHF,  = K o;  0:. 

Und  der  Satz  selber  kann  daher,  falls  man  A = I und  K = H 
macht,  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 

Entxpreehen  die  Dichtigkeiten  It . A der  beiden  Belegungen  in  je 
zwei  einander  correxpnndirenden  Elementen  dt , da  der  Relation: 

(3.)  tno  = ou-A. 

*0  irerden  die  r on  diexen  Belegungen  auf  correxpondirende  Punkte  x 
nnd  | auxgeühten  Potentiale  und  <t>;  in  der  Beziehung  liehen : 

4.  F,=  o§  0=. 

Aus  dieser  Formel  4.  folgt,  falls  man  für  x und  | zwei  einander 
conjugirte  Einehen  punkte  »•  und  a"  nimmt,  sofort:  F,  = oa  <t>„,  d.  i. 


* Dieser  Sali  ergicbt  sich  unmittelbar  aus  meinem  Werke  über  das  Loga- 
rithrnischc  und  Setrion'tche  Potential  Teubner.  1877  , nlimlich  aus  dem  daselbst 
Seite  361  aufgestelltera  Kundamentalsatz , unter  Berücksichtigung  der  daselbst  auf 
Seite  360  gegebenen  Note. 

•*  D.  b.  zwei  Punkte  s und  a,  die  gelegen  sind  auf  den  gegebenen  Flächen 
s und  o. 
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Denkt  man  sich  also  die  Belegung  D der  Flüche  s so  eingerichtet, 
dass  ihr  Potential  F für  alle  auf  dieser  Flüche  liegende  Punkte  s 
den  Werth  Eins  hat,  so  wird  [wie  aus  (5.)  ersichtlich]  0 die 
Greensche  Function  der  Flüche  o für  den  Centralpunkl  o vorstellen. 

Bezeichnet  man  daher  die  Green’sche  Function  und  die  Green’sehe 
Belegung  nicht  mit  0 und  A,  sondern  mit  G und  ij,  so  ergiebt 
sich  folgende 

Regel.  — Soll  für  eine  gegebene  Fläche  a und  einen  gegebenen 
Centralpunkl  0 sowohl  die  Green’ sehe  Function  G°,  als  auch  die 
Dichtigkeit  rf  der  Green'schen  Belegung  gefunden  werden,  so  be- 
schreibe man  um  o mit  beliebigem  Radius  II  eine  Kugelfläche  ( o , II), 
und  conslruire  die  in  Bezug  auf  (o,  H)  zur  Fläche  a conjugirte 
Fläche  s. 

Denkt  man  sich  nun  auf  dieser  neuen  Fläche  s eine  Massenbe- 
legung ausgebreitet,  deren  Dichtigkeit  mit  D,,  und  deren  Potential  auf 
beliebige  Baumpuukte  r mit  F,  bezeichnet  sein  mag,  und  gelingt  es, 
durch  irgend  welche  Mittel  diese  Belegung  in  solcher  Weise  einzurichten, 
dass  Fx  für  alle  auf  der  Fläche  gelegenen  Punkte  x gleich  Eins  wird; 
— so  bestimmen  sich  die  vorhin  genannten  Functionen  G°  und  1 f mit- 
telst der  [aus  (4.)  und  (3.)  entspringenden]  Formeln: 


(7.) 


ft 


H- 
|o<r :1 


D.. 


liier  bezeichnet  ( den  in  Bezug  auf  [o,  II)  zu  x conjugirten  Punkt. 
Desgleichen  sind  a und  s conjugirte  Punkte  der  gleichnamigen  Flächen. 


S *• 

Die  Methode  der  reciproken  Radien  in  ihrer  Anwendung 
auf  Doppelbelegungen. 

Ist  eine  Kugelfläche  mit  irgend  welcher  (gleichförmigen  oder 
ungleichförmigen)  Massenbelegung  versehen,  und  sind  x und  £ zwei  in 
Bezug  auf  diese  Fläche  zu  einander  conjugirte  Punkte,  so  werden  die 
von  jener  Belegung  auf  x und  z ausgeübten  Potentiale  Fx  und  F(  der 
Relation  entsprechen : 

(1.)  V [ox]  F«  = V (®S)  Ff. 
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Dabei  ixt  ex  gleichgültig,  ob  die  ganze  Kugelfläche  oder  nur  ein  Tkeil 
derselben  mit  Masse  belegt  ixl. 

So  lautet  ein  schon  früher’  von  mir  ausgesprochener  Salz. 
Und  aus  der  damals  gegebenen  Ableitung  scheint  hervorzugehen, 
dass  derselbe  gültig  ist  nicht  nur  fUr  einfache,  sondern  auch  für 
Doppel  - Belegungen. 

Eine  genauere  Ueberlegung  lasst  indessen  das  IrrthUmliche  einer 
solchen  Yermuthung  erkennen**).  In  der  Thal  werde  ich  im  Fol- 
genden zeigen,  dass  der  Satz  für  den  Fall  einer  Doppel- Belegung 
durch  einen  ganz  anderen  Satz  zu  ersetzen  ist.  Dabei  wird  es  an- 
gemessen sein , mit  etwas  allgemeineren  Betrachtungen  zu  beginnen. 

Unter  Zugrundelegung  einer  gegebenen  KugelllUche  (o,  II)  seien 
*,  o zwei  conjugirte  Flüchen  von  beliebiger  Beschaffenheit,  ferner 
ds,  da  zwei  conjugirte  Elemente  derselben,  endlich  x,  t zwei  con- 
jugirte Punkte.  Alsdann  ist  [nach  (IV.)  Seite  365] : 

,a  , V(o»)  |o*)  _ FTo«J  (of) 

1 ' (»*J  = («fl  ’ 

wo  x und  n die  Orte  der  beiden  Elemente  dx  und  da  vorslellen 
sollen.  Setzt  man  zur  Abkürzung  (xj:)~  1 = T und  (o |)-’  ==  T,  so 
kann  die  Formel  auch  so  geschrieben  werden : 

(3.)  T »*)  [ox'j  = T f o«j)  (of). 

Errichtet  man  nun  auf  tlen  gegebenen  Flachen  in  den  correspon- 
direnden  Punkten  s,  a und  auf  correspondirenden  Seiten  die  Nor- 
malen IV,  N,  und  bezeichnet  man  die  ersten  Elemente  derselben 
mit  (**')  — d N und  = </N,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass 

die  Punkte  «'  und  o'  wiederum  zu  einander  conjugirt  sind , — so 
wird  offenbar  die  Formel  (2.),  (3.)  nicht  nur  gültig  sein  für  *,  a, 
sondern  ebenso  auch  für  a . Bezeichnet  man  also  die  linke  und 
rechte  Seile  jener  Formel  resp.  mit  /'(*)  und  tp  (o) , so  ergeben  sich 
die  Gleichungen: 


•)  In  meinem  Werke  über  da#  Loyarithnmche  und  Xewton’sche  Potential 
(Tetibner  1877),  daselbst  Seite  363. 

**)  Man  erkennt  das  IrrUuimliche  dieser  Vermuthung  sofort,  wenn  man  auf 
der  Kugelflüche  eine  Doppelbelegung  von  überall  conxtantem  Moment  sich  vorstellt. 
Dehn  alsdann  ist,  falls  inan  unter  x die  Bussern,  unter  f die  innern  Punkte  ver- 
steht, Fx  gleich  Null,  hingegen  F $ gleich  einer  bestimmten  von  Null  verschie- 
denen Conslanten  (I.  c.  Seite  134);  sodass  also  von  der  (fültigkeil  des  Satzes  (l.) 
im  Kalle  von  Doppel  bei  egungen  nicht  weiter  die  Hede  sein  kann. 
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woraus  sofort  folgt : 


f(s)  = <p(o), 
f(*)  = <p[a')\ 


({»')  ~ f i»)  ,j  v _ <pl«')  - y (»)  /N 

iN  dH  ’ 

oder,  weil  [nach  (V.)  Seite  366]  J X : <1 N = (oa)  : (on)  ist: 


/•j«'1  -rw 

iS 


u s) 


tf  (*'}  — tp  « 

dN 


(oa), 


oiler,  was  dasselbe: 


M 


dfj fl  = 
dS 


= M 


dtp  a) 
d N 


Andererseits  ist,  was  die  conjugirten  Flächenelemente  ds,  da  betrüb, 
[wiederum  nach  (V.)  Seile  366]: 

ds  dir 

(OS)*  ~ (oo)* 

Multiplicirt  man  diese  Formel  mit  der  vorhergehenden,  so  folgt: 

dff«)  ds  dtp(tr)  da 

d2V  io  $)  dN  (o  <rj 


Und  substituirt  man  hier  endlich  für  /’(*)  und  cp  (o)  ihre  eigentlichen 
Bedeutungen,  und  führt  die  Differentiationen  nach  N und  N wirklich 
aus,  so  ergiebt  sich: 


IM 


F(ox)  |V(o»)  ^ 


1 d (o s[  y,v  ds 

* Vlö*j  . d ‘v  I 1°»! 


etc. , 


oder,  was  dasselbe: 


;s.) 


d T 
i V 


ds  -+- 


I 

i (0J|  1 


d üj) 

T3T 


Tds  | 


etc. , 


wo  die  rechten  Seiten  hinzuschreiben  überflüssig  sein  würde,  weil 
sie  aus  den  linken  unmittelbar  hervorgehen  durch  Vertauschung  der 
lateinischen  Buchstaben  mit  den  entsprechenden  griechischen. 

Denken  wir  uns  nun  auf  der  Fläche  s eine  beliebige  Function  § 
ausgebreitet,  und  dieselbe  Function  auch  auf  der  Flüche  a ausge- 
breitet,  und  zwar  der  Art,  dass  auf  correspondirende  Punkte  stets 
einerlei  Werth  P.tllt,  was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(6.)  5 = 8.  = S»  , 


so  ergiebt  sich,  falls  man  die  Gleichung  (5.)  mit  § multiplicirt,  und 
sodann  Uber  die  gegebenen  Flüchen  integrirt: 


(7.) 


^1  JSfc  8*  **#»»•)-«* 
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Die  hier  (links  und  rechts)  auflretenden  vier  Integrale  sind  Potentiale, 
welche  theils  von  Doppclbelegungen , theils  von  einfachen  Belegungen 
herrilhren,  und  theils  auf  r,  theils  auf  | ausgeitbt  werden.  Dcra- 
geuitlss  mögen  dieselben  in  folgender  Weise  bezeichnet  werden: 


("•) 

v,= 

% 

d!os)  . 

TW  Td,> 

f~ 

' «>•;  * 

<1  0<t 

"dN 

(9.) 

n;  = 

f— 

' y ;o«i 

dT  . 
iN  ' S' 

W'*~J 

f — 

' y [0  01 

dT  . 

Alsdann  lautet  die  Formel  (7.)  folgendermassen  : 

(*.)  vW)  + i v.)  = vjöf)  (w-  + \ Pf) . 

Leicht  übersieht  man  nun , dass  zwischen  diesen  Potentialen 
noch  eine  zweite  Relation  stattiindet.  Offenbar  ist  nUmlich 

id°‘>  * cos  (.V,  os)  = cos  (A',  19)  , 

= cos  iN,  00)  — — cos  (N,  00)  , 

wo  in  der  ersten  Formel  </  den  unendlich  fernen  Punkt  des  von  0 
ausgehenden  Strahles  (01)  vorstellen  soll.  Nun  sind  aber  die  von  s 
ausgehenden  Richtungen  JV  und  sq  conjugirt  zu  den  von  a aus- 


FiU-  7. 


gehenden  Richtungen  N und  <10.  Folglich  ist  nach  dem  Satze  der 
Aehnlichkeit  (Seile  365) : 

Winkel  (JV,  sq)  = Winkel  (N,  00). 

Bezeichnet  man  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  Winkel  mit  #, 
so  ergiebt  sich  also: 
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(10.) 

d \0  «1  „ 

iw  = cos 

d { o o)  

dN"  “ “ 

COS 

mithin : 

(H  •) 

V,=  f*cm*Tds, 

J (OS)  * 

<*•—/ 

'Ä£2L?T  da. 
(ooj* 

Demgemäss  sind  V,  und  Vj  Potentiale  gewisser  einfacher  Belegungen, 
deren  Dichtigkeiten  I),  und  A„  der  Relation  entsprechen: 

(o *)*  D,  = — (off)*  A„ . 

Und  hieraus  folgt  [mit  Hinblick  auf  Seite  402*)],  dass  zwischen 
diesen  Potentialen  die  Beziehung  obwaltet: 

(8.)  V>x)  Vx  = — V(ö|)  V'z . 

Dies  ist  die  gesuchte  zweite  Relation. 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  Relationen  (SU),  (©.)  einmal  V*, 
das  andere  Mal  , so  folgt: 

(6-;  w,=  vFij  {w'(  + Fj), 

(©•)  >> J)  W'i  = V(ox)  ( w,  + vm). 

Diese  Betrachtungen  vorangeschickt,  stellen  wir  uns  nun  folgende 
Allgemeine  Aufgabe:  Die  Fläche  s sei  versehen  mit  einer  will- 
kürlich gegebenen  Massenbelegung  L,  die  ganz  nach  Belieben  einfach 
oder  doppell,  oder  gemischt**)  sein  kann.  Es  soll  der  correspon- 
direnden  Fläche  a eine  Massenbelegung  A von  solcher  Art  zuertlieilt 
werden,  dass  die  von  L und  A auf  correspondirende  Punkte  x und  s 
ausgeübten  Potentiale  Fx  und  <t>£  der  Relation  entsprechen: 

(«■)  Vlöxj  Fx  =*  • 

Diese  Aufgabe  kann  man  leicht  lösen  mit  Hülfe  der  Relationen  (91.), 
('S.),  (6.),  ($).),  wobei  die  in  (8.),  (9.),  (10.),  (11.)  angegebene 
Bedeutung  der  Potentiale  V,  VV  und  V",  W im  Auge  zu  behalten 
ist.  Um  genauer  hierauf  einzugehen , unterscheiden  wir  drei  Fälle. 

(I.)  ....  Die  Belegung  L sei  eine  einfache.  Alsdann  wird  die  ge- 
suchte Belegung  A ebenfalls  einfach  sein.  Die  nähere  Be- 


*)  Es  kommen  dabei  namentlich  die  dortigen  Formeln  (l.a),  (S.a)  in  Be- 
tracht; und  zwar  hat  inan  in  diesen  Ä = t und  K — — I zu  machen. 

**)  Unter  einer  getnischten  Belegung  soll  eine  solche  verstanden  werden, 
welche  sich  ergiebt  durch  Superposition  einer  einfachen  und  einer  Doppel-Belegung. 
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Stimmung  von  A ist  zu  bewerkstelligen  mittelst  der  Relation  (8.) , 
welche  durch  Substitution  der  Werlhe  1,11.)  tibergeht  in: 

— — ^ c«s  _ . _/ =-  cos  9 -p  . 

V ojt,  I £ — Tds  = v og  / V T da. 

•/(oi  * •/  (o  u]  * 


Und  hieraus  folgt  sofort , dass  die  beiden  Belegungen  /.  und  A die 
vorgeschriebene  Relation  12.  erfüllen  werden,  sobald  man  ihren 
Dichtigkeiten  I ) und  A die  Wertlic  zuertheilt : 

„ ft  cos  » 

D = ~~T’ 

;ojj* 

A - ft  COH  * 
i * 

09,  1 


wo  eine  beliebige  Function  sein  kann.  Mit  andern  Worten:  Der 
gestellten  Anforderung  wird  entsprochen  werden,  sobald  man  die 
Dichtigkeiten  I)  und  A der  Belegungen  L und  A der  Relation  un- 
terwirft : 


(l.a)  (o*  ^ l>  = (oo}1  A. 

Etwas  kurzer  hülle  man  zu  diesem  Resultat  gelangen  können  durch 
Anwendung  eines  früher  (Seite  402)  besprochenen  Satzes. 

(II.)  . . . Die  Belegung  L sei  eine  doppelte,  und  ihr  Moment,  ge- 
rechnet in  der  Richtung  der  Normale  N,  sei  = .V.  Als- 
dann wird  die  gesuchte  Belegung  A,  wie  aus  li.  folgt,  im  All- 
gemeinen eine  ijemisclilv  sein , also  zusammengesetzt  sein  aus  einer 
einfachen  Belegung,  deren  Dichtigkeit  A heissen  mag,  und  aus  einer 
Doppelbelegung,  deren  Moment,  gerechnet  in  der  Richtung  der  Nor- 
male N,  mit  M bezeichnet  werden  mag.  — Denkt  man  sich  M gege- 
ben in  der  Gestalt 

y io  t 

wo  5 eine  beliebige  Function  vorstellt,  so  kann  man  die  Werthe 
der  zu  bestimmenden  Grössen  M,  A unmittelbar  entnehmen  aus  den 
Formeln  ((£.),  (8.),  (9.).  Man  erhalt: 

M = -==. 

Von  i 

A _ ft  <*(«») 

<o«)S 


Es  bestimmen  sich  also,  falls  man  ^ climinirl,  die  Grössen  M,  A 
aus  M mittelst  der  Formeln : 
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(II.  a)  M V{0S)  - M VM,  A = -Mo,  ^ - 

Dabei  sei  erinnert,  dass  die  Richtungen  .Y  und  N,  in  welchen  die 
Momente  il  und  M gerechnel  sind , conjugirte  Richtungen  'sind. 

(III.)  . . . Die  Belegung  L ist  eine  gemischte.  Alsdann  wird  die  ge- 
suchte Belegung  A im  Allgemeinen  ebenfalls  eine  gemischte 
sein.  Und  wie  man  dieselbe  zu  finden  vermag,  bedarf  nach  Ab- 
solvirung  der  Falle  (I.)  und  (II.)  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Specieller  Fall.  — Wir  wollen  die  Flachen  s und  a mit  ein- 
ander zusammenfallen  lassen,  also  identisch  werden  lassen  mit  der 
gegebenen  Kugelllache  (o.  //) , resp.  mit  einem  Theil  derselben. 
Alsdann  wird  (ns  = (on)  — //,  und  t)  — 0 *)  (vgl.  die  Figur 
Seite  406);  sorlass  also  die  Formeln  (II.)  und  (9.),  falls  man  zur 
Abkürzung 

(13.)  = f 

Hi 

setzt,  folgende  Gestalt  annehmen: 

(U.)  V,  = ffTäs,  r;  = - J'fT'lo, 

(15.)  w,  = "friid.,  w.~iifr£do. 

Auch  bemerkt  man,  dass  im  gegenwärtigen  Spccialfall  tls  = da  ist, 
und  die  Richtungen  Ar  und  N einander  entgegengesetzt  sind.  Hingegen 
bleiben  T und  T wesentlich  von  einander  verschieden;  denn  T 
reprilsentirl  die  reciproke  Entfernung  irgend  eines  Punktes  x vom 
Elemente  ds  = da,  wahrend  T die  reciproke  Entfernung  des  cim- 
jngirten  Punktes  | von  jenem  Element  bezeichnet.  Somit  folgt  aus 
(14.),  (16.),  dass  die  Functionen  V, , IV,  in  Bezug  auf  den  Punkt  x 
genau  ebenso  gebildet  sind,  wie  die  Functionen  Vj,  H’(  in  Bezug 
auf  S,  — abgesehen  von  den  entgegengesetzten  Vorzeichen.  In 
der  Thal  ist: 

(16.)  v;  = - Ff, 

(17.)  = 

*)  geht  über  in  0 , und  gleichzeitig  verwandelt  sieli  .Y  in  die  äussere, 
und  N in  die  innere  Normale  der  Kugeldüctic  (o,  li) . 
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Kliminirt  man  V”,  11’’  mittelst  dieser  Fonneln  (4  6.),  (17.),  so  ge- 
winnen die  Relationen  (21.),  (23.) , (6.),  '{&■)  die  Gestalt: 

(«.)  • Vh  (»'.  + 4 Kr)  = - v>|j  (VFj  + 1 Ff)  , 

(*.)  Vlüx)  V.  = -+•  FR  Vf , 

(6.)  IV’,  + vjöf)  «;*=  - VR  V(  , 

(©.)  l'N  W’,  + FR  VF;  = - F"M  Kt • 

Diese  Relationen  21.  , (23.),  6.) , (©.),  von  denen  zwei  eine  un- 
mittelbare Folge  der  beiden  andern  sind , finden  also  statt  für  je.  zu  ei 
Punkte  x und  i , die  in  Rezuij  auf  eine  gegebene  Kugelfläche  (o , II 
zu  einander  conjugirt  sind.  Dabei  bezeichnen  V,,  V-  und  IV,,  44. 
gewisse  auf  jene  Punkte  uusgeiible  Potentiale.  Und  zwar  rühren  V,,  V{ 
her  von  einer  auf  der  Kugelfläche  amgebreiteten  einfachen  Belegung, 
deren  Dichtigkeit  f in  ganz  beliebiger  1 Yeise  gegeben  ist  [vgl.  (14.)]; 
während  VI, , 11)  von  einer  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten  Dop- 
pelbelegung herrühren,  deren  Moment,  gerechnet  in  der  Richtung  der 
üussern  Normale , = II f ist  [vgl.  (45.)]. 

Mit  Hülfe  der  Formeln  21.),  ,23.) , 6.),  ('S.)  wird  man  die 
allgemeine  Aufgabe  (Seite  407)  für  den  gegenwärtigen  Speeialfall  mit 
Leichtigkeit  zu  lösen  im  Stande  sein.  Wir  begnügen  uns  damit, 
folgenden  Satz  [der  unmittelbar  aus  (III.)  Seite  409  sich  ergiebt 
hier  aufzulilhren. 

Bezeichnet  s eine  gegebene  Kugelfläche,  repräsenliren  ferner  x 
und  i zwei  variable.  Puncte . die  in  Bezug  auf  die  Fläche  s einander 
conjugirt  sind,  und  denkt  man  sich  endlich  die  Fläche  s behaftet  mit 
einer  willkürlich  gegebenen  gemischten  Belegung  L,  so  wird  man 
stets  eine  gewisse  andere  gemischte  Belegung  A der  Fläche  s auzu- 
geben  im  Stande  sein,  von  solcher  Beschaffenheit , duss  die  von  L und  A 
resp.  auf  x und  ( ausgeübten  Potentiale  Fx  und  <t>j  der  Relation  ent- 
sprechen : 

(is.)  F'M  F,  = FR)  «bj; 

wo  o den  Mittelpunkt  der  Fläche  s bezeichnet. 

Beschränkt  sich  die  gegebene  Belegung  L auf  einen  Th  eil  der 
Kugelfläche  s (z.  B.  auf  eine  Galotte  derselben) , so  wird  sich  die 
zugehörige  Belegung  A beschränken  auf  eben  denselben  Theil.  — 
Von  diesem  Satz  wird  späterhin  Gebrauch  gemacht  werden. 
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Beiläufige  Bemerkung.  — Lässt  man , was  die  Relationen 
(31.) , ($.),  ((£.),  (®.)  betrifft,  die  Punkte  r und  £ miteinander  Zu- 
sammenfällen, also  identisch  werden  mit  irgend  einem  auf  der  Kugel- 
flache  (o,  //)  gelegenen  Punkte  s,  so  folgt  aus  (®.) : IV, -t-  W,=  — V, , 
oder,  genauer  ausgedruckt: 

(19.)  w„+Wa,  = -V,, 

wo  W),  und  VV„,  diejenigen  Grcnzwerthe  vorstellen,  gegen  welche 
das  auf  einen  variablen  Punkt  bezogene  VV  convergirt,  sobald  man 
diesen  Punkt  von  Innen,  resp.  von  Aussen  her  dem  Punkt  s unend- 
lich nahe  rücken  lässt. 

Zwischen  denselben  Grenzwerthen  findet  aber  nach  einem  all- 
gemeinen Satz*)  auch  folgende  Relation  statt: 

Hai  = 1 rrgi , 

wo  fi  das  Moment  der  dein  Potential  W zu  Grunde  liegenden  Dop- 
pelbelegung vorstellt,  dieses  Moment  gerechnet  in  der  Richtung  der 
innern  Normale.  Nun  haben  wir  das  Moment  jener  Doppelbelegung, 
gerechnet  nach  der  Richtung  der  üussern  Normale,  mit  ///'bezeichnet, 
[vgl.  (15.)].  Folglich  ist  = — ///',  mithin: 

(20.)  IV„  - Ha.  = - kTlHf,. 

Aus  (19.),  (20.)  erhalt  man: 

(2< .)  2 Wt.  = - V,  - i n II f. , 

(22.)  2 Ho,  = — V,  irr  llf,\ 

und  diese  Formeln  lassen  sich  leicht  controliren  durch  Anwendung 
auf  den  speciellen  Fall  / = I . Denn  in  diesem  Falle  wird : 

V,  = in  II, 

und  ferner**): 

IV,  = — 4 .r II , mithin  auch:  R’,,  = — 4 n // , 

H’a  = 0 , mithin  auch : 1V0 , = 0 ; 

und  durch  diese  Werthe  wird  in  der  Thal  den  Relationen  (21.),  (22.) 
Genüge  geleistet. 


*)  Vgl.  mein  Werk  über  Jas  Logarithmische  und  Seirlon’sche  Palenlial  fTeub- 
ner  1877),  daselbst  Seite  140,  Formel  (48.  &). 

**)  I.  c.  Seile  134;  wobei  zu  beobachten  ist,  dass  im  gegenwärtigen  Fall 
das  Moment  ft  = — II f ist. 
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§ 3. 

Die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  einer  Kreisfläche 
d.  i.  auf  einer  unendlich  dünnen  Kreisscheibe  , falls  keine 
äussera  Kräfte  einwirken. 

Man  kann  bekanntlich  die  unendlich  dünne  Kreisscheibe  als  Grenz- 
lall  eines  abgeplatteten  ltotationscllipsoides  anseben,  und  auf  diese 
W eise  z.  B.  diejenige  Vciihcilung  ermitteln,  welche  eine  der  isolirten 
Kreisscheibe  mitgelhcilte  Eleklricitälsmenge  M in  dem  Falle  annehmen 
wird,  dass  keine  ttussern  Krittle  einwirken.  Und  gleichzeitig  kann 
man  auf  diesem  Wege  auch  das  Potential  F finden,  welches  jene 
Klcktricitälsmenge  M während  der  genannten  Vertheilung  auf  einen 
variablen  Baumpunkt  ausilbt.  — Diese  bekannten  Betrachtungen,  auf 
welche  ich  mich  hier  nicht  näher  einlassen  will , führen  zu  folgen- 
den Sätzen. 

Erster  Satz.  Denkt  man  sich  einen  Punkt  rt  beweglich  längs 
der  geometrischen  Are  der  Kreisscheibe , so  wird  das  auf  diesen  Punkt  u 
altsgeübte  Potential  Fa  proportional  sein  mit  demjenigen  Winkel , unter 
welchem  der  lind  ins  der  Kreisscheibe,  von  a aus  gesehen , erscheint'). 
Bezeichnet  man  also  jenen  Itadius  mit  o ä) , und  dim  eben  genannten 
Winkel  !o  it  ä)  mit  ft,  so  ist: 

(U)  K = C», 

wo  C eine  Constante  vorstellt. 

Lässt  man  « längs  der  Axe  der  Kreisscheibe  ins  Unendliche 
rucken,  so  muss  Fu  = d.  i.  = werden,  wo  M die  auf  der 
Kreisfläche  vorhandene  Kleklricitätsmengc,  und  /l  = (o«)  die  unend- 
lich grosse  Entfernung  des  Punktes  p von  o vorslellt *)  **).  Für  diesen 
Fall  des  unendlich  fernen  Punktes  p geht  aber  & Uber  in  '°ay , wo- 
durch unsere  allgemeine  Formel  (1 .)  die  Gestalt  gewinnt  F„  = • 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  vorhin  gefundenen,  so  folgt 
sofort:  M = U{od),  d.  i. 

...  „MM 

(M  c=!^  = 8’ 

*)  Dieser  Definition  zufolge  bleibt  der  Winkel  />  stets  zwischen  den  Gren- 
zen 0 und  £ st . 

**)  Vgl.  die  Seite  444. 
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wo  B = (o  A)  der  Badius  der  Scheibe  ist.  Nachdem  in  dieser  Weise 
die  Constante  C gefunden  ist,  kann  man  leicht  auch  den  speciellen 
Werth  finden,  welchen  F im  Punkte  o (d.  i.  im  Mittelpunkt  der 
Scheibe)  besitzt.  Lässt  man  nämlich  in  (1 .)  den  Punkt  n nach  o 
wandern,  so  verwandelt  sich  & in  J- zr ; und  man  erhält  also: 

(t.b)  F0  = \Cn. 

Zweiter  Satz.  Die  Flächen  F = l'.nnst,  (d.  i.  die  sogenannten 
Niveauflüchen)  sind  dargeslelll  durch  diejenigen  Ellipsoid flächen , welche 
die  gegebene  Kreisscheibe  zur  gemeinsamen  Brennebene  haben.  Legt 
man  also  z.  B.  eine  solche  Ellipsoidfläche*)  durch  den  Punkt  «,  so  wird 
das  auf  irgend  einen  Punkt  £ dieser  Fläche  ausgeüble  Potential  F: 
gleichgross  sein  mit  Fa . Also 
(2.)  Fi=Fa  = C». 

Mittelst  dieser  Sätze  ist  man  das  Potential  F für  jeden  beliebigen 
Raumpunkt  anzugeben,  und  folglich  auch  die  elektrische  Dichtigkeit  auf 
der  Scheibe  zu  berechnen  im  Stande.  Wir  werden  nun  im  Folgenden 
zeigen,  wie  man  von  der  Kreisscheibe  aus,  mittelst  der  Methode  der 
reciproken  Radien  und  unter  Auwendung  der  peripolaren  Coordinaten, 
zur  Losung  der  analogen  Aufgabe  für  eine  beliebige  Kugelcalotte  ge- 
langen kann.  Zu  diesem  Zweck  ist  zunächst  die 

Einführung  der  peripolaren  Coordinaten  in  die  Formel 
(2.)  erforderlich.  Es  handelt  sich  also  darum,  das  Potential  F:  (2) 
auszudrucken  durch  die  peripolaren  Coordinaten  A,  m,  if,  TT  des 
Punktes  £,  diese  Coordinaten  bezogen  gedacht  auf  die  gegebene 
Kreisfläche. 

Sind  <V  und  t diejenigen  Punkte,  in  denen  der  Rand  der  Kreis- 
scheibe von  der  .Meridianebene  des  Punktes  £,  resp.  der  Fortsetzung 
derselben  geschnitten  wird,  so  ist: 

k = jf-J  > TT  = Fßd)  (£e). 

Gleichzeitig  ist  <p  derjenige  Winkel,  unter  welchem  die  Meridianebene 
des  Punktes  £ gegen  irgend  eine  feste  .Meridianebene  geneigt  ist. 
Und  endlich  bezeichnet  w die  Inclination  einer  über  dem  Kreisrande 
stehenden  und  durch  £ gehenden  Kugelcalotte,  d.  i.  denjenigen  Win- 
kel, unter  welchen  diese  Calotle  gegen  die  obere  Seile  der  ä ussem 

*)  Vgl.  die  Figur  Seite  414. 
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Grundfläche 
Seite  373): 


geneigt  ist.  Demgemäss  ergeben  sieh  die  Formeln  (vgl. 


(ff<) 


iBJ 

| ' I — 4 X cos  ui  + A* 


(*•) 


t 4B 

VT^ll cos  1U  + I*’ 

TT-  - 

V I — 4 J cos  Ul  + 1> 


wo  B = (öd)  den  Radius  der  gegebenen  Krcisscheibe  vorstellt. 

Beschreibt  man  in  der  .Meridianebene  des  Punktes  £ eine  durch 
£ gehende  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  3,  e,  und  bezeichnet  man 


den  Punkt,  in  welchem  diese  Ellipse  von  der  Axe  der  Kreisscheibe 
geschnitten  wird,  mit  «,  so  ist  nach  (2.): 

(5.)  Fj  = F0  = C^, 

wo  i>  = (ond).  Um  nun  dieses  & durch  die  peripolaren  Coordinaten 
4,  io,  (f,  17  des  Punktes  £ auszudrucken,  notiren  wir  zunächst  die 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ouä  sich  ergebende  Gleichung: 

!o<Tj«  _ (0<r>*  B* 

Mi7  ~ {«35*  - (otf)*  — (a  * .«  - B*' 

Diese  Gleichung  aber  künnen  wir,  weil  in  der  von  uns  construirten 

Ellipse  die  Summe  der  Brennstrahlen  für  den  Punkt  « eben  so  gross 

wie  für  den  Punkt  £ sein  muss,  mithin  2(«<))  = (fd)  •+■  (4s)  ist, 

auch  so  schreiben  : , „ 

„.j  » « <B* 

b Ul*)  + (*•)]»-  *B»> 


Digitized  by  Google 


VeHTIIEIH  MG  DER  KlERTRICITAT  AUF  EIMER  KuUELCALOTTE. 


415 


oder,  indem  wir  für  (£<)),  (I«)  die  Werthe  (4.)  subslituiren , auch  so: 

, „ i — 4 1 cos  <u  + i* 

^ Ä 4 i (cos  4 ur 

Hicraus  endlich  folgt,  weil  & seiner  Definition  nach  zwischen  0...  Jrr 
liegt  (vgl.  die  Note  Seile  412),  mithin  tg  t)  stets  positiv  ist: 


tgtf  = 

oder,  was  dasselbe*): 


abs 

\ * V A • CO*  { Ol  / 


(6.) 

mithin  : 


. \ S — IX  ros  cu  + A* 

tu  = L — , 

i X X . abs  (cos  4 «) 


(7.) 


Arctg  (ILr.M- 

(0.  ,ai  V 4 V i . ot>s  (cos  4 «)/ 


wo  das  Zeichen  Arctg  andeutcl,  dass  der  Werth  dieser  Function 

(I)  ■ ■ «I 

stets  zwischen  den  Grenzen  0 . . . ?r  gerechnet  werden  soll**). 

Subslituiren  wir  endlich  den  Ausdruck  (7.)  in  (5.),  so  haben 
wir  unsere  Aufgabe  gelbst,  nämlich  Fr  ausgedrückl  durch  die  peri- 
polaren Coordinatcn  4,  io,  <p,  TT  des  Punktes  |. 

Bemerkung.  — Von  Wichtigkeit  für  den  weitern  Fortgang  un- 
serer Untersuchungen  ist  es,  dass  man  in  den  Formeln  (6.),  (7.)  das 
Zeichen  abs  vermeiden  kann,  mittelst  einer  besomlem  Festsetzung  über 
die  Hechnung  von  ro.  Um  solches  ntlher  darzulegen , betrachten  wir 
die  Gesaninilheil  der  über  dem  gegebenen  Grundkreise  (d.  i.  ilber  »lern 
Rande  der  Kreisscheibe)  stehenden  Kugelcalotten,  von  denen  jede 
bestimmt  wird  durch  ihre  Inclination  tu  (vgl.  die  Figur  Seile  368). 

Offenbar  wird  man  all’  diese  Galotten  erhalten,  wenn  man  m 
von  0 bis  2 n wachsen  lasst;  sodann  wird  man  all’  diese  Galotten 
zum  zweiten  Mal  erhalten,  wenn  man  ot  weiter  von  in  bis  4rc 
wachsen  lasst;  u.  s.  w.  Andererseits  kann  man  all'  diese  Galotten, 
jedoch  in  umgekehrter  Aufeinanderfolge,  auch  dadurch  erhalten,  dass 


*)  Unter  dem  Zeichen  V IJ  soll  nämlich  in  dieser  Abhandlung  stets  die 
positive  Wurzel  von  U verstanden  werden. 

**)  Die  so  dclinirtc  Function: 

Arctg  (I  ) 

(o . . rt) 

wird  offenbar,  falls  ihr  Argument  V'  positiv  ist,  stets  zwischen  den  Grenzen 
0 . . . 4;(  liegen.  — Ist  ferner  W eine  ganz  betiebiije  (positive  oder  negative) 
Grösse,  so  wird  die  Gleichung  statt  linden  : 

Arctg  (II')  -I-  Arctg  ( — IT)  = it. 

tO  . . Jt|  10  . . /*) 

Altluindl  d K.  S.  üfirllKb.  d.  WiHtiirk.  XI.  19 
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niiin  m von  0 bis  — t . t abneliinen  lilsst , und  von  Neuem  erhallen, 
indem  man  « » weiter  abneliinen  lässt  von  — 2 7 bis  — V n ; 11.  s.  w. 

Für  unsere  Zwecke  ist  es  angemessen , diese  schrankenlose  Will- 
kür zu  beseitigen , 11  tim  lieh  hei  der  lleclmiwij  von  <0  die  tjeqehene 
Kreisfläche  als  eine  Scheidewand  feslzusetzen , welche  nicht  überschritten 
werden  darf.  Alsdann  können  wir  die  Gcsamuitlieil  jener  Calolten 
nur  noch  dadurch  erhalten,  dass  wir  tu  von  0 bis  7 wachsen,  und 
andererseits  von  0 bis  — 7 abneliinen  lassen.  Und  zwar  wollen  wir 
das  in  solcher  W eise  beschränkte  tu  durch  das  Zeichen  tu  andculen ' ). 

Dieses  eingeschränkte  [wl  liegt  stets  zwischen  — 7 ...  -+-  7, 
mithin  | w]  stets  zwischen  — } 7 7;  und  hieraus  folgt, 

dass 

(A.) cos  J [«]  stets  positiv  ist. 

Das  »»beschränkte  m stellt  zu  dem  beschränkten  [«1]  in  der  Be- 
ziehung: 

(B.)  tu  = H iStt, 

wo  N eine  unheslinimle  ((Misilive  oder  negative)  ganze  Zahl  vorstelll. 
Hieraus  folgt: 

(C  cos  )<u  = + cos  J ;io| , 

also  mit  Bücksichl  auf  (A. 

(D.)  ahs  cos  Jo»)  = cos  J [10). 

Demgemäss  kann  man  die  Formeln  (fi.i,  7.)  folgendermassen  schreiben  : 


(8.) 


(9.) 


V 1 — 4A  COS  tu  ■+■  X- 
i \ x . cos  4 [**] 

9 = Arctg  . 

4 V X . COR  4lu)l  / 


Suhslituirl  man  endlich  diesen  Werth  von  ft  in  die  Formel  (5.),  so 
folgt  mit  Rücksicht  auf  (i.) : 

(10.)  Fi  = r . Arctg  />  ' - ä>  " + ,i\  = r . Arctg  L — i-A  . 

(o . . a)  \ 4 y x . cos  4 (•*.  / io . . n i \n  005 1 iw  / 


•)  Man  kann  sich  auch  so  ausdrückcn : Die  Inclinaliun  tu  hat  für  jeden 

gegebenen  Haumpunkl  § unendlich  viele  Werthe,  die  von  einander  verschieden 
sind  um  ganze  Vielfache  von  2 ft , und  ist  also  zu  bezeichnen  als  eine  vieldeutige 
Function  von  §.  Dein  gegenüber  soll  unter  dem  eingeklammerten  [w]  diejenige 
eindeutige  Funelion  von  i?  verstanden  werden*  in  welche  (o  sich  verwandelt,  so- 
bald man  die  l\rci»fUiche  als  eine  nicht  zu  überschreitende  Scheidewand  [oder, 
nach  Hicmanu,  als  einen  nicht  zu  ühersch reitenden  Querschnitt  ansieht] , und  als 
Anfangswerth  der  Funelion  auf  der  iiussern  Grundfläche  den  Werth  ü festsetzt. 
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Die  elektrische  Vertheilung  auf  einer  Kugelcalotte  für  den 
Fall,  dass  keine  äusseren  Kräfte  einwirken. 


Die  bisher  betrachtete  Kreisscheibe  mag  durch  stetige  Umfor- 
mung in  irgend  eine  der  con/inen  Kugelcalolten *) , z.  B.  in  die 
Galolte  it  (Fig.  Seite  418),  iimgewandell  werden.  Und  liiemit  gleich- 
zeitig mag  die  Function  F:  (10.)  in  eine  andere  Function 

(1 1.)  Ih  = C . Arctg  (V<  - ä*  « « + X‘\  = C . Arctg  (=— 5_) 
io. .*)\  iya.cosjl«.  I |0..„| 


uragewandcll  werden,  welche  von  jener  früheren  Function  F.  (tft.) 
nur  dadurch  sicli  unterscheiden  soll,  il«  bei  Uechnuiuj  iles  Winkeln 
[w]  jetzt  nicht  mehr  die  Kreisfläche , sondern  die  Kwjelcnlotte  o als 
Scheidewand  dient**).  Ist  z.  11.  die  Inclinalion  der  gegebenen  Kugel- 
calolle  n = l Tr , so  soll  [et]  einerseits  wachsen  dürfen  von  0 bis 
5 Ti,  andererseits  abnehmen  von  0 bis  — j zt,  also  beschränkt  sein  auf 
das  Wcrlhinlervall  — 5 st  •■•-§-  1 zi.  Ist  ferner,  um  ein  zweites 
Beispiel  anzuführen,  die  Inclinalion  der  gegebenen  Ualolte  a = | n 
(die  Ualolte  selber  also  eine  Halbkugel),  so  soll  o>  beschränkt  sein 
auf  das  Werthinlervall  — { j»  • • • -l - J*. 

Bezeichnet  man  (Fig.  Seile  1 1 8)  die  Indinution  der  gegebenen 
Ualotle  n mit  ce„ , und  sind  «,  I)  zwei  durch  diese  Ualolte  getrennte, 
einander  unendlich  nahe  Punkte,  so  wird  der  mit  [nt]  bezeichne!« 
Winkel  für  diese  Punkte  a und  h verschiedene  Werthe  halten.  Es 
wird  nämlich 


für  o : [ot]  = io„  , mithin  : ros  J [<o]  = ros  J io„  , 

hingegen  für  li:  (ot  = — ISrT  — l«„) , mithin:  ros  J [<u|  = — ros  J ni„  . 

Somit  folgt  aus  (I  I .) : 


*)  d.  i.  derjenigen  Kugelcatotim,  wrlrtie  mit  der  Kreisschribe  ein  und  den - 
selben  Hand  haben. 

’•)  Man  kann  sich  auch  so  ausdriieken : In  ilcr  vorliegenden  Formel  II.), 

und  überhaupt  bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  soll  unter  dem  eingcUummcrten 
[tu]  eine  eindeutige  Function  von  J verstanden  werden , und  zwar  diejenige , in 
welche  die  vieldeutige  Function  w sich  verwandelt,  sobald  man  die  gegebene  Ca- 
Inlle  a als  eine  nicht  zu  überschreitende  Scheiiirwand  ansieht,  und  als  Anfangs- 
wcrtli  der  Function  auf  der  iiussern  Grundfläche  den  Werth  0 feslselzl. 

Z9» 
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I/, 


( lo'.'.'ü  ( n„  «* 

“ C ^rC'^  (_  n4  «"T“,,)  ’ 


wo  TTa  = TTj,,  weil  a und  b einander  unendlich  nahe  liegen.  Aus 
diesen  beiden  Formeln  folgt  daher  sofort*): 

(H.a)  U.+  Uk=  Cti. 

Die  physikalische  Bedeutung  von  U£.  — Diese  Function 
U;  (II.)  ist  entstanden  aus  <ler  früheren  Function  h\  (10.);  und 


inan  erkennt  leicht,  dass  sie  dieselben  Potential -Eigenschaften  wie 
jene  besitzt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  l’tKleiitjkcilxfläche 
der  Function  t\  und  ihrer  Ableitungen  nicht  mehr  die  Kreisfläche, 
sondern  die  Ualotte  n ist.  Folglich  kann  die  Function  f/_-  ungesehen 
werden  als  das  Potential  einer  auf  der  Ualotte  <j  ausgebreiteten 

*)  Vgl.  «Jic  Nole  Seile  415. 
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Massenbelegung,  welche  im  Allgemeinen  zusammengesetzt  sein  wird 
aus  einer  einfachen  und  einer  Doppel  - Belegung.  Wie  aber  diese 
Belegung  L auch  beschaffen  sein  mag,  immer  wird  man  (zufolge 
des  Satzes,  Seite  410)  eine  zweite  Belegung  A der  Calottc  a sich 
vorstellen  können  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  von  L und  A 
ausgeübten  Potentiale  U und  Q der  Relation  entsprechen: 

(A.)  1^1)  U(  = fW)  ß{. ; 

hier  bezeichnet  £ (nach  wie  vor)  einen  beliebigen  Kaumpunkt , und 
£'  sein  Spiegelbild  in  Bezug  anf  die  Calolte  o.  Ausserdem  bezeichnet 
fi  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  Calottc  a. 

Vertauscht  man  in  der  Former  (A.)  die  Punkte  £ und  £'  mit 
einander , so  erhält  man  : 

(B.)  ' VW)  - VJÜl  0;- 

Nimmt  man  ferner  in  diesen  Formeln  (A.),  (B.)  ftlr  £,  £’  die  Puukle 
a,  b (Figur  Seite  418),  so  folgt: 

(C.)  V [fi a)  V.  = V (jü6)  Qi, 

(D.)  y^pb)  Ul  = F(gn)  Q... 

oder,  weil  ( ua)  = {jtb ) ist: 

(E-)  Uä  = Q>, 

* (F.)  Ui  = Qa . 

Demgemäss  kann  die  Formel  (1 1 . a)  auch  so  geschrieben  werden : 
(G.)  U.  + Qu  = Cn , 

oder  auch  so: 

(II.)  Ui -h  Qi  = Ca. 

Da  Ui  und  Q,  diejenigen  Poleutiale  sind,  welche  zwei  auf  tler 
Calolte  a ausgebreitete  Massen  Belegungen  L und  A auf  den  Punkt  £ 
ausüben,  so  ist  offenbar 
(J.)  U(  -h  Qi 

dasjenige  Potential,  welches  von  beiden  Belegungen  zusammeuge- 

nommen  ausgeübt  wird.  Jene  Belegungen  L und  A sind  nicht  näher 
bekannt;  und  wir  haben  also  vorläufig  den  Ausdruck  (J.)  zu  be- 
zeichnen als  ein  Potential,  welches  auf  den  variablen  Punkt  £ aus- 
geübt wird  von  einer  gewissen  unbekannten,  auf  der  Calolte  o atu- 
ijebreileten  Dcleijuiuj.  Dieses  Potential  besitzt  aber,  wie  aus  (G.)  und 
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(II.)  ersichtlich,  auf  der  Galotle.  und  zwar  auf  binden  S«il»*n  der 
Galotle  ein  und  denselben  constanten  Werth,  ntimlich  den  Werth  Cu. 
Hieraus  folgt,  dass  jene  unbekannte  Belegung  eine  einfache,  und 
zugleich  auch  diejenige  ist,  welche  dem  elektrischen  Gleichgewicht 
entspricht. 

Mil  andern  Worten:  Henkt  man  sieh  die  Calotte  a als  eine  isolirte 
leitende  Fläche,  die  mit  Flektricilät  tjcluden  und  der  Finirirkumj  äusserer 
Kräfte  entzogen  ist,  su  wird  das  ran  dieser  Calatte,  muh  Eintritt  des 
Gleichgewichtszustandes,  auf  irgend  einen  Funkt  & uusgciiblv  elektrische 
Potential  F:  den  Werth  besitzen: 

(«•)  F(  = A [Ut  + Q=!  , 

wo  K eine  willkürliehe  Conslante  vorstelll.  l ud  gleichzeitig  wird  als- 
dann dieses  Potential  auf  der  Fläche  a den  Werth  KCit  besitzen; 
was  angeileulel  sein  mag  durch  die  Formel: 

(12.  a)  ¥ *=  KCn. 

Offenbar  würde  es  Luxus  sein,  zwei  willkürliche  Gonstanten 
(nämlich  K und  C)  in  unsern  Formeln  beizubehallen.  Um  diesen 
Luxus  zu  beseitigen,  und  zugleich  eine  bessere  Uebereinstimmung 
mit  unsern  früheren  Betrachtungen  über  die  Kreisfläche  [vgl.  I . h, 
Seite  413]  hervorzubringen,  setzen  wir  K = J ; so  dass  also  die’ 
Formeln  (12.)  und  (12.a  folgende  Gestalt  annehmen: 

(13.)  Ff  = 1 ((/=  + flj) , 

(13.  a)  F={C;r. 


Weitere  Entwicklung  dieses  Potentiales  /•'=.  — Sul*- 
sliluirt  man  in  (13.)  für  Q den  aus  (B.,  entspringenden  Werth, 
so  folgt: 

CM  F = *(«r,  + *SS  !/*•); 

\ y i/'f)  / 


und  hieraus  folgt  weiter,  wenn  man  für  V seine  eigentliche  Bedeu- 
tung (II.)  subslituirt: 


(15.) 


y 


. Yjpi'i 

t if*fl 


trH.u  (n'  cns ; 


wo  TT',  für  den  Punkt  dieselben  Bedeutungen  haben  sollen, 

wie  TT,  [oj]  für  |. 
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Bemerkung.  — Hs  blcibl  noch  übrig,  in  der  allgemeinen 
Formel  (15.)  den  Punkt  £'  und  die  ihm  zugehörigen  Grössen  (/<£'), 
TT’,  [tu']  zu  eliminiren,  um  in  solcher  Weise  zu  einer  Formel  zu 
gelangen,  durch  welche  der  Potentialwerth  l'\  geradezu  als  Fuucliou 
des  Punktes  £ (resp.  seiner  Coordinateu)  darycslelll  wird. 

Bei  einer  solchen  Elimination  handelt  cs  sich  unter  Andcrni 
z.  B.  auch  darum,  die  ehigekluinmcrte  Grösse  [tu']  vom  Punkt  f'  ab- 
zulösen, und  direct  von  ; ubhänyiy  zu  machen.  Diese  Aufgabe,  welche 
besondere  Schwierigkeiten  macht,  soll  im  folgenden  § behandelt 
werden. 


§ s. 


Fortsetzung.  Ueber  die  Inelinationen  und  gewisse  mit  den- 
selben zusammenhängende  Grössen. 


Wir  haben  unter  | , £'  zwei  beliebige  Punkte  verstanden,  welche 
einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  die  gegebene  Galotte  a,  also 
zwei  Punkte,  deren  Inelinationen  tu,  tu'  der  Relation  entsprechen: 
(I.)  tu  ■+■  tu'  = 2 tu,  , (motl  2n)  , 

wo  tu,  die  Inclination  der  gegebenen  Calottc  a vorstellt.  Es  bandelt 
sieb  nun  hier  um  eine  genauere  Betrachtung  der  den  Punkten  £,  £' 
zugehörigen  eingeklammerten  Grössen  [tu],  [tu']. 

Will  man  [tu]  erhalten , so  bat  man  auf  der  iiussern  Grundfläche 
G irgend  welchen  Punkt  y zu  markiren*),  und  von  ij  aus  eine  belie- 
bige Curve  nach  dem  Punkte  £ zu  legen,  jedoch  in  solcher  Art, 
dass  die  gegebene  Galotte  a von  der  Curve  nicht  geschnitten  wird. 
Sind 

y,  7<  y'<  y",  • • • I 

die  aufeinanderfolgenden  Punkte  dieser  Curve,  und  legt  man  dem 
Punkte  y die  Inclination  0 bei , so  ergiebt  sich  hieraus  (unter  Beob- 
achtung des  Gesetzes  der  Stetigkeit)  in  eindeutiger  Weise  die  Incli- 
nalion  des  nächstfolgenden  Punktes  y , sodann  die  von  /',  die  von 
y“  u.  s.  w. , schliesslich  die  von  £.  Und  diese  letztere  reprttsentirt 
das  gesuchte  [tu],  immer  vorausgesetzt,  dass  tlie  gegebene  Calotte  o 
von  der  angewandten  Curve  nicht  geschnitten  wird  (vgl.  die  Note 
Seile  4 1 7) . 


’)  Die  äussere  (iruml/täche  0 ist  früher  genau  ileliuirt  wurden;  vgl.  Seile  3SS. 


Carl  Nbiiharr, 


Der  Punkt  g besitzt  über  nicht  nur  den  Inclinalionswerth  0,  sondern 
unendlich  \iele  Inclinationswcrtho,  die  alle  von  der  Form  JV . t .t 
sind,  wo  iV  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  vorstcllt.  Wollte 
man  nun  in  ij  etwa  beginnen  mit  dem  (nclinationswcrlh  G it . so 
würden  sich  in  den  folgenden  Punkten  y,y\y",..-£  Werthe 


ergeben,  die  durchweg  um  0 n grosser  sind,  als  die  vorhin  gefun- 
denen. Wahrend  also  vorhin  der  Anfangs-  und  Endwerth  durch 

0 und  [wj 

reprüsenlirt  waren,  werden  dieselben  gegenwärtig  dargestellt  sein 
durch 

6 ;i  und  [w]  -t-  (i  n . 

Wie  dem  auch  sei,  — deutlich  tritt  zu  Tage,  dass  der  Zu- 
wachs der  Indinaliuii  bei  Durchlaufutuj  der  Curve  im  einen  wie 
im  andern  Fall  denselben  Werth  hat,  nUmlich  — !o>]  ist.  Also  der 
Satz: 
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(II.)  . . . Die  einem,  gegebenen  llnuinpunkl  £ entsprechende  Grösse  m] 
repräxenlirt  denjenigen  Zuwachs,  welchen  die  Inclination 
längs  einer  Gurte  erführt,  die  von  irgend  einer  Stelle  der 
äussern  Grundfläche  auf  beliebigem  Wege,  jedoch  ohne  die 
gegebene  Culutte  a zu  durchschreiten , nach  £ gehl. 

Oder,  ein  wenig  anders  ausgedruckt: 

Die  dem  Dunkle  £ entsprechende  Grösse  [w]  bestimmt  sich 
durch  die  Formel: 

e 

(II.  a)  [ci«J  = fdto, 

$ 

wo  g einen  beliebigen  Dankt  der  äussern  Grundfläche  G vor- 
stellt, und  die  Integration  über  irgend  welche  von  g nach  £ 
gehende  und  die  gegebene  Galolle  o nicht  schneidende  Gurve 
hintuet  strecken  ist. 

Analoges  gilt  natürlich  von  to'}  in  Bezug  auf  £ und  es  ist  also: 

{ 

(Hl.)  M = J'da,\  •) 

t 

wo  die  Integrationscurve  wiederum  eine  ganz  beliebige  Gestalt  haben 
kann,  nur  mit  der  Einschränkung,  dass  sie  die  gegebene  Calotte  a 
nicht  schneiden  darf. 

Ablösung  der  Grösse  [«■>']  vom  Punkte  — Wir  wenden 
uns  jetzt  zu  der  am  Ende  des  vorhergehenden  § genannten  Auf- 
gabe. Zu  diesem  Zweck  wollen  wir  uns  die  Punkte  £,  £'  in  be- 
liebiger Bewegung  begriffen  denken,  jedoch  der  Art,  dass  sie  stets 
zu  einander  conjugirl  bleiben  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calolte  a, 
deren  Centrum  mit  /t,  und  deren  Kadius  mit  A bezeichnet  sein  mag 
(Figur  Seile  422).  Alsdann  werden  £,  £'  in  jedem  Augenblick  mit 
p in  gerader  Linie  liegen,  und  der  Gleichung  entsprechen: 

(Dl)  ff*?')  = A*. 

Wird  also  in  irgend  einem  Augenblick  [/i£)  = A,  so  wird  in  diesem 
Augenblick  (/»£')  ebenfalls  = A werden.  Mit  andern  Worten:  Durch- 

*)  Ob  man  die  längs  der  C.urvc  an  wachsende  Inclination  mit  fo, 

oder  mit  iof , oder  mit  irgend  welchem  andern  Huchstaben  benennt,  ist  natürlich 
gleichgültig.  Und  man  könnte  also  in  der  Formel  (III.)  unter  dem  Integralzeichen 
statt  (iw'  auch  diu  setzen.  Doch  wird  es  zweckmässig  sein,  die  Bezeichnung  so 
su  lassen , wie  wir  sie  in  (III.)  gewählt  haben. 
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schreitet  der  Punkt  £ in  irgend  einem  Augenblick  die  gegebene 
Calolte  a,  so  wird  in  diesem  Augenblick  der  eonjugirte  Punkt  £' 
ebenfalls  die  Calolte  durchschreiten  (und  zwar  an  ebenderselben 
Stelle).  Umgekehrt  kann  man  sagen : 

(IV.)  ...  hl  die  Bewegung  den  einen  der  beiden  Punkte  £ , £'  von 
solcher  Art,  dass  seine  Hahn  die  gegebene  Calolte  a nir- 
gends durchschreitet , so  wird  Gleiches  auch  gellen  von  der 
correspondirenden  Bewegung  des  andern  Punktes. 

Ferner  wird  während  der  in  Hede  stehenden  Bewegung  in  jedem 
Augcublick  die  Formel  (1.)  stattlinden,  d.  i.  die  Formel: 

(V.)  ei'  = Stu0  — ai,  (mod  2 a-)  ; 

aus  dieser  aber  folgt,  dass  für  jedes  Zeitelcmenl  der  Bewegung  die 
Differentialgleichung  gilt : 

(VI.)  dm'  = d (2oi„  — o>) , 

wo  das  frühere  Zeichen  = in  = Ubergegangen  ist*). 

Lässt  man  nun  den  Punkt  £'  von  g aus  eine  ganz  beliebige, 
jedoch  die  Calolte  o nicht  durchschreitende  Bahn  (/...£’  durch- 
wandern, und  bezeichnet  man  die  correspondirende  Bahn  des  Punktes 
£ mit  /»...£,  so  crgielH  sich,  falls  man  die  Gleichung  (VI.)  über 
alle  Zeitelemente  dieser  Bewegung  integrirt,  die  Formel: 
i‘  t 

(vn.)  = — “)• 

3 * 

Da  die  Intcgrationscurvc  g . . . £'  die  Calolte  a nicht  schneiden 
soll , so  ist  das  Integral  links  identisch  mit  dem  Integrale  (III.), 
sodass  inan  also  durch  Zusammenfassung  der  Formeln  (111.),  (VII.) 
erhält: 

V 5 

(VIII.)  [ül']  =Jd(o'=  I d(t  IOa  — io) , 

3 * 

oder,  mit  Fortlassung  des  Zwischengliedes: 

(IX.)  [w’l  = fd  (2oi„  — Ol)  , 

h 

*)  Die  rechte  Seite  iler  Korrnol  (VI.)  lautet:  r/(2oi„  — oi)  und  ist  also, 
weil  <0o  eine  gegebene  ConsltuUe  vorstellt,  = — flu.  Trotzdem  wird  es  zweck- 
mässig sein,  diese  rechte  Seite  in  der  gewählten  Schreibart  zu  belassen. 
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oder , falls  man  für  den  hier  auftrelendon  Inlegralwertb  die  Abbre- 
viatur [2 r»„  — w]  einfuhrt: 

(X.)  Ja/)  = [2  cd»  — cd]. 

Dabei  sind  liinsicbllieh  dieses  in  (IX.)  und  (X.)  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Integrals  zwei  Dinge  im  Auge  zu  behalten. 

Erstens.  <j  sollte  ein  beliebiger  Punkt  der  iiussern  Gründ- 
liche G sein.  Folglich  wird  der  zu  ij  eonjugirte  Punkt  h ein  be- 
liebiger Punkt  sein  auf  der  zu  6 conjugirten  Calotic  II.  Die  Ineli- 
nalion  von  G ist  =0,  (rood  2tt)  ; folglich  ist,  nach  (I.),  die  der 
Calotte  II  eigenthUndiche  Inclination  = 2w0,  (inod  2w).  Oder  ein 
wenig  anders  ausgedruckt:  Die  Inclination  cd  der  Calotte  11  bestimmt 
sich  mittelst  der  Formel : 

(XI.)  2 cd„ — cd  = 0 , (niod2/r). 

Zweitens.  Die  in  (VIII.),  (IX.)  vorhandene  integrationscurve 
/c . . . £ ist  die  zur  Curve  ij  . . . £'  eonjugirte.  Da  nun  diese  letztere 
ganz  beliebig  war  bis  auf  die  Beschränkung,  dass  sie  die  gegebene 
Calolto  a nicht  durchschreiten  sollte,  so  gilt,  zufolge  (IV.),  Gleiches 
auch  von  der  conjugirten  Curve  h 

Somit  gelangen  wir  ftir  jenen  von  uns  mit  2 cd„  — cd]  bezeieh- 
neten  Integralwerlli  zu  folgender  Regel : Süll  das  einem  gegebenen 

Itaumpunkl  £ entsprechende  Integral  [2  c»„  — cd  ermittelt  werden , so 
hat  man  diejenige  Calotte  II  zu  construircn , für  welche  2 cd,,  — ca  ein 
ganzes  Vielfaches  von  2 n ist , auf  dieser  Calotte  einen  beliebigen  Punkt 
li  zu  markiren,  und  endlich  von  h aus  irgend  eine  die  geyebetic  Ca- 
lotte a nicht  schneidende  Curve  nach  tlem  gegebenen  Punkte  £ zu  legen. 
Jenes  Integral  [2cdu — »]  ist  alsdann  de/inirt  durch  die  Formel: 

i 

(XII.)  |2cd„  — cd)  = j" d (2  <du  — cd)  , 

k 

die  Integration  hinerstreckt  längs  der  genannten  Curve. 

.Mit  andern  Worten:  Man  hat , nachdem  die  Calotte  II  und  der 

Punkt  h conslruirl  sind,  denjenigen  Zuwachs  zu  bilden,  welchen 
die  Function  2 cd„  — cd  bei  Ihirclilaufuny  der  genannten  Curve  erfährt. 
IHeser  'Zuwachs  repräsenlirl  alsdann  den  Werth  der  gesuchten  Grösse 
[2  CD„  — CD  . 
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Diese  Regel  mag  hinfort  als  Definition  für  jede  eekig  einge- 
klammerte  Grösse  [/"(»)]  angesehen  werden,  sowohl  dann,  wenn 
die  Function  f (tu)  = i ioa  — tu  ist , als  auch  dann,  wenn  sie  irgend 
welchen  andern  Werth  hat. 

Ilezeichnel  also  f(to)  eine  tjctjvhenc  Function  der  Jnclinalion  w,  ho 
soll  unter  der  einem  tjctjcbenen  lltiumpunkl  £ entsprechenden  Grösse  [/"(«) 1 
diejenige  verstanden  werden , welche  sich  bestimmt  mittelst  der  Formel : 

{ 

(XI»)  (/»)=/''/»■ 

k 

Dabei  ist  unter  h ein  beliebiger  Punkt  derjenigen  Unloltc  II  zu  ver- 
stehen, für  welche  f(m)  ein  ganzes  Vielfaches  von  tu  ist.  Und  die 
Integration  ist  hinerstreckt  zu  denken  über  eine  beliebige,  von  h nach  £ 
gehende,  jedoch  die  gegebene  Uulotle  a nicht  durchschreitende  Ctirce. 
Man  bemerkt  sofort,  dass  die  früher  in  (II.),  (II.  a)  angewandte  Be- 
zeichnung dieser  allgemeinen  Delinition  sich  subsumirt  als  ein  spe- 
cieller  Fall. 

Beispiel.  — Nimmt  man  für  f (m)  einmal  die  Function  2 1»0 — tu, 
das  andere  Mal  die  Function  01  — iw,,  so  ist  die  Calolle  II  in  bei- 
den Füllen  dieselbe.  Aber  die  in  Betracht  kommenden  Zuwüchse 
hal)cn  entgegengesetzte  Worthe.  Kurz  es  ergiebt  sich : 

(!w»  — w|  = - |w  - Sw,] ; 
und  ebenso  ergiebt  sich  allgemein : 

(xiv.)  l/»]=  - (-/»]; 

folglich : 

(XV .)  cos  J 1 f (cs) ] = cos  J ( — AH  I • 

Zweites  Beispiel.  — Sind  u und  b zwei  der  gegebenen  Ca- 
lolte  (i  nuendlich  nahe  liegende  Punkte,  u auf  ihrer  ohern  und  b auf 
ihrer  untern  Seite  Figur  Seite  422),  und  bezeichnet  man  die  Werthe 
der  Grösse  [w  — 2 «„]  ftlr  diese  Punkte  a und  b resp.  mit 
(oi  — 2 w,  ]«  und  [w-iw,]», 
so  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Definitionen  (XII.) , (XIII.)  : 

(XVI.)  [w  — 2 in,],  — [w  — 2ci»„j»  = 2/r; 

und  hieraus  folgt  sofort: 

(XVII.)  cos  J [w  — 2 = — cos  ) [w  — 2 tuc]t  . 
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Drittes  Beispiel.  — Bringt  man  die  allgemeine  Definition  (XIII.) 
in  Anwendung  auf  die  Function 

f[vi]  = w — w,  , 

wo  o ein  beliebig  gegebener  fester  Punkt  sein  soll,  so  erhalt  man 
für  die  Calotte  II  diejenige,  welche  durch  diesen  Punkt  n hindurch- 
geht; so  dass  man  also  für  h den  Punkt  o selber  nehmen  darf. 
Demgemäss  ergiebt  sich  für  die  einem  gegebenen  Punkt  £ entsprechende 
(Irösse  [o>  — ca,]  die  Formel: 


0 

oder,  was  dasselbe  ist: 

I 

(XVIII.)  [tu  - ta,]  = fdh>, 

0 

die  Integration  hinerstreckt  (Iber  irgend  eine  von  o nach  £ gehende 
und  die  Calotte  a nicht  schneidende  Curve. 


§ G. 

Fortsetzung.  Das  elektrische  Potential  der  betrachteten 

Calotte. 


Sind  £ und  £'  irgend  zwei  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  «j 
zu  einander  conjugirle  Punkte,  so  linden  zwischen  ihren  (Koordinaten 
A,  o>,  tp,  T7  und  A',  tp',  TT'  die  Relationen  statt  (vgl.  Seite  379) : 


(“•)  A = A', 

(£.)  io  ■+■  tu'  5 tu,,  (inod  J®) , 

(y.)  tp  = tp',  (motl  2 tc) , 

(d.)  - "=  = , 

wo  die  lnclination  and  ii  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  gege- 
benen Calotte  bezeichnet.  Mit  Rücksicht  auf  («.),  (ii.)  ergiebt  sich 
weiter  (vgl.  Seite  373) : 


(«■) 


TT  = — 

} ' 1 — i X cos  tu  + Ä- 


(CO 


n'  = 


* b yi 

|/f  — SÄ  cos  (4®»0  — w + i'1 
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Uriil  endlich  ist,  wie  wir  im  vorhergehenden  §,  in  (X.)  gefunden 
liehen : 

(q.)  (<«'l  ” — '“)> 

wobei  die  Definitionen  (XII.),  (XIII.  im  Auge  zu  liehallen  sind. 

Vermöge  (d.)  gewinnt  die  in  (15.)  Seile  120  für  das  elek- 
trische Potential  gefundene  Formel  folgende  Gestalt: 

"« I *-K( *SS (" -i)  * äW (.•  ~ I ‘ 

und  hieraus  folgt  weiter  durch  Itcnulzung  der  Gleichungen  t.),  £.) 
und  ( y .) : 

(17.)  F:=  ic(Aretg(y-^C^w  + X,l 
| i«. . m \ 4 V * • «•*»  4 «I  / 

^ I I - i).  ms  tu  + /- 

y \ — i X cos  (io  — i u»«i)  + l1  io  . ji  ( 4 | A . cos  J — <«>  ff 

Gleichzeitig  ist  (vgl.  13.  a)  Seite  120  : 

(18.)  F=  i V;t. 


Resultat.  — Denkt  man  sich  alsa  die  gegebene  Galalle  a,  deren 
Inclinalion  mit  io„  bezeichnet  wurde , isalirl  und  mit  derjenigen  elektri- 
schen llelegung  versehen , i reiche  ahne  äussere  Kräfte  im  lileichgeirichl  ist, 
sa  wird  ilas  van  dieser  llelegung  auf  irgend  einen  Haumpunkl  i m,  g,  fl 
amgeübte  Potential  h\  den  in  IG.),  17.)  angegebenen  Werth  haben. 

Dabei  ist  in  (IG.)  unter  £'  (X',  o>’,  g TT  derjenige  Punkt  zu  verstehen, 
welcher  zu  £ coujmjirt  ist  in  llezug  auf  die  gegebene  Galolte  a,  ferner 
unter  B der  llatlius  des  Grundkreises  dieser  Calolle.  Ausserdem  be- 


zeichnet C eine  willkürliche  Gonslante.  oder  besser  ausyedrückl}  eine 
Ganstante,  welche  abhängl  van  der  der  Galalle  zucrlhcillcn  Kleklriciläls- 
menge,  und  welche  mit  dem  canstanlen  Werth  F,  den  das  Potential 
auf  der  Galalle  besitzt,  Zusammenhang t durch  die  Formel  (18.). 

In  diesen  Formeln  (IG.),  (17.)  sind  die  Inelinalionen  a>  und  tu’ 
in  beliebiger  Weise  gerechnet  zu  denken,  also  nur  bestimmt  bis  auf 
ganze  Vielfache  von  2 n.  Hingegen  unterliegen  die  eckig  eingcldammerlcn 
Grössen  [w],  [w'  , l2  «„ — w]  den  in  (XII.),  (XIII.)  Seite  425  auf- 
gestellten  Dc/initionen. 

Specialfall  der  Kreisfläche.  — Ist  die  gegebene  Calotte  n 
eine  Kreisfläche , mithin  o>„  = sr,  so  gehl  die  Formel  (17.)  Ober  in: 


(«.)  h’i 


/!/._- + Arr,  /V. 

\ ty  X . ros  1 ,«1  / |M  . . II  \i  y X 


<A  cos  tu  + A*  \ \ 
cos  i [%  rt  — tu  II 


Digitized  by  Google 


VkSTIIEII.IING  rtF.R  ElEKTMCITÄT  AFF  EINER  KlT.ELCALOTTE. 


429 


Will  man  genauer  eingelten  auf  die  im  letzten  Gliede  enthaltene 
Grosse  [2 n — w],  so  hat  man,  nach  (XIII.),  zunächst  diejenige  Ca- 
lotle  II  zu  construiren,  für  welche  die  Function  2 n — w gleich 
einem  ganzen  Vielfachen  von  2?r  ist.  Diese  Calotic  II  ist  oflenltar 
im  gegenwärtigen  Fall  identisch  mit  der  äussern  Grundfläche  f». 
Solches  aber  constalirl,  ergieht  sich  sofort , tlass  die  Grossen 
[nt]  und  [in  — w] 


entgegengesetzte  Werthe  halten , und  dass  also  z.  B. 

cos  | [fit]  = cos  | [2>t  — Cd] 

ist.  Demgemäss  sind  die  beiden  Glieder,  welche  die  rechte  Seile 
der  Formel  («.)  ausmachen,  einander  gleich,  sodass  man  erhält : 


(fM 

in  vollem 


F;  = 
Einklang  mit 


C Arclg  (V ' 

(0 . . n\  \ * 


— t ^ CM  o»  + Ä2 

* y x . cos  | {»] 

iler  Könne!  (10.)  Seite 


)• 


5 1- 

Fortsetzung.  Die  Gesammtmasse  der  auf  der  Calotte 
vorhandenen  Elektricität. 

Wir  wollen  (was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  unserer  Unter- 
suchung erlaubt  ist)  annehmen,  die  Inclinalion  <»a  der  gegoltenen 
Galotte  fl  liege  zwischen  (I  uml  n : sodass  also  [vgl.  (29.)  Seite  378] 
die  Relationen  stattfinden: 

(19.)  0 < M„  < (it,,  = 2iu0  < 2?r. 

Und  die  diesen  vier  Werlhen  von  et  entsprechenden  Calotlen  mögen 

der  Reihe  nach  bezeichnet  sein  mit 

(20.)  G,  fl,  C„,  G, 

sodass  also  C„  diejenige  Calotte  repräsentirt,  welche  durch  den 

Mittelpunkt  /i  der  Calotte  fl  hindurchgehl,  während  (1  (nach  wie 

vor)  die  äussere  Grundfläche  bezeichnet. 

Sind  t,  t'  irgend  zwei  Calotlen,  die  einander  conjugirl  sind  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  a,  so  wird  offenbar  der  Neigungswinkel 
(fl,  t),  unter  welchem  die  Calotlen  n und  r am  Grundkreise  zu- 
sammenslossen , eiten  so  gross  sein,  wie  der  Neigungswinkel  (o,  r'), 
welchen  o und  t'  daselbst  machen.  Lässt  man  in  dieser  Gleichung 
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(ff,  *)  = (ff,  o 

die  Calotte  t durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  gehen,  mithin  in 
G sich  verwandeln,  so  wird  gleichzeitig  die  conjugirle  Calotte  t' 
durch  den  Mittelpunkt  /<  gehen,  also  sich  verwandeln  in  Gh . Man 
erhalt  also: 

(o , f»)  = (ff , C,) , 

d.  i. 

(*t.)  <«.,  = £, 


wo  f den  in  der  nebenstehenden  Figur  angegebenen  Winkel  be- 
zeichnet. Gleichzeitig  folgt  aus  dieser  Figur: 

»;  = 8 n — (w„  +•  £) , 
also  mit  Rücksicht  auf  (21.): 


(82.)  i;  = 2jr-2w0. 

Solches  vorangeschickt,  gehen  wir  zurück  zu  den  Formeln  (16.), 
(18.),  Seite  428,  welche  lauten: 

(23.)  F(  « 4 c (An-tg  (insr , + n Arctg  („•„«*(-■))}’ 
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(8t.)  F = \ Cit, 

wo  das  Uberslrichene  F den  Werth  von  F auf  der  gegebenen  Ca- 
lotte  <i  bezeichnet. 


Das  Potential  F für  einen  unendlich  fernen  Punkt  £.  — 

lassen  wir  den  Punkt  £ imt  Unendliche  ijehen,  so  wandert  der  con- 
jugirte  Punkt  £'  nach  dem  Mittelpunkt  /i  der  Calotte  a.  Und  gleich- 
zeitig nehmen  alsdann  die  Parameter  TT  und  TT'  dieser  Punkte  die 
Werthe  an*): 

n=(gi),  n'  = a, 

wo  A den  Kadius  der  Calotte  a vorstellt;  sodass  also  die  Formel 
(23.)  übergeht  in : 

(St.a)  F{  = 4C  jArclg  ( — B - ,)  Aret ji/: — B , )\- 

J ho. vpt) cos  II»]/  t/*fi  (o..»i\Acos  1“  I) 

Da  £ in  unendlicher  Ferne  sich  befindet,  und  £'  in  « liegt,  so  er- 
geben sich  für  [w]  und  [tu']  die  Werthe: 


M = °.  [«»'I  = - i, 


wo  tj  den  in  der  vorstehenden  Figur  angegebenen  Winkel  bezeichnet 
[vgl.  etwa  (II.),  (II.  a),  (III.)  Seite  423];  und  hieraus  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  (22.) : 

J [«(]  = ° , 4 [«■*']  = — 3C\ 


sodass  also  die  Formel  (24. a)  folgende  Gestalt  erhalt: 
(8S.)  = »c{ArctK(^)+  ^ArctgJ-^-  -)}. 


Hier  ist,  was  das  erste  Glied  betrifft , 
lieh  klein,  und  also: 


(ji  £)  = oo,  mithin 

jä 
(Md  ' 


unend- 

ipli 


Was  ferner  das  zweite  Glied  betrifft , so  ist  nach  der  vorstehenden 
Figur:  B = A sin  ft,  wo  /i  den  beim  Punkte  fi  markirten  Winkel  be- 
zeichnet. Dieser  Winkel  ist  aber  supplementär  zum  Winkel  m„  (weil 
ihre  Schenkel  auf  einander  senkrecht  stehen).  Folglich  ist: 

(?5.a)  B = A sin  u>„, 

folglich : 

— 7—5 = — tu  tüa  = lg  (7t  — bla)  , 

A cos  w0  B ^ ' ’ 


*)  Vgl.  die  Delinition  des  Parameters  Seite  3fi9. 

Abbnndl  4.  K.  8.  d.  WlwMkftcb  XX.  J)Q 


Digitized  by  Google 


Ca  hi.  Nbiimann, 


also  mit  Rücksicht  auf  die  kurz  vor  (19.)  getroffene  Festsetzung]*)  : 
Arctg  I — r B — | = it  — to„ . 

10..  *|  \ A COS  “o/ 

Somit  ergiebt  sich  aus  (25.) : 

iq  A(tr-  wJi 

(«■)  *=^{7^  "-^*4 

oder,  falls  man  den  sphärischen  Radius  der  ycyebeuen  Calolle  a mit 
B'  bezeichnet,  und  beachtet,  dass  dieser  Radius  B'  = A (t  — w„)  ist: 

(27  ) Ft  = * C 0 + ^ • 

1 ’ * (gl) 

Diese.  Formel  repräscntirl  also  den  Werth  des  Potentials  F:  für  einen 
unendlich  fernen  Punkt  {.  Und  aus  dieser  Formel  folyt  sofort , 
dass  die  auf  der  ycyebeuen  Calolle  a vorhandene  Eleklricitälsmenye  M 
den  Werth  hat: 


1/  = JC  8 + B)  . 


Gleichzeitig  ist  nach  (2 4.): 


V=  J c.c. 


ico  F den  conslanten  Werth  von  F auf  der  gegebenen  Calolle.  vorstellt. 
Aus  (28.)  und  29.)  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Constanle  C 
folgendes 

Resultat.  — Denkt  man  sich  eine  isolirle  Eugelcalolle  mit  einer 
yegebenen  Flektricitälsmeuge  M geladen , so  wird  der  constanle  Werth 
F,  welchen  das  elektrische  Potential , nach  Eintritt  des  Gleicliyewichls- 
zustandes , in  allen  Punkten  der  Calolle  besitzt,  zu  jener  Menge  M in 
der  Beziehung  stehen: 

(30.) 

wo  B'  den  sphärischen  Radius  der  Calolle  vorstrill,  während  B den 
Radius  ihres  Grundkreises  (d.  i.  ihres  Randes)  bezeichnet. 

Specialfall  der  Kreisfläche.  — In  diesem  Fall  wird  offenbar 
B'  = B,  sodnss  die  Formeln  (28.),  (29.)  die  Gestalt  annelunen : 

(«.)  M = CB. 

!ß.)  ?-\C> r. 

Dies  ist  in  vollem  Einklang  mit  den  Formeln  (l.a),  (l.b)  Seite  412, 


nach  welcher  to0  zwischen  0 und  /r  liegen  soll. 
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falls  man  nur  beachtet,  dass  das  gegenwärtige  F dort  mit  F„  be- 
zeichnet ist. 

Specialfall  der  ganzen  Kugellläche.  — In  diesem  Fall  ist 
offenbar  B = 0,  und  B'  = An-,  falls  nämlich  A den  Radius  der 
Kugeldächc  vorstellt.  Somit  folgt  aus  (28.),  (29.): 

(y.)  M = 

(S.)  F = {Cn, 

mithin 


was  mit  bekannten  Sätzen  im  Einklang  steht. 


§ 8. 

Fortsetzung.  Die  Dichtigkeit  der  auf  der  Calotte  vorhan- 
denen Elektricität. 


Es  sei  (ab)  ein  unendlich  kleines,  zur  gegebenen  Calotte  o senk- 
rechtes, und  von  dieser  halbirlcs  Linienelement,  von  solcher  Lage, 
dass  die  Richtung  von  a nach  b diejenige  ist,  in  welcher  die  In- 
clination  <•>  wächst.  Bezeichnet  man  diese  Richtung  ab  mit  n,  so 
ergiebl  sich  für  die  elektrische  Dichtigkeit  F)  die  Formel : 


d.  i. 


t.T  l) 


* Fa  ~ F„) 

a»  ’ 


4.-r  D 


»(F.-FS  am 
fl  <u  dn  ’ 


wo  ~ einen  positiven  Werth  hat,  weil  o>  in  der  Richtung  n wächst. 
Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aber  aus  (7.)  Seite  372: 


1 — I X cos  4-  A* 


1 — 2 X cos  w#1  + X* 


dn  iBX 

so  tlass  sich  also  ergiebt : 

<31-)  D = (F'a  F'b)  - 

wo  F'„  und  F6  die  partiellen  Ableitungen  von  Fa  und  Fh  nach  w 
vorstellen. 

Um  zunächst  im  Allgemeinen  F,  d.  i.  die  Ableitung  von  F 
nach  iu  zu  finden,  müssen  wir  zurückgehen  zur  Formel  (17.)  Seite  428. 
Diese  besitzt  bei  Einführung  geeigneter  Abkürzungen  die  Gestalt: 
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" - *«{*■«!  <^>  * V5  (*^)J  ■ 

und  giebt  also,  falls  man  partiell  nach  to  difleronzirt,  und  diese 
partiellen  Ahlcilungcn  stets  durch  Accente  andeutet: 


Fig.  9 b. 


Dabei  haben  ip,  ip,  <p',  \f>’  die  Werthe: 


I — i 1 cos  u -*•  A1 

,p  = n , 

i — SA  cos  («  — iai  ) + A* 


tp'  = 4 sin  io  j 
1 1>'  = \ «in  (io  — 8 u<#)  , 


und  ferner  t , V,  L",  V'  folgende  Werthe : 


(35.) 


V = cos  } [io] , 

V = cos  4 [w  — 8 io.] , *) 


V = - { sin  { [u] , 

V'  = — | sin  i [io  — 8 io.]. 


’ Es  isl  nämlich  nach  XIV.'  Seile  täfi  : iiu„  — <J  — — ( io  — 8io„J. 
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Auf  der  gegebenen  Calotte,  d.  i.  I'tlr  w = >oa,  nehmen  die 
Functionen  <p,  tp,  tp',  y/  folgende  Werthe  an: 

(gültig  im  Punkte  a wie  auch  im  Punkte  b) 

4 — 1 X cos  w + H1 

(36.)  tp  = tp  = u— , Cp  — — ip  = \ Sill  Wo, 

und  zwar  gelten  diese  Formeln  auf  beiden  Seiten  der  Calotte,  tl.  i. 
sowohl  für  den  Punkt  a,  wie  auch  für  den  Punkt  b. 

Hingegen  haben  die  mit  [tu]  und  [tu  — 2 ot„]  behafteten  Func- 
tionen U,  V',  U\  V”  in  je  zwei  solchen  Punkten  a und  b entgegen- 
gesetzte Werthe,  wie  solches  aus  unseren  früheren  Betrachtungen 
[vgl.  namentlich  (XVI.)  Seite.  426]  unmittelbar  folgt.  Um  zunächst 
die  Werthe  dieser  Functionen  im  Punkte  a zu  linden,  wollen  wir 
(ebenso  wie  früher,  Seite  429)  festsetzen,  dass  w„  zwischen  0 und  ir 
liegen  soll.  Alsdann  gelten  die  schon  damals  notirlen  Relationen: 
(37.  a ) 0 < (i>„  < (Of,  = 2 <ü„  < ä 7t. 

Auch  mögen  ebenso  wie  damals  die  diesen  vier  Inclinationswerlhen 
entsprechenden  Calotlen  hinzugefugt  werden: 

(37.$  0,  a.  CH,  G. 

Solches  festgesetzt  ist  offenbar  die  dem  Punkte  a entsprechende 
Grösse  [m]  = o>„,  (vgl.  die  Figur  Seite  434).  Um  ferner  die  diesem 
Punkt  a entsprechende  Grösse  [o> — 2 m„]  zu  linden,  haben  wir  zunttchst 
diejenige  Calotte  zu  construiren,  für  welche  die  Function  w — 2 toc 
ein  ganzes  Vielfaches  von  2 n wird;  — dies  ist  offenbar  die  Calotte 
Sodann  haben  wir  von  irgend  einem  Punkte  dieser  Calotte  aus  eine 
Curve  nach  dem  Punkte  a zu  legen,  jedoch  so,  dass  die  gegebene 
Calotte  0 von  der  Curve  nicht  geschnitten  wird.  Endlich  haben  wir 
denjenigen  Zuwachs  zu  beobachten,  welchen  die  F’unction  ro  — 2 ca„ 
bei  Durchlaufung  dieser  Curve  erführt.  Dieser  Zuwachs  reprüsenlirt 
alsdann  die  dem  Punkte  u zugehörige  Grösse  [to — 2 . Verführt 

man  nach  dieser  Regel,  indem  man  dabei  hinblickt  auf  die  Figur 
Seite  434,  so  erhalt  man  für  die  in  Rede  stehende  Grösse  den 
Werth  tj  ■+■  m„ . Es  ist  also  mit  Rücksicht  auf  (22.): 

I [to]  = u»„  , 

fiir  den  Punkt  a : 

( [to  — Sn»,,]  = ij  •+■  ioa  — 2 n — ci„  . 
Substituirt  man  aber  diese  Werthe  in  (33.),  so  ergiebl  sich 
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(im  Punkte  aj 

;38.<i,  V = — V — cos  J<u„,  V = V = — | sin  |<u0. 

Im  Punkte  l>  sind,  wie  schon  bemerkt  wurde,  die  entgegengesetzten 
Werlhe  vorhanden.  Also 

(im  Punkte  b) 

(38.  b)  U ss  — V cs  — cos  \u0 , U'  =»  V'  = } sin  Jo#,. 


lim  nun  schliesslich  , F‘h  zu  erhallen,  sind  die  Werlhe  (30.) 
und  (38.  a,  b)  in  (33.)  zu  subslituircn.  Um  niiher  hierauf  einzugehen, 
bemerken  wir,  dass  nach  (36.),  (38. a,  b)  sowohl  für  a wie  auch 
für  b die  Kelationen  staltlinden: 


tp  = <P,  </''  = — v'< 

V = - U,  V = {/', 


so  dass  wir  also  y,  y'  und  V',  V’  eliminiren  können.  Die  in  solcher 
Weise  aus  (33.)  entstehende  Formel  lautet: 


r = 

( t*  4 ■ <pl  V<f 


<F 

<F 


Arcli 


Substiluirl  man  endlich  hier  die  aus  (36.),  (38. a)  s|icciell  Dir  tlen 
Punkt  u sich  ergebenden  Werlhe : 

Uip'  — iipLi"  — * *.*'  sin  Jij„, 


Vif*  — i t* r'  . 4 

«;*  + * = S1" 


so  erhitll  man : 

8 1 I |J=  V ,«...d  ' 1 I) 

und  hieraus  folgt  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (36.  . 38.  a)  : 


( 4 l >.  . sin  .1  io  4 X sin  <u„  / ]/ \ — 4 X cos atn  + A ’\ ) 

19. ; F\  = 1 C — - -f-  , - . ° „ Aralg  ( 

1 a - \y\  — iA  cos  ti#ö  + A2  « - iA  cos  wu  + A2,0  ” \ . cos  jWo 


Auch  Übersicht  man  leicht,  das  für  /•’,  derselbe  Ausdruck  sich  er- 
giebl,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  statt  der  Grössen  sin  J w„ 
und  cos  ) (■),.  die  entgegengesetzten  Grössen:  — sin  ) m„  und  — cos  J i% 
einlreten.  Demgemtiss  kann  man  schreiben : 

(40.)  /••.  = L + i/Arclß  (JV), 

(0  , . .7) 

(41.)  F'  = - 1.  + M Arctg  (-  .V)  . 

tu  ■ ■ .71 
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Hieraus  folgt: 

F'  — F ==  i/.  + il  [Arctg  (A'i  — Arctg  (—  .Vi  1 , 

io  ■ ■ m J 

oder,  was  dasselbe  (vgl.  die  Note  Seite  115): 

F’  -P;  = 8/-  + M \:i-i  Arctg  {-  N)  1 , 

L (0 . . n\  J 

= ZL  + iM  [y  - Arctg  (-  A)  j , 

oder,  falls  man  für  L,  M ihre  aus  (39.),  (40.)  ersichtlichen  Werthe 
substituirl,  und  die  Wurzelgrüssc  V\  — 2 ).  cos  t%  -t-  X1  für  den 
Augenblick  = (j  setzt: 

(«.)  F’  - Fl  = c!^  -H  [}  - Arctg  ( . <*  — )1). 

' 0 1 ( v «9  L io..«)  'ifA  • ™ 3“>„/JI 

Substituirl  man  diesen  Werth  in  (31.),  so  erhält  man  die  gesuchte 
elektrische  Dichtigkeit: 

(43.)  />  = / /*?-£  + ^ [ : - Are.«  1-=^ )]>, 

**1  4BE>  L*  t«..i)  Uv».  cos}<u„/J/ 

wo  e = VI  — SA  cos  cu„  +- 


Beseitigung  einer  gewissen  Einschränkung.  — Die  ge- 
gebene Calotic  a wird , falls  man  ihre  (Dclination  <o„  einmal  = .]  ,-r, 
das  andere  .Mal  = ?t  n macht,  in  beiden  Fällen  eine  Halbkugel  sein. 
Ist  überhaupt  irgend  ein  positiver  achter  Ifruch  t>  gegeben,  so  wird 
man  (abgesehen  von  der  verschiedenen  l.age)  ein  und  dieselbe  Ca- 
lotte  erhalten,  einerlei  ob  man  w,  = Htt  oder  = 2jt  — <> n setzt. 
Ja  noch  mehr:  man  erhi.lt  (der  Gestalt  nach)  ein  und  dieselbe  Ca- 
lotte  für  alle  oi„  von  der  Form : 

A.)  <o0  = -V  . 2.T  H-  #a  , tt  ein  pos.  achte l'  Bruch) 

wo  N eine  willkürlich  variiteude  (bald  positive,  bald  negative)  ganze 
Zahl  sein  soll.  Will  man  aber  die  Formel  (43.)  auf  die  C.alotte  anwen- 
den, so  darf  man  für  o>„  nicht  diesen  allgemeinen  Werth  nehmen, 
sondern  ist  gezwungen,  sich  des  speciellern  Werthcs 
.S.j  tu,,  = ,7  \t>  ein  pos.  achter  Bruch) 

zu  bedienen.  Denn  nach  unserer  Lkurz  vor  (37.«)  gemachten  Vor- 
aussetzung soll  ja  10,,  stets  zwischen  0 und  .7  liegen. 

Nun  bemerkt  man  einerseits,  dass  die  Functionen 
sin  (•>„,  sin  j <•>„  , cos  J tu,, 
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für  das  speciclle  Argument  ( S . sUmmllich  positiv  sind,  und  anderer- 
seits, dass  diese  Functionen  für  das  allgemeine  Argument  (A.)  Werlhe 
annelimcn,  die  sich  von  jenen  positiven  für  das  specielle  Argument 
(■ S .)  geltenden  Werthen  nur  durch  ein  anderes  Vorzeichen  unter- 
scheiden können.  Folglich  wird  man  die  Formel  ;43.)  ganz  unum- 
schränkt, nämlich  auf  das  allgemeine  Argument  A.)  in  Anwendung 
bringen  können,  falls  man  nur  in  ihr  statt  sin  und  cos  substiluirt 
abs  sin  und  abs  cos.  — Wir  gelangen  somit  zu  folgendem 


Resultat.  — Denkt  man  sich  eine  Calotic,  deren  Inclinalion  to„ 
beliebig  gegeben  ist,  isolirl  und  mit  irgend  welcher  Elcklricilütsmcnge 
geladen,  so  wird  die  nach  Eintritt  des  Glcichgeiriehlszuslundes  vorhan- 
dene elektrische  Dichtigkeit  I)  für  jeden  auf  der  CaloUe  gelegenen  Ihmkt 
[X,  (•>„ , tp,  TT)  dargestellt  sein  durch  die  Formel: 


r /(i  . abs  sin  i < 

U.  I)  ==  ± 


abs  sin  <o 
i B 


-[7“üüS(iTT: 


wo  g = V t — S i ros  u»„ 


»I 

X*. 


abs  cos  | öiö 


liier  ist  B der  lladius  des  Grundkreises , und  I,  eine  Constante,  welche 
abhängl  von  der  der  Calotle  zuertlieilten  Elektricitätsmenge. 

Die  in  dieser  Formel  (44.)  enthaltene  Inclinalion  oi„  kann  be- 
liebig gegeben  sein,  also  unbestimmt  sein  bis  auf  Vielfache  von  in. 


Beachtet  man,  dass  die  Coordinale  ).  zum  Parameter  TT  in  der 
Beziehung  stellt  [vgl.  (14.)  Seile  373]: 


TT  = 

v 

und  dass  ferner  der  Itai  ius  B des  Grundkreises  zum  Radius  A der 
Calotle  in  der  Beziehung  steht  [vgl.  (23.  a)  Seile  431]: 

B = A . abs  sin  <«„  , 


so  kann  man  die  Formel  (44.)  auch  so  schreiben: 

r fab*  sin  I tu  abs  sin  w f ..  / d 

<t5>  *-£{— ir  +-  - 


oder  auch  so: 


(46.) 


I)  = 


£ /abs  sin  \ ai0 

Tn  \ ff" 


l1  (n.  al,s  cos  l «,„)]/• 


Bei  all’  diesen  Formeln  (44.),  (45.),  (4(>.)  sind  in  Betreff  der  Con- 
stanten  C im  Auge  zu  bchullen  die  Relationen  (28.) , (2‘J.) : 
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M = i C (B  ■+-  B'j , 

¥ = \ Cn. 

Specialfall  der  Kreisfläche.  — Für  diese  wird  w„  = ,-r,  und 
A = oo,  also  nach  (46.) : 


ferner  M — CB  und  F = J Cti  (vgl.  Seite  432). 

Specialfall  der  ganzen  Kugelfläche.  — Für  diese  wirtl 
oi„  = 0 und  B = 0,  also  nach  (4C.) : 


(/*•) 


I)  = 


_c/0+  »U  C 

Sn  ( tAJ  SA 


Zugleich  wird  M = J C Arr  und  F = 
man  also  erhalt: 


(/•) 


D = 


w 

in  A«’ 


C 7t 


(Seite  433) ; sodass 


wie  (i  priori  zu  erwarten  stand. 


§ 9- 

Die  Green’sche  Function  und  die  Green’sche  Belegung  für 
eine  gegebene  Kugelcalotte. 

Um  die  Green’sche  Function  und  die  Green'sche  Belegung  für 
die  gegebene  Calotte  o und  einen  gegebenen  Centralpunkt  o zu 
linden , hat  man  die  früher  (Seite  403)  aufgestellle  Regel  anzuwenden. 
Man  hat  also  um  o mit  beliebigem  Radius  II  eine  Kugelflltche  zu 
beschreiben,  und  diejenige  Calotte  s zu  construiren,  welche  in  Bezug 
auf  diese  Kugelflache  (o,  II)  zur  Calotte  o conjugirt  ist. 

Denkt  man  sich  diese  neue  Calotte  * mit  derjenigen  elektrischen 
Belegung  versehen , welche  ohne  äussere  Kräfte  im  Gleichgewicht 
ist,  und  deren  Potential  auf  s selber  = I ist,  so  gellen  für  die 
Dichtigkeit  D , dieser  Belegung  und  für  das  von  ihr  auf  einen  be- 
liebigen Raumpunkt  x ausgcUble  Potential  F„  zufolge  unserer  vor- 
hergehenden Untersuchungen*),  die  Formeln: 

*]  Die  Gleichung  (49.)  folgt  aus  unseren  früheren  Formeln  (16.),  (18.; 

Seite  428,  falls  man  nur  beachtet,  ilass  im  gegenwärtigen  Fall  F=  I werden 
soll.  Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  nämlich  aus  (18.)  sofort:  C = — ♦ Und  dieser 
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(49-J  = ± ta  (pT-  i»» T^])  - £ trc.%  (^TrTl)}- 

i Hr - * -i- 1 T - *r « ( fr^rr^  )]>  ■ 


Hier  bezeichnet  D den  Radius  des  Grundkreises  der  Calotte  *;  ferner 
x'  den  in  Bezug  auf  s zu  x conjugirlen  Punkt.  Gleichzeitig  sind  w 
und  V diu  inclinationen  und  Parameter  der  hetretTenden  Punkte  in 
Bezug  auf  den  Grundkreis  der  Galutte  ». 

Ebenso  wie.  unter  Zugrundelegung  der  Kugelfliiche  (o,  //),  * zu 
a cunjugirl  ist,  ebenso  mag  der  Kaumpunkt  c conjugirl  sein  zu  einem 
mit  f bezeiehneten  Punkte.  Alsdann  ergeben  sich,  was  die  unjirüng- 
liche  Calotte  «r  betiilfl,  fttr  die  dein  Ccnlral|iunkte  o entsprechende 
Green 'sehe  Function  G°,  sowie  für  die  Dichtigkeit  1°  der  demselben 
entsprechenden  Grcen’schen  Belegung  die  Formeln  (Seile  403, : 


(51.) 


iS«.: 


“ :o£j  F*  ’ 
H- 

” I) 

l»  (Otf}3  * ' 


Es  handelt  sich  nun  darum,  mittelst  dieser  Formeln  (’>"  und  >,"  dar- 

4 «o 

zustellen  als  Functionen  der  Punkte  o,  £ und  <j*),  resp.  ihrer  Goor- 
dinalcn. 

Zu  diesem  Zweck  mögen  zunächst  die  schon  eingefuhrlen  Be- 
zeichnungen vervollständigt  werden  durch  die  Tafel: 


s 

o 

C' 

* 

53.) 

(o,  //) 

X 

s 

* 

Werth  von  C ist  also  in  (16.)  zu  substituiren.  — Sodann  ergiebt  sich  dio  Glei- 
chung (50.)  aus  unserer  früheren  Könnet  (45.!  Seite  438,  indem  man  wiederum 

C = setzt. 

71 

* Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  wir  die  Buchstaben  O uod  s 
hier  in  doppelter  Weise  verwenden,  indem  wir  darunter  bald  die  Calotten  selber, 
bald  hmkte  auf  diesen  Calotten  verstehen 
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vgl.  Seite  393.  Es  kann  alsdann  £'  nach  Belieben  delinirt  werden 
entweder  als  derjenige  Punkt,  welcher  zu  | conjugirt  ist  in  Bezug 
auf  die  Calotte  a,  oder  auch  als  derjenige,  welcher  zu  x'  conjugirt 
ist  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  (o,  II).  Gleichzeitig  mögen  die 
peripolaren  Coordinaten  der  Punkte  o,  £,  a in  Bezug  auf  den 
Grundkreis  der  gegebenen  Calotte  a mit 

k,  io,  ip,  TT , 

und  die  peripolaren  Coordinaten  der  Punkte  o,  x , x',  s in  Bezug 
auf  den  Grundkreis  der  lliilfscalotte  » mit 

I,  w,  v,  P 

bezeichnet  sein.  Dabei  mag,  was  die  Rechnung  der  Inclinalionen 
io  und  it’  behilft,  festgchalten  werden  an  der  auf  Seile  382  fest- 
gesetzten Regel.  Als  obere  Seilen  der  den  beiden  Calotten  s und  o 
zugehörigen  Uusscrn  Grundflächen  sollen  nämlich  entweder  die  einan- 
der zugekehrten , oder  die  von  einander  ubgewandten  genommen  werden. 

Alsdann  gelten  nach  (48. b)  Seite  384  die  Relationen: 

(I.)  es  to.  — (u„ , mod  2.t)  , 

II.)  »v  = — cu0 , (mod2/r). 

Denken  wir  uns  die  beiden  in  Bezug  auf  die  Kugelfläehe  (o,  II) 
einander  conjugirlen  Punkte  x und  £ in  beliebiger  ISctccgung  begriffen , 
jedoch  eo,  dass  x niemals  mit  der  Calotte  s,  mithin  £ niemals  mit  der 
Calotte  a in  Heriilirung  kommt,  [vgl.  (53.)] , so  erhalten  wir  aus  (I.) 
für  irgend  ein  Zcitclciucnt  dieser  Bewegung  folgende  Formel : 

I.  A)  dwz  = d (tu:  — to0)  , 

wo  das  frühere  Congruenzzeichen  (=)  in  ein  Gleichheitszeichen  (=) 
Ubergegangen  ist,  und  wo  das  auf  der  rechten  Seite  belindlichc  w, 
auch  gestrichen  werden  könnte,  weil  constant,  mithin  d w„  = 0 
ist.  Und  durch  Integration  dieser  Formel  Uber  irgend  einen  endlichen 
Zeitraum  der  genannten  Bewegung  ergiebl  sich : 

* & 

(I.  Bi  /da,  =»  J d{u>i  — io0)  , 

e r 

falls  man  nämlich  die  Anfangs - und  die  f.Wpositioncn  der  beiden 
in  Bewegung  begriffenen  Punkte  resp.  mit  g,  y und  x,  ; bezeichnet. 
Der  Bequemlichkeit  willen  mag  g gelegen  sein  auf  der  Uusscrn  Grund- 
fläche der  Calotte  s,  also  y auf  der  mit  a conlinen  und  durch  o 
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gehenden  Calolte  *).  Alsdann  wird  offenbar  das  in  der  letzten  Formel 
auf  der  rechten  Seite  stehende  Integral  ungehindert  bleiben,  wenn 
man  den  Punkt  y auf  dieser  Galolle  beliebig,  z.  B.  bis  zum  Punkte  o 
verschiebt.  Mit  andern  Worten:  Die  in  der  letzten  Formel  enthal- 
tenen Integrale  werden  auch  dann  noch  einander  gleich  sein , wenn 
man  die  Integrationscurve  des  linken  Integrals  nach  wie  vor  von  y 
nach  .r,  hingegen  diejenige  des  rechten  Integrals  nicht  mehr  von  y. 
sondern  von  o aus  nach  £ gehen  lasst ; falls  man  nur  dabei  au  der 
Voraussetzung  festhitlt,  dass  die  Ctirvc  y ...  x niemals  mit  der  Ca- 
lalle  s,  und  die  Curvc  o ...  $ niemals  mit  der  Calolte  a in  Berührung 
kommen  soll.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhalt  man  also  ilie  Formel: 
x s 

(I.  C)  J'd  u x = j‘ (I (<t>{  — io0) . 

3 o 

Die  in  diesen  Integralen  enthaltenen  Functionen  wx  und  (w$  — ».) 
stehen  in  einer  bemerkenswerthen  Beziehung  zu  den  unteren  Inte- 
grationsgrenzen g und  o.  Und  zwar  besteht  diese  Beziehung  darin, 
dass  die  Function  wx  sich  auf  Null  reduciren  würde,  sobald  x nach  y 
rücken  wollte , und  »lass  andererseits  die  Function  (wj  — w„)  eben- 
falls  zu  Null  werden  würde,  falls  { nach  o rücken  wollte.  Nimmt 
man  also  Rücksicht  auf  die  Vieldeutigkeit  dieser  Functionen,  so  wird 
zu  sagen  sein,  dass  die  Function  «>,  im  Punkte  y sich  auf  ein  ganzes 
Vielfaches  von  2 n reducire , und  dass  Analoges  gelte  von  der  Function 
(«.-  — <ii„)  mit  Bezug  auf  den  Punkt  o.  Demgemäss  kann,  auf  Grund 
unserer  früheren  Definitionen  (Seite  120,  i27),  das  in  der  letzten 
Formel  enthaltene  Integral  linker  Hand  mit  w,1 , und  das  daselbst 
auftrclende  Integral  rechter  Hand  mit  («e  — <<>„]  bezeichnet  werden ; 
so  dass  also  jene  Formel  die  Gestalt  annimmt : 

(<*•)  [iCi]  = ilU;  — ««.]  . 

Ebenso  wie  diese  Formel  aus  (I.)  entstanden  ist.  ebenso  wird  offen- 
bar aus  (II.)  sich  folgende  Formel  ergeben : 
iß-)  t«V]  = (<«;-  — <«.]  , 


•)  Denn  es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  diese  mit  o confine  (vgl.  die 
erste  Note  S.  417),  und  durch  o gehende  (Flotte  diejenige  ist.  welche  in  Bezug 
auf  die  Kugelflache  (o,  //  zur  aussern  Grundfläche  der  Calotte  s in  ConjunctiOH 
steht. 
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Auch  Ubersieht  man  sofort,  dass  die  in  diesen  Formeln  («.),  (ß.) 
enthaltenen  Grossen  [wj , juy.]  identisch  sind  mit  den  schon  in  (49.) 
verkommenden  Grössen  [ay],  [ay]. 

Soll  die  Bedeutung  dieser  Grössen  kur/,  recapitulirl  werden,  so 
ist  zu  schreiben*): 

[«’,]  = f,tw> 

9 , 

* 

Kv]  = J'dw, 

9 

und  hinzuzufugen , dass  g irgend  einen  Punkt  der  äussern  Grundfläche 
der  Galotte  * vorstellt,  und  die  Integrationen  hinzuerstrecken  sind 
über  zwei  von  g nach  x,  resp.  nach  x‘  gehende  und  die  Calolte  * 
nicht  schneidende  Curven. 

Und  soll  andererseits  die  Bedeutung  der  in  (a.) , (/tf.)  auf  der 
rechten  Seite  stehenden  Grössen  recapitulirl  werden,  so  ist  zu 
schreiben**): 


(/•) 

| <U{  — <u«  1 = J'd  m 

(«.) 

0 

{’ 

[cu{-  — tu»l  = fdto 

0 


die  Integrationen  hinerslreckt  Uber  zwei  von  o nach  £,  resp. 
gehende  und  die  Calolte  o nicht  schneidende  Curven. 

Um  Uber  die  Werthe  der  Integrale  (y.),  {ä.)  eine  deutlichere 
Vorstellung  zu  gewinnen,  construiren  wir  irgend  eine  Meridianebene 
der  Calotte  o , welche  den  Grundkreis  derselben  in  ß schneiden  mag, 
beschreiben  sodann  um  ß als  Mittelpunkt  in  dieser  Meridianebene 
einen  unendlich  kleinen  Kreis,  und  bezeichnen  diejenigen  Punkte, 
in  denen  dieser  Kreis  von  der  Calotte  o und  von  den  durch  die 
Punkte  £,  J',  o gehenden  conßnen  Calotten  geschnitten  wird,  resp. 
mit  <j,  J,  £',  o.  Verstehen  wir  alsdann  unter  t denjenigen  Winkel 
oß£,  dessen  Bogen  vom  Radius  ßa  nicht  geschnitten,  ferner  unter 
g denjenigen  Winkel  o ßi\  dessen  Bogen  wiederum  von  jenem  Radius 

•)  Vgl.  (I.C)  und  («.). 

**)  Maii  vergleiche  wiederum  (I  C)  und  jo.),  und  beachte  dabei,  dass  das 
in  (I.  C)  enthaltene  ioc  gestrichen  werden  kann.  Denn  es  ist  tu„  comlant , mithin 
il  wa  *=  0. 
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(io  nicht  geschnitten  wird,  so  sind  offenbar  die  Integrale  (/.)  und  (d.), 
abgesehen  vom  Vorzeichen , identisch  resp.  mit  r und  ij. 

In  unserer  Figur  kann,  wie  man  sofort  erkennt,  der  Radius 
( iS ' bezeichnet  werden  als  das  Spiegelbild  des  Radius  (i£  in  Rezug 
auf  (io.  Bezeichnet  man  nun  ferner  das  Spiegelbild  von  (io  in  Bezug 
auf  die  llalbirungslinie  des  Winkels  o(il  mit  (ta\  so  ist,  wie  leicht 


zu  Ubersehen,  der  Winkel  gleichgross  mit  dem  von  oo  und  o «r 
gebildeten  Winkel  #.  Wir  erhallen  also: 

£ 

(e.)  Jtlui  = ±r, 

0 

(C.)  j'dio  = ± y = ± 

O 

Das  Wichtige  dieser  etwas  mühsamen  Betrachtung  besteht  in  der 
erreichten  Elimination  des  auxiliären  Punktes  In  der  That  können 
die  Winkel  t und  & unmittelbar  construirl  werden  mittelst  der  Ca- 
lotle  o und  der  beiden  Punkte  o,  £. 

Durch  Zusammennahmc  der  Formeln  («•)»  (/*•)»  W>  ('*•)'  (*•). 
(£.)  folgt  sofort : 

(III.)  [ie,]  = ± r, 

(IV.)  [uv]  = ± »■ 

Ferner  ist  nach  (36.),  (38.)  Seile  381  und  (57.  a)  Seite  387: 
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n*  = /*„n„ , 

B /' 


II  = 


n„ 


n:  p„ 

P — * ? 

(fo)  ’ 

wo  B und  II  die  Radien  der  Grundkreise  der  Calolten  o und  « vor- 
stellen.  Hieraus  folgt  durch  Division: 


(V.) 

(VI.) 

(VII.) 


Hl 

B 

m 

p, 

H 
P . 


' B ’ 

n,  (io! 

ITj 

B !fo) 

: rtf  n.  ’ 


mithin  auch : 1 = 


B (f'o) 

n;.  n„ 


Und  endlich  folgt  aus  den  beiden  Formeln  (VII.) : 


(VIII 


p. 


fo) 

If'o] 


Dies  vorausgeschickt,  ergiebt  sich  aus  (49.),  (51.)  mit  Benutzung 
der  Relationen  (III.) , (IV.)  und  (VII.) , (VIII.) : 

I I,  . I Bi{o|  \ . ni-  f°)  . . / B (|'o;  t\ 

'■=  *(ot,  (n. n„  cos  ji)  + (ftj.n.cos j»)/ : 

desgleichen  ergiebt  sich  aus  (50.) , (52.)  unter  Anwendung  der  Re- 
lationen (I.)  und  (V.),  (VI.),  (VII.): 


(55.) 


„ _ n„  . al.s  sin 
*1°  ji*  . Tt0  . (tf  ol* 

TT*  . nbs  sin  'ota  — tu0) 


4 n-  B . ( o 


( 4 n,rcl,8,  • «b»  <-•<*  i (»0  - »,) )}  ’ 


Unsere  eigentliche  Aufgabe  besteht  darin,  die  Grössen  G| 
und  jy“  darzustcllen  als  Functionen  der  peripolaren  Goordinaten  der 
Punkte  o,  f , resp.  der  Punkte  u,  <i.  Und  diese  Aufgabe  ist  für 
durch  die  Formel  (55.)  im  Wesentlichen  gelöst.  Hingegen  wird 
dieselbe  für  G|  mittelst  der  Formel  (54.)  erst  dann  absolvirl  sein, 
w:enn  es  uns  gelingt,  den  in  ihr  enthaltenen  auxililiren  Punkt  J-'  zu 
beseitigen. 

Zu  diesem  Zweck  bemerken  wir,  dass  jene  Formel  (54.)  auch 
so  geschrieben  werden  kann : 

(56.)  (1°  = — ^r- /Arclg  ( — i -+•  'T  Arclg  ( — 

* (»f  \ ,o . . »i  l™*  l "I  0 ,» . . .,i  G’os  j »; ) 
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wo  alsdann  T und  0 die  Bedeutungen  haben : 


(57.) 


T = 


b;«{) 


e 


B (Oj'l 


Hieraus  folgt,  indem  man  für  (o£)  und  TT„,  TT;  ihre  Werlhe  (Seite 
372,  373)  substituirt: 

T — ^ I1  + * = - 3 - *?)  1 - *1  CO»  T0  - <?■  -♦*.*{  CO»  i«.  - 


Ein  analoger  Ausdruck  ergiebt  sieh  ftlr  0.  Und  dieser  verwandelt 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Punkten  £'  und  £ statt- 
findenden Relationen*)  in  folgenden: 

I q _ 1 + ''  + ~ I'  ~ tj)  (1  - C<«  I <pe  - <?,  - < X0  X(  cos  [U0  + <u;  - * 

_ * V »*.  >{ 

Somit  gelangen  wir,  indem  wir  in  (36.)  auch  noch  (o£)  durch  T 
ersetzen , zu  folgendem 


Satz  über  die  Green’sche  Function.  — Bepräsentirl  G°  die 
Green'schc  Function  einer  gegebenen  Kugelealolte  a in  Bezug  auf  einen 
beliebig  gegebenen  Centralpunkl  o,  und  soll  derjenige  Werth  G“:  ange- 
geben werden , den  diese  Function  in  irgend  einem  Punkte  £ besitzt,  so 
bezeichne  mini  die  Inrlinalion  der  gegebenen  Calolte  a mit  ea„, 
ferner  den  Badius  ihres  Grundkreises  mit  B,  und  endlich  die  diesem 
Grnmlkreise  entsprechenden  peripolaren  Coordinaten  dir  Punkte,  o und  £ 
resp.  mit  /„ , to,  , q-,,  TT0  und  it,  w{. , g~,  TT- , Alsdann  lautet  der  ge- 
suchte Werth  G l folgenilermassen  : 


(60.) 


fi*  »n.nf  {t  (“»»*)  + © *rct*  (ms  1»)}’ 


wo  T,  0 die  in  (58.),  (39.)  angegebenen  Ausdrücke  vorstellen , während 
r,  i‘>  getcissc  Winkel  bezeichnen,  die  (vgl.  Seite  444)  in  folgender  Weise 
zu  conslruiren  sind: 

Man  markire  denjenigen  Punkt  {i,  in  welchem  irgend  eine  Meri- 
dianebene der  Calolte  a vom  Grundkreise  geschnitten  wird,  beschreibe 


*)  Diese  Relationen  sind  (vgl.  Seite  379) : 


w..  w.  = 2<i»o,  {mod  2,-r) , 
ip:  =ip-,  (modi.T’. 
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sodann  in  dieser  Ebene  um  (i  uls  Mittelpunkt  eine  unendlich  kleine 
Kreisperipherie,  und  bezeichne  die,  Punkte',  in  denen  diese  Peripherie 
rem  der  Calotte  a und  von  den  ennfitwn  *)  durch  o und  £ gehenden 
Calotlen  geschnitten  wird,  resp.  mit  a,  o,  £.  Endlich  markire  man 
auf  dieser  Peripherie  noch  demjenigen  Punkt  a',  welcher  das  Spiegelbild 
von  es  in  Bezug  auf  die  llalbirungslinie**)  des  Winkels  o,?£  repräsentirl. 
Die  so  erhaltenen  vier  Punkte  o,  £ , o,  a‘  zerlegen  die  unendlich  kleine 
Kreisperipherie  in  eben  so  viele  Bögen.  Und  zwar  wird  alsdann  derjenige 
Bogen  (o£),  welcher  die  Punkte  a,  a'  nicht  enthält,  den  Winkel  r, 
und  derjenige  Bogen  (a  o') , welcher  die  Punkte  o,  £ nicht  enthält, 
den  Winkel  & repräsenliren. 


Man  erkennt  hieraus  sofort,  dass  die  Function  G-  hei  Ver- 
tauschung der  Punkte  o und  £ ungeiindert  bleibt,  wie  solches  a priori 
zu  erwarten  stand.  — Ferner  gelangt  man  mittelst  der  Formel  (öS.) 
zu  folgendem 

Satz  über  die  Green’sche  Belegung.  — Repräsentirl,  was 
die  Calotte  a anbetrifft,  >°  die  Dichtigkeit  der  dem  gegebenen  Cenlral- 
punkt  o entsprechenden  Green’ sehen  Belegung,  und  soll  derjenige  Werth 
angegeben  werden,  den  diese  Dichtigkeit  in  irgend  einem  Punkte  a der 
Calotte  besitzt,  so  bezeichne  man  die  peripolaren  Coordinates i der  Punkte 
o und  ii  resp.  snil  Xa,  toc , tpt,  TT„  und  A„ , c< g„ , TT0.  Alsdann 
drückt  jener  Werth  sich  folgendersnassen  am: 

*)  Vgl,  tlio  erste  Note  Seile  4)7. 

' * Diese  llalbirungslinie  ist  in  vorstehender  Figur  punkiirt  angegeben. 

ASIiin.il  4.  K.  S.  Ue»«]laeh.  d.  WiManicb.  XX. 
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4 18 


(fil.) 


TT(1  . abs  sin  | uta  - 

. nH . o - 

TTj  . abs  sin  fo»0  — i 
i n B . a ü 1 


ll  J"  - ArrlK  I \\ 

[ * ,<> . . ,,  ‘ n„  n. . »i>>  cos ; ii»„  - : I) 

hier  bedeutet  (an  den  geradlinigen  Abstand  der  beiden  Paukte  n,  o, 
und  hat  also  zufolge  57..  den  Werth: 


(62.) 


n„n„T 

•M/  = „ , 


vorausgesetzt , dass  man  unter  T den  Ausdruck  (öS.)  versteht,  denselben 
bezogen  gedacht  auf  die  Coordinaten  ü„,  und  w„,  g„. 

Sowohl  hier,  wie  im  vorhergehenden  Salz  (60  , können  die 
Inclinationen  w„,  , w;  beliebig  gegeben  sein,  also  unbesliininl  sein 


bis  auf  ganze  Vielfache  von  2 n. 


Prüfung  der  Formel  für  die  Green’sche  Function.  — 

Man  kann  diese  Formel  prüfen  mittelst  eines  gewissen  allgemeinen 
Salzes'),  nach  welchem  die  Gcsammtinassc  AP  der  dem  Punkte  o 
(als  Ccntralpunkt  entsprechenden  Green'schen  Belegung  den  Werth 
haben  muss: 


wo  F,  F dieselben  Bedeutungen  haben  wie  früher  (Seite  428). 
Diesen  allgemeinen  Satz  können  wir  nümlich  in  der  Art  zur  Prüfung 
verwenden , dass  wir  einerseits  die  Masse  Al°  mittelst  der  Formel 
(60.),  andererseits  den  Quotienten  der  beiden  F mittelst  der  Formeln 
(16.),  (18.)  Seite  428  berechnen,  und  sodann  nachsehen,  ob  diese 
beiden  Werthe  wirklich  einander  gleich  sind. 

Dabei  wollen  wir  der  Bequemlichkeit  willen,  was  die  Lage  der 
Kalotte  o und  des  Punktes  o betrifft,  einen  möglichst  cnncrelen  Fall 
betrachten.  Es  seien  nümlich  c und  g gegebene  Zahlen,  die  der 
Relation  entsprechen : 

(,!’  0 < q < c O; 

und  es  mag  c die  Inclinalion  der  Kalotte  a,  andererseits  g die  In- 
clinalion  des  Punktes  o voi stellen.  Ferner  befinde  sich  der  Punkt  £ 
in  unendlicher  Entfernung ; so  dass  also  die  Inclinalion  dieses  Punktes 


*)  Vgl.  mein  Werk  über  dus  Loy.  utul  Sewt.  Potential  (Tcubner,  I8“7). 
cl.iselbst  Seile  341,  9.  . 
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= 0 gesetzt  werden  darf4).  Entwirft  man  die  diesen  Verhältnissen 
entsprechende  Figur44),  so  linde!  man  mittelst  der  auf  Seile  H7 
angegebenen  Construction  sofort : 

(y.)  r = 7,  d = *jr  — 2c-4-g, 

mithin : 

d.)  cos  Jr  = cos  [q , cos  J '/  = — cos  c — [q,. 

Ferner  ergeben  sich,  weil  £ im  Unendlichen . mithin  £'  im  räumlichen 
Mittelpunkt  //  der  Calotte  a liegt,  für  T und  0 aus  (57.)  folgende 
Werthe: 


(«•) 


T = 


Q _ B (op)  _ 


V n. 

wo  o den  (in  Beziehung  auf  i»)  zu  o conjugirteu  Punkt  vorstellt 4 **). 

Substituirt  man  nun  die  Werthe  (A.) , (#.)  in  die  Formel  (60.), 
so  folgt : 

(C.)  G°  = /tf.  Arctg  \ -h  TT.  Arclg  L — — -j — \\- 

' 5 " n»  ni  \ (u . . Ti ' n.  cos  \V  (it . . ,i  ln«-  «os  Ir  - J «i/J 


Nun  aber  kann  diese  Function  ( J|,  ihrer  allgemeinen  Uelinition  nach, 
angesehen  werden  als  dasjenige  Potential,  welches  \on  der  dem 
Punkte  o entsprechenden  Green’schen  Belegung  auf  £ ausgeübt  wird. 
Bezeichnet  man  also  die  Gcsammtmasse  dieser  Belegung  (wie  schon 
in  («.)  geschehen]  mit  M°,  und  beachtet  man,  dass  bei  unserer 
gegenwärtigen  Betrachtung  £ als  unendlich  fern  vorausgesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich  sofort: 


(<!•) 


n,  ’ 


denn  TT  kann  als  offenbar 
Punktes  £ von  der  Calotte 
gleichung  von  (£.)  und  (>p) 

»•) 


als  der  Abstand  jenes  unendlich  fernen 
angesehen  werden.  Und  durch  Ver- 
folgt sofort: 

B y\. 


•w  »n,  (n°  ^rcl«  ( n0  cos  j«)  + n*'  ( n„  cos  c - |»)) 


*)  Sie  könnte  nümiieh  auch  gleich  einem  ganzen  Vielfachen  von  1 ;i  ge- 
setzt werden. 

Der  Leser  wird  gebeten,  diese  Figur  wirklich  zu  zeichnen,  wobei  Kück- 
siclit  zu  nehmen  auf  die  in  ti.)  gemachten  concreten  Angaben. 

M*)  ln  (€.)  sinn  für  0 zwei  Werthe  angegeben.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
dass  der  zweite  aus  dem  ersten  unmittelbar  folgt  mittelst  des  .Satzes  Seite  379. 
(33.). 

31  • . 
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Andererseits  folgt  aus  Seite  V28  (16.)  und  (18.),  wenn  man 
daselbst  den  beliebigen  Punkt  £ mit  dein  Buchstaben  o bezeichnet : 

' ' ! T = » I e.rclf,  ( cos  j (»7; ) + ü;  (n,.  cof i [•*,') )/ : 


und  gleichzeitig  ergeben  sich  im  gegenwärtigen  concrelen  Fall  filr  die 
hier  auftretenden  Winkel  und  Cosinus  die  Wert  he*) : 


[“.]  = 7, 

cos  J iü0 ] = cos  4 7 , 


[«»•]  = 2c  — 7 — i rr , 
cos  l [ov]  = — cos  (c  — 4 7). 


Subsliliiirl  man  aber  diese  Werthe  in  (/.) , so  wird  in  der  Thal  jener 
Ausdruck  i)  identisch  mit  dem  Ausdruck  {!>.) ; wie  nach  dem  all- 
gemeinen Salz  («.)  zu  erwarten  stand. 


§ 16. 

Uebertragung  der  im  vorhergehenden  erhaltonen 
Resultate  auf  den  Fall  der  Kugelfläche'*). 

Allgemeine  Betrachtungen.  — Denken  wir  uns  für  eine 
hm  geschlossene  Flüche  und  für  einen  gegebenen  Centralpunkl  u die 
Green  sehe  Function  gebildet,  so  ist  dieselbe  von  bestimmter  Bedeu- 
tung für  jedweden  Punkt  £ des  ganzen  unendlichen  Raumes.  Denn  es 
kann  dieselbe  definirt  werden  als  dasjenige  Potential , welches  auf 
den  Punkt  £ ausgeübt  wird , von  der  dem  Punkte  o entsprechenden 
Green'schen  llelegung;  während  diese  Belegung  ihrerseits  definirt 
werden  kann  als  diejenige  elektrische  Belegung,  welche  auf  der  zur 
lirdc  abgeleiteten  Flüche  inducirt  werden  würde  durch  einen  in  o 
belindlichen  elektrischen  Massenpunkl  von  der  Masse  ( — I). 

Sind  die  Begriffe  in  solcher  Weise  fixirt,  so  wird  offenbar  G] 
für  jedweden  Raumpunkt  £ auch  dann  noch  eine  bestimmte  Bedeutung 
behalten , wenn  man  die  »ngeschlossene  Flüche  in  eine  geschlossene 
sich  verwandeln  lüsst.  Und  ; war  wird  alsdann,  wie  leicht  zu  über- 


*)  Dabei  wird  wiederum  vorausgesetzt , dass  der  Loser  die  von  ihm  ent- 
worfene Figur  zu  Hatlie  zieht. 

**)  Mit  Leichtigkeit  konnten  wir  unsere  allgemeinen  s Formeln  [Seite  146, 
(60.)  und  (61.)]  auch  übertrugen  auf  den  Specialfall  der  Krcisflärhc.  Doch  würden 
sich  hiebei  in  jenen  Formeln  nur  so  unbedeutende  Aenderungcn  ergeben , dass 
ein  näheres  Eingehen  auf  diesen  Fall  unnöthig  erscheint. 
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nelien , (I?  für  solche  Punkte  i , die  von  o durch  die  Fläche  <je- 
t rennt  sind,  identisch  werden  mit  der  reciproken  Entfernung: 

“•>  r«  = *>• 

Um  die  Richtigkeit  dieser  allgemeinen  Bemerkung  an  einem  einfachen 
Beispiel  zu  controliren,  wollen  wir  den  für  die  Green’schc  Function 
einer  Kugelculolle  erhaltenen  Ausdruck  (Seite  446)  einem  näheren 
Studium  unterwerfen,  nämlich  die  Gestalt  untersuchen,  welche  dieser 
Ausdruck  annimmt,  sobald  man  die  gegebene  Calotte  allmählig  in 
eine  volle  Kugeltläche  sich  verwandeln  lässt. 

Die  Green’sche  Function  einer  Kugelcalotte , respective 
einer  vollen  Kugelfiäche.  — Dabei  wollen  wir  gleich  von  Anfang 
annehmen,  dass  der  Radius  A der  gegebenen  Calotte  einen  endlichen 
Werth  habe,  dass  hingegen  der  Radius  B ihres  Grundkreises  unend- 
lich klein  sei.  Bei  dieser  Calotte,  die  nur  noch  unendlich  tranig  von 
einer  vollen  Kugelfläche  diflerirt,  sind  nun,  was  die  Lage  der  Punkte 
o und  £ betrifft,  zwei  Falle  zu  unterscheiden. 


*)  Beiläufiges  Paradoxon.  — Lasst  »um  die  betrachtete  Fläche  um  »len  Punkt  o 
herum  sich  schließen,  so  wir»!  die  von  £ ahhäugende  Function 


G?  - To  i 


für  alle  Punkte  > des  ausserhalb  der  Fläche  liegenden  Raumes  51  gleich  Null  sein, 
hingegen  bestimmte  von  Null  verschiedene  Werthe  besitzen  für  diejenigen  Punkte  £f, 
welche  dem  Innenraum  3 der  Fläche  angehören.  Gleiches  wird  daher  auch  statt- 
linden,  falls  man  die  Flache  nicht  vollständig,  sondern  nur  bis  auf  eine  unendlich 
kleine  Oeffnuntj  sich  scldicsscn  lässt,  l'nd  man  hat  im  letztem  Fall  also  zwei 
durch  die  unendlich  kleine  Oeflhting  mit  einander  cont muri icirende  Räume  5t  und  3, 
also  (mit  andern  Worten)  einen  einzigen  zusammenhängenden  Raum , von  welchem 
5t  und  3 Theile  sind,  und  zugleich  eine  Function 


die  in  dem  einen  Theile  dieses  Raumes  = 0 ist,  im  andern  «aber  nicht.  Das  aber 
stellt  in  diametralem  Widerspruch  mit  einem  bekannten  allgemeinen  Satz  (vgl.  mein 
Werk  über  das  Log.  u.  .Y ewt.  Potential  (Teubner  1877),  daselbst  Seite  9.  (18.)]. 

Doch  verschwindet  dieser  Widerspruch  , wenn  man  das  Wort  „ unendlich  klein u 
(was  ja  stets  nur  als  Abbreviatur  dient)  elimitiirl , und  dtm  dahinter  verborgenen 
Thalbestand  aufdeckt.  Denn  alsdann  wird  zu  sagen  vsoin  , dass  die  in  Rede 
stehende  Function  im  Raume  5t  Werthe  besitzt , die  durch  Verkleinerung  der  ge- 
nannten Oclfnung  beliebig  nabe  an  Null  herangedrückt  werden  können , die  aber, 
so  lange  jene  OelThung  noch  nicht  völlig  verschwunden  ist,  immer  noch  von  Mull 
verschieden  sein  werden , oder  wenigstens  von  Null  verschieden  sein  können.  Und 
diesem  Wortlaut  gegenüber  verschwindet  in  der  Thal  die  Anwendbarkeit  des  cilir- 
ten  allgemeinen  Satzes,  mithin  auch  der  in  Rede  stehende  Widerspruch. 
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Erster  Fall:  Die  beiden  Punkte  n und  £ liegen  auf  verechie- 
denen  Seiten  der  Kugelfläche.  — Alsdann  ergeben  sich  für  die  im 
Allgemeinen  mit  t und  ,'A  bezeichnten  Winkel  unter  Anwendung 
der  auf  Seite  447  angegebenen  Constructionsmethode*)  die  Werthe: 

(2.)  c = 2 /r , 9 = 0 , 

also : 

(3.)  cos  | r = — t , cos  | # = t . 

Ferner  erhalt  man  für  die  Ausdrücke  T,  0,  Seite  440  (57.) , die 
Werthe : 


(*■) 


T = 


B (ofl 
K.  K-.  ’ 


0 = 


B (<>{') 


wo  die  II  die  Abstande  der  betreffenden  Punkte  (o , f und  ;’)  von 
dem  unendlich  kleinen  Grundkreise  bezeichnen. 

Aus  (3.)  und  (4.)  folgt  ziemlich  leicht“): 

(5.)  Arctg  (-frj)  = Arctg  (+6)  =0, 

(6.)  Arctg  ( Jtv)  = Arctg  (-  T)  « n - T. 

Und  durch  Substitution  dieser  Werthe  (5.),  (C.)  in  die  allgemeine 
Formel  Seile  446  (60.)  folgt  sofort: 

i7-)  “ »>.  fls-  {~T~ 

19.)  d.  i.  = 

oder,  falls  man  für  T seinen  Werth  (4.)  subslituirl; 


II 


8 _L 

W Rt  T 1 


*]  Hei  Anwendung  dieser  Methode  hat  mau  allmählig  vorzugehen,  nämlich 
den  Itadius  des  Grundkreises  zu  Anfang  sehr  klein  zu  nehmen,  und  sodann  erst 
verschwinden  zu  lassen. 

**  Die  Grössen  T und  0 sind  nämlich , wie  aus  (4.)  ersichtlich,  mit  dem 
unendlich  kleinen  Factor  B (den  Itadius  des  unendlich  kleinen  Grundkreises)  be- 
haftet. Somit  folgt  aus  i.)  , dass  diese  Grössen  T und  0 beide  positiv  und  beide 
unendlich  klein  sind.  Ist  aber  l eine  unendlich  kleine  positive  Grösse,  so  gelten 
stets  die  Formeln: 

Arclg  (e)  = e,  und:  Arctg  (—  e ; = n — e, 

(«  . . Jt)  U» . . «| 

wie  solches  aus  uuseru  Definitionen  [vgl.  die  Note  auf  Seile  415]  sich  leicht 
ergiebt. 
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was  mit  unserer  vorangeschiekleu  allgemeinen  Betrachtung  in  vollem 
Einklang  steht,  [vgl.  (1.)]. 

Zweiter  Fall:  'Die  Punkte  o und  £ liegen  auf  derselben  Seite 
der  Kugelflüche.  — In  diesem  Fall  treten  an  Stelle  der  Formeln  (2.), 
(3.)  folgende : 

% ==  0 , 9 = 2 n , 

cos  4 r = t , cos  \ 9 = — t , 

wie  solches  wiederum  mittelst  unserer  allgemeinen  Conslructions- 
melhode  (Seite  447)  sich  leicht  ergiebt.  Hingegen  bleiben  die  For- 
meln (4.)  dieselben.  Und  man  gelangt  daher,  (was  weiter  auszu- 
führen überflüssig  sein  würde)  zu  folgendem  Resultat: 


wofür  man  auch  schreiben  kann; 

«-■  ♦ 


((2.) 


f'O  

« _ H (o'f) 


Dabei  sind  unter  den  It  die  Abstande  der  belrelfenden  Punkte  von 
dem  unendlich  kleinen  Grundkroi.se,  d.  i.  von  einer  beliebigen  Stelle’'1) 
der  Kugelflache  zu  verstehen.  Demgemäss  ergiebt  sich  folgender  Salz: 
Liegen  die  Punkte  o und  £ beide  uuf  derselben  Seile***)  der 
Kugelfläche,  und  soll  die  diesen  Punkten  entsprechende  Green  sehe 
Function  fl?  ermittelt  werden,  so  construire  man  den  in  llezug  auf  die 
Kugelflüche  zu  o conjugirlen  Punkt  o',  und  murkirr  auf  der  Kugelflüche 
einen  beliebigen  Punkt  f.  Alsdann  ist: 


D3.) 


lla!i  _!_  • 

i ; fO  io'fi’ 


+) 


*)  Bringt  nun  nämlich  den  Satz  Seile  379  (33.)'  in  Anwendung  aut  den 
Kall  eines  unendlich  kleinen  Grundkreises , so  gehen  daselbst  die  TT  in  die  H über: 
und  man  erhält : 

Jo/5_  _ (o’f)  . 

«.  «{■  V *1  ’ 

und  mittelst  dieser  Gleichung  geht  die  Formel  II.)  in  (It.)  über. 

**)  Sind  nämlich  die  Kugellläche  und  die  beiden  Punkte  o und  § gegeben, 
so  kann  man  jene  Fläche  immer  ansehen  als  eine  Kugelcalolte  von  unendlich 
kleinem  Grundkreis,  und  hat  dabei  freie  Wahl  in  Betreff  der  Sielte,  an  welcher 
man  diesen  unendlich  kleinen  Grundkreis  auf  der  gegebenen  Kugelffäche  sich  vor- 
stellen will. 

”*j  Ob  dies  die  dustere  oder  innere  Seite  ist,  bleibt  gleichgültig. 

■(•)  Dass  dieser  Werth  der  richtige  ist , kann  mittelst  bekannter  Methoden 
leicht  controlirt  werden. 
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wo  (wie  leicht  zu  übersehen)  der  erste  h'arlur  unabhängig  ist  von 
der  Lage  des  Punktes  Punktes  f\  nämlich  ein  und  denselben  Werth  be- 
hält, trenn  man  diesen  Punkt  f auf  der  Kugelfläche  sich  beiregen  lässt. 

Die  Green’sche  Belegung  für  die  Kugelfläche.  — Wir 
denken  uns  wiederum  die  Kugelflttche  als  eine  Kugelcalotle  von 
unendlich  kleinem  Grundkreise.  Alsdann  können  die  in  der  allge- 
meinen Formel  Seile  448  (61.)  enthaltenen  Inclinationen  m„  und  i», 
ebenfalls  unendlich  klein  gedacht  werden4).  Und  bei  dieser  Auf- 
lassungsweise ergiebt  sich  sofort: 

abs  sin  (c«„  — io,)  = abs  to„  — (u„) , 

(ti.)  abs  sin  | ioa  — <«,,  = J abs  [ioa  — io,) , 

abs  cos  j :,to,  — io,)  = \ . 

Da  ferner  B (der  Itadius  des  Grundkreises)  unendlich  klein  ist,  so 
wird  in  der  genannten  allgemeinen  Formel  Seile  448  (61.)  das 
Argument  von  Arclg  unendlich  klein  und  zugleich  positiv  sein ; so 
dass  also  dieser  Arclg  identisch  wird  mit  seinem  Argument. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Uemcrkungen  gewinnt  jene  allgemeine 
Formel  folgende  Gestalt: 

. = n«  »b»  [**»  ~ *».)  n>bs  (“.  ~ »,}  _ n “(»  (»,  ~ «,) 

,)a  Ja*ITtI  oojJ  * ,-i  B ffoj3  8aJTTo{tf0js  T 

oder,  weil  das  erste  und  dritte  Glied  einander  zerstören "),  folgende 
Gestalt : 


(t6.) 


an 


0 __  TT*  abs  (wo  — cu<») 

* in  ;<x o.i*  1 B 

Offenbar  können  wir  auf  der  gegebenen  KugelflBche  den  Orf, 
welchem  wir  uns  den  unendlich  kleinen  Grundkreis  vorstellen 


*)  Jene  Inclinationen  cu0  und  to9  sind  in  jener  allgemeinen  Formel  Seite  4 48 
(61.)  unbestimmt  bis  auf  beliebige  Vielfache  von  2/r,  und  haben  also  im  vor- 
liegenden Fall  Werthe  von  der  Form: 

(d0  = € 4*  M . 2 ft , 

w#  = ^ + N . 2.r, 

wo  e,  £ unendlich  kleine  Grossen,  hingegen  AI,  N willkürliche  ganze  Zahlen 
sind.  Der  Bequemlichkeit  willen  setzen  wir  aber  AI  und  .V  gleich  Mull;  und 
haben  alsdann  für  jene  Inclinationen  in  der  Tlint  unendlich  kleine  Werthe. 

•*)  Diese  Zerstörung  ist  eigentlich  Luxus.  Denn  jene  Glieder  würden,  weil 
sie  unendlich  klein  [nSiiulieh  mit  dem  Factor  abs  (w„  — iün)  behaftet]  sind,  auch 
dann  verschwinden,  wenn  sie  einander  nicht  zerstörten. 
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wollen,  willkürlich  wählen*).  Und  von  dieser  Willkür  wollen  wir 
Gebrauch  machen , um  die  vorstehende  Formel  (1 6.)  möglichst  zu 
vereinfachen.  Wir  legen  nämlich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel- 
fläche und  den  Punkt  o eine  gerade  Linie,  bezeichnen  die  beiden 
Punkte,  in  denen  die  Kugelflächc  von  dieser  Linie  geschnitten  wird, 
mit  a und  fr,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  (oo)  > (ob)  ist,  und 
versetzen  sodann  jenen  unendlich  kleinen  Grundkreis  an  die  Stelle  n. 
Oder  genauer  ausgedruckt:  Wir  denken  uns  den  Mittelpunkt  des 

Kreises  auf  der  Linie  ( ao ),  unendlich  nahe  an  a,  und  die  Ebene  des 
Kreises  senkrecht  gegen  die  Linie  (ao).  Alsdann  werden  die  un- 
endlich kleinen  Inclinationen  <a„  und  w0  zum  unendlich  kleinen  Ra- 
dius B jenes  Kreises  in  folgender  Beziehung  stehen: 

(ab)  io„  — 2B  , 

(o  o)  tu,  = 2 B ; 

wie  solches  aus  der  geometrischen  Anschauung  unmittelbar  sich  er- 
giebt.  Hieraus  folgt 


<o„ 


(oc  — i B 


jao  — iah] 
[ao]  a b] 


Substituirt  man  diess  in  (16.),  und  beachtet  zugleich,  das  TT0  = (ao) 
ist , so  folgt : 

H7.)  =1  1 1,0:2  *bs  l(n°)  ~ ,abd 

' *'  ln  ao 3 (ao)  (a6)  1 

oder,  was  dasselbe  ist: 

iio  \ -0  _ («0|  ■ »bg  l(ao)  - (ttt)j  I _ 

' *'  T'°  dn  [ab)  (ao;8 

Also  folgender  Satz: 

Soll  für  eine  Kugelftäche  die  Dichtigkeit  der  einem  gegebenen  (äussern 
oder  innern)  Centralpunkt  o entsprechenden  Green'schen  Belegung  an- 
gegeben werden,  so  bezeichne  man  diejenigen  beiden  Punkte  der  Kugel- 
fläche, deren  Entfernungen  von  o am  grössten  und  kleinsten  sind,  re- 
spective  mit  o und  fr.  Alsdann  hat  jene  Dichtigkeit  an  irgend  einer 
Stelle  a der  Kugel/läche  den  in  (18.)  angegebenen  Werth**). 


*)  Vgl.  die  zweite  Note  Seite  453. 

**)  Selbstverständlich  steht  dieser  Selz  in  vollem  Einklang  mit  denjenigen 
Ergebnissen,  zu  welchen  man  in  Betreff  dieser  Belegung  auf  anderem  Wege  ge- 
langt. Vergl.  z.  B.  mein  Werk  über  das  Log.  u.  Neid.  Potential  (Teubner  1877), 
daselbst  Seite  64,  Formel  (13.),  und  Seite  67,  Formel  (ig.). 
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Man  kann  die  Formel  (18.)  auch  so  schreiben 
(19.)  ru=‘C~, 

wo  der  Factor  C comlnnl  ist,  nämlich  nur  ahhängl  von  den  fentrn 
Punkten  o,  a und  b. 
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B r i o t erklärt  in  seinem  Essai  sur  la  thrarii • mallirmal'niw  de 
In  himiere  (18G4)  die  in  der  Richtung  der  Ilauptaxe  eines  Berg- 
kryslalles  cinlretende  circulare  Polarisation  durch  die  Annahme  einer 
in  der  Richtung  der  Radien  der  Basis  spiralförmig  angeordneten 
Lagerung  der  Aethermoleküle.  Eine  solche  Spirale  erscheint  an  ihren 
beiden  Enden,  von  aussen  gesehen,  in  genau  gleicher  Weise;  eine 
rechts  oder  eine  links  gewundene  Spirale  hehitlt  an  beiden  Enden 
denselben  Charakter,  und  es  würden  hiernach  also  die  beiden  Enden 
aller  drei  die  gegenüberliegenden  Seilenkanten  des  Prismas  verbin- 
denden Nebenaxen  von  völlig  gleicher  Beschaffenheit  sein. 

Genügt  nun  auch  die  von  Briot  gemachte  Annahme  zur  Er- 
klärung der  Drehung  der  Polarisalionsebenc  des  Lichtes  im  Berg- 
krvstall,  so  ist  sie  doch  für  die  Erklärung  eines  anderen,  ebenfalls 
am  Bergkrystalle  auftretenden  Vorganges  nicht  ausreichend. 

Meine  Untersuchungen  Uber  die  thermoelektrischen  Eigenschaften 
des  Bergkryslalles*)  haben  den  Nachweis  geliefert,  dass  zwar  die 
drei  Nebenaxen  desselben  einander  gleichen,  dass  jedoch  die  beiden 
Enden  einer  jeden  Nebenaxe  in  einem  Gegensätze  zu  einander  stehen. 
Es  linden  sich  nümlich  an  den  Enden  der  Nebenaxen  eines  Berg- 
kry  st  alles  elektrische  Pole,  die,  wenn  wir  die  Seilenkanten  des  Pris- 
mas, in  welchen  die  Nebenaxen  endigen,  der  Reihe  nach  verfolgen, 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  sodass  also  jede  einzelne  der 
drei  Nebenaxen  eine  elektrisch  polare  Axe,  deren  eines  Ende  positiv, 
das  andere  negativ  ist,  darstcllt. 

Ein  verschiedenes  Verhalten  der  beiden  Enden  einer  Nebenaxe  tritt 
nun,  wie  oben  hervorgehoben,  nicht  ein,  wenn  wir  die  Aethermoleküle 


* Abhandl.  il.  K.  Siiclis.  ü eso II sch . <1.  Wissenscli.  Hü.  XIII.  S.  319  — 39t. 
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spiralförmig  in  gleichem  Sinne  Itings  der  ganzen  Nebenaxe  gelagert 
annelinien ; dagegen  lasst  sich  eine  Anordnung,  welche  einen  solchen 
Gegensatz  erzeugt,  gewinnen,  wenn  wir  \ on  der  Spirale  nur  den 
kreisförmigen  Umlauf  beibehalten  und  annehmen,  dass  infolge  der 
KryslullisulionsverhSillnisse  des  Bergkrystalles  die  Actherlheilchcn  um 
die  Nebenaxe  leichter  in  der  einen  Richtung  beweglich  sind,  als  in 
der  anderen.  Die  Richtung  der  leichteren  Drehung,  d.  h.  die  Rich- 
tung, nach  welcher  die  Aethertheilchen  sich  leichter  in  eine  kreis- 
förmige Bewegung  um  eine  Nebenaxe  setzen  lassen,  wurde  dann  z.  B. 
von  dem  einen  Ende  einer  Axe  aus  gesehen  rechtsum , von  dem 
anderen  Ende  derselben  Axe  betrachtet  aber  linksurn  erscheinen. 
Um  die  drei  Nebenaxen  müsste  entsprechend  dem  elektrischen  Ver- 
hallen die  leichtere  Drehung  so  vertheilt  sein,  dass  sie  stets  um  zwei 
benachbarte  Axcncndcn  eine  entgegensetzte  Richtung  bcsitsse. 

In  den  Berichten  der  Gesellschaft  vom  Jahre  1865*)  habe  ich 
gezeigt , dass  die  elektrischen  Vorgänge  sich  durch  kreisförmige 
Schwingungen  des  Aethers,  je  nach  den  Umständen  unter  Bethei- 
ligung der  Molekille  der  materiellen  Substanzen  erklären  lassen.  Die 
beiden  ModiGcationen  der  ElcktricitUt,  die  positive  und  die  negative, 
unterscheiden  sich  nach  dieser  Auffassung  blos  durch  die  Richtung 
der  Drehung;  ein  und  derselbe  Wirbel  (wenn  ich  der  Kürze  wegen 
diesen  Ausdruck  gebrauche)  stellt  auf  der  einen  Seite  die  positive, 
auf  der  andern  die  negative  Modilication  der  Elektricität  dar.  Wäre 
man  also  im  Stande,  um  die  Nebenaxe  eines  Bergkrystalles  eine  kreis- 
förmige Bewegung  des  Aethers  unter  Beiheiligung  der  materiellen 
Moleküle  zu  erzeugen,  die  im  Verlaufe  der  ganzen  Axe  in  demselben 
Sinne  erfolgte,  so  müssten  die  Enden  dieser  Axe  elektrisch  erscheinen 
und  zwar  das  eine  Ende  positiv,  das  andere  negativ. 

Wenn  nun  die  obige  Annahme,  wonach  die  kreisförmige  Be- 
wegung der  Aethertheilchen  um  die  Nebenaxen  eines  Bergkrystalles 
leichter  in  dem  einen  Sinne  als  in  dem  entgegengesetzten  erfolgt, 
der  Wirklichkeit  entspricht,  so  müssen  mittelst  beliebig  gerichteter 
Schwingungen,  welche  den  Krystall  durchdringen,  die  Aethertheilchen 
im  Sinne  der  leichtern  Drehung  in  Umschwung  gesetzt  werden,  die 
Enden  der  Axen  also  elektrische  Pole  zeigen. 

*1  bmrhte  der  malli.-phys.  Kl ISliK,  S.  7. 
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Infolge  der  vorstehenden  Erörterungen  lag  es  nahe,  die  Schwin- 
gungen des  Lichtes  auf  eine  solche  Wirkung  zu  prüfen.  Wenn  ge- 
wöhnliches Licht,  dessen  Schwingungen  bald  linear  nach  den  ver- 
schiedensten Richtungen,  bald  kreisförmig  oder  elliptisch  mit  wech- 
selnden Drehungsrichtungen  erfolgen,  in  beliebiger  Richtung  auf  einen 
Bergkrystall  treffen,  so  werden  diese  Schwingungen,  falls  sie  über- 
haupt jene  Wirkung  auszuilhcn  vermögen,  in  ihrer  Gcsamnilwirkung 
stets  eine  Drohung  der  Acthcrlhcilchen  unter  Retheiligung  der  mate- 
riellen Moleküle  im  Sinne  der  leichteren  Beweglichkeit  veranlassen. 

Ein  auf  dieses  Ziel  gerichteter  Versuch,  bei  welchem  das  durch 
einen  metallischen  Hohlspiegel  von  500””  Brennweite  und  100”” 
Oeffnung  concentrirte  Sonnenlicht  auf  einen  Bergkrystall  ungefähr  in 
der  Richtung  einer  Ncbcnaxo  geleitet  wurde,  ergab  nun  in  der  Thal 
eine  Entwickelung  von  Elektricitttt  und  zwar  in  der  oben  angedeuteten 
Weise,  dass  (den  Kryslall  als  einfach  vorausgesetzt)  die  Enden  einer 
jeden  Nebenaxe  entgegengesetzte  Pole  zeigten,  und  die  'nebeneinander 
liegenden  Enden  zweier  benachbarten  Nebenaxen  ebenfalls  entgegen- 
gesetzte Polaritäten  besassen. 

Eine  gleiche  Elektricitätserregung  entstand,  als  anstatt  des  Sonnen- 
lichtes die  Strahlen  einer  Gasflamme  mittelst  des  Hohlspiegels  auf  den 
Bergkrystall  geworfen  wurden. 

Bei  weiterer  Prüfung  ergab  sich,  dass  vorzugsweise  nicht  sowohl 
die  eigentlichen  Licht-,  als  vielmehr  die  Wäruicstrahlen  die  Ent- 
stehung der  Elektricitttt  in  dem  Bcrgkrystalle  hervorrufen,  so  dass  die- 
selbe auch  durch  die  dunkeln  Wlirmestrahlen,  welche  aus  einem  nur  bis 
30  oder  100”  erhitzten  Körper  hervorgehen,  bewirkt  werden  konnte. 

Das  im  Vorstehenden  beschriebene  Verfahren  erzeugt  Elektriciltil 
durch  einen  wesentlich  anderen  Vorgang,  als  die  Aenderung  der 
Temperatur  die  thermoelektrischen  Spannungen.  Dies  ergiebt  sich 
sofort  aus  dem  Umstande,  dass  die  auf  den  Kanten  eines  Bergkryslallcs 
infolge  der  Bestrahlung  auftretende  Elektricitttt  derjenigen,  welche  auf 
denselben  Kanten  bei  steigender  Temperatur  entsteht,  gerade  entgegen- 
gesetzt ist,  dass  die  ersterc  Elektricitiit  also  in  ihrem  Vorzeichen  mit 
der  beim  Erkalten  erscheinenden  Polarilitt  Ubereinslimmt.  Ferner 
erreicht  die  durch  die  Bestrahlung  erzeugte  Elektricitttt  in  sehr  kurzer 
Zeit,  meistens  innerhalb  30  Secunden,  ein  Maximum,  wenn  die 
Intensität  der  Bestrahlung  constant  bleibt.  Wir  haben  sic  daher  durch 
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einen  besonderen  Namen  von  der  thermoelektrischen  zu  unterscheiden 
und  wollen  sie  als  Aktinoeiektriciliit  bezeichnen. 

Vor  Kurzem  ist  von  Jacques  und  Pierre  Curie*)  die  Ent- 
deckung gemacht,  dass  auf  hentimorph  gebildeten  Krystallcn  heim 
Zusammenpressen  derselben  in  der  liichlung  der  hemimorphen  Axe  an 
den  Enden  dieser  letzteren  polare  Elektricitttt  auflritt;  d.  h.  dass  beim 
Zusammenpressen  in  der  angedeuteten  Richtung  das  eine  Ende  der 
hemimorphen  Axe  die  eine,  das  andere  die  entgegengesetzte  Eleklri- 
citat  annimmt.  Beim  Nachlassen  des  Druckes  kehren  sich  die 
elektrischen  Polaritäten  an  beiden  Enden  der  Axe  um.  J.  und  P. 
Curie  sprechen  als  allgemeine  Regel  aus,  dass  die  durch  Zusam- 
menpressen entstehende  Elcktricilä!  mit  der  bei  der  Abkühlung,  und 
die  beim  Nachlassen  des  Druckes  erzeugte  mit  der  bei  der  Erwär- 
mung auftretenden  in  Betreff  ihres  Vorzeichens  übereinstimme ; dass 
also  die  Elektricilät  dieselbe  Beschaffenheit  besitze , gleichgültig  in 
welcher  Weise  die  Moleküle  näher  an  einander  gebracht  werden 
(durch  Druck  oder  durch  Abkühlung),  (Hier  andererseits  von  einan- 
der entfernt  werden  (durch  Nachlassen  des  Druckes  oder  durch 
Erwärmung) . 

In  einer  kurzen  Notiz  in  den  Berichten  für  1 880  *#)  habe  ich 
aber  mitgctheilt,  dass  diese  von  J.  und  P.  Curie  aufgestellte  Regel 
keine  allgemeine  Gültigkeit  hat.  Während  sie  bei  den  Krystallcn 
des  Turmalins,  des  Boracits,  des  Kieselzinkerzes,  der  Weinsäure, 
des  Rohrzuckers  und  des  Milchzuckers  zutrifft , widerspricht  ihr  das 
Verhalten  der  Bcrgkryslalle , sowie  der  Krv stalle  des  Slruvits  und 
des  neutralen  weinsauren  Kalis.  Bei  den  Krystallcn  dieser  letzteren 
drei  Substanzen  stimmt  vielmehr,  wie  ich  später  näher  darlegen 
werde,  die  beim  Zusammenpressen  entstehende  Elektricität  mit  der 
beim  Erwärmen,  und  entsprechend  die  beim  Nachlassen  des  Druckes 
erzeugte  mit  der  beim  Erkalten  auftrelonden  überein.  Da  die  durch 
Druck  erzeugte  Elektricilät  sonach  auch  besonderen  Gesetzen  unter- 
liegt, so  wird  es  angemessen  sein,  derselben  gleichfalls  einen  be- 
sonderen Namen  beizulegen,  und  es  dürfte  sich  dazu  die  Bezeichnung 
Piozoelektricität  eignen. 

*)  Campt,  rend.  hebt! . <1.  seanccs  Hr  l’Acad.  des  Sciences.  Bd.  91.  S.  J94. 

**)  Berichte  der  luath.-phys.  Klasse  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  VViss.  1880.  S.  14t. 
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Wenn  nun  auch  die  Thermoeleklricitäl,  die  Aktinocleklricilät 
und  die  Piezoeleklricilüt  der  Bcrgkrystalle  durch  verschiedene  Vor- 
gänge erzeugt  werden,  so  hangen  doch  alle  drei  Erregungsweisen 
der  Eleklricität  hei  diesem  Minerale  von  der  cigcnthümlichcn  Gestal- 
tung seiner  Krystalle,  n!imlich  von  der  heniimorphen  Ausbildung 
seiner  drei  Nebenaxen  ab.  Dieser  Umstand  macht  es  nöthig,  bevor 
ich  zur  Erörterung  der  verschiedenen  auf  der  Oberfläche  der  Berg- 
krystalle  hervortretenden  elektrischen  Spannungen  Ubergehe,  eine 
klare  Darlegung  des  Wesens  seiner  Kryslallgestalt  zu  geben. 


I.  Krystallographisclie  Verhältnisse  des  Bergkrvstalles. 

Die  allgemeinste  Gestalt  im  hexagonalen  Systeme  ist  die  dihexa- 
gonale  Pyramide,  deren  Basis  ein  Zwölfeck  von  gleichen  Seiten,  aber 
nur  abwechselnd  gleichen  Winkeln  bildet.  Man  kann  sie  aus  der 
gleichschenkligen  sechsseitigen  Pyramide  ableiten,  indem  man  die 
Nebenaxen  derselben  im  Verhültniss  von  I : » (wo  1 <(  n <(  2)  ver- 
längert und  durch  den  Endpunkt  der  Hauptaxe,  sowie  durch  je  einen 
Endpunkt  einer  unveränderten  und  einer  benachbarten  in  dem  ange- 
gebenen Verhältnisse  verlängerten  Nebenaxe  Ebenen  legt.  Wird  nach 
Naumann  die  allgemeine  sechsseitige  Pyramide  mit  m P bezeichnet, 
so  ist  das  Symbol  für  die  entsprechende  zwölfseitige  mPn.  In  Fig.  I 
Taf.1V  stellt  zz'  die  llauptaxe  dar;  xx'  , yy'  und  uu  sind  die  Nebenaxen. 

Meine  Untersuchungen  Uber  das  elektrische  Verhalten  des  Berg- 
krystalles  weisen  nun  darauf  hin,  dass  den  drei  Nebenaxen  xx' , yy' 
und  tiu  eine  physische  Bedeutung  zukommt,  und  es  sind  demnach 
bei  der  zwölfsciligen  Pyramide  stets  die  um  den  Endpunkt  einer 
Nebenaxe  (z.  B.  y)  gelegenen  vier  Flächen  (o,  b,  c,  d)  als  ein  zusam- 
mengehöriges System  zu  betrachten. 

Es  seien  a,  b,  c,  d Fig.  1 Taf.  IV  die  zu  dem  vorderen  Endpunkte 
der  Nebenaxe  oy  gehörigen  vier  Flächen  der  zwölfseitigen  Pyramide 
m Pn.  Lassen  wir  bei  dieser  Pyramide  eine  Hemicdrie  in  der  Weise 
eintreten,  dass  eine  Fläche  um  die  andere,  wächst  und  verschwindet 
(trapezoedrische  Hemicdrie) , so  bleiben  von  den  zuvor  bezeichneten 
vier  Flächen  nur  zwei,  entweder  a und  d oder  b und  c erhalten; 
und  durch  ihre  Vergrösserung  bis  zum  gegenseitigen  Durchschnitte 
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entstehen  zwei  hexagonale  Trafiezoeiler  (Fig.  II  uml  III)  Taf.  IV,  von 
denen  das  eine  das  Spiegelbild  des  anderen  ist , die  sieh  also  wie 
zwei  rechts  und  links  symmetrische  Körper  verhalten.  In  ihnen  sind  in 
ganz  bestimmter  Weise  zwei  Drehungen  ausgesprochen  und  es  sollen 
daher  die  beiden  Trapezoeder  mit  r [ und  i — bezeichnet 
werden. 

lim  den  Sinn  der  durch  die  Buchstaben  r und  / angedeuteten 
Drehungen  festzustellen,  wollen  wir  in  folgender  Weise  verfahren. 
Wir  legen  durch  die  verlicale  Hauptaxu  zz'  und  durch  den  Schwer-  . 
punkt  der  einzelnen  Kittchen  Ebenen.  Denken  wir  uns  nun  in  die 
Hauptaxe  gestellt , so  soll  r (rechts)  und  I (links)  die  Drehungen 
bezeichnen,  welche  wir  ausfuhren  müssen,  um  auf  dem  kürzesten 
Wege  von  der  durch  den  Schwerpunkt  der  oberen  Flüche  gelegten 
Ebene  zu  der  durch  den  Schwerpunkt  der  unteren  (zu  demselben 
Systeme  gehörigen  Flüche)  gelegten  Ebene  zu  gelangen.  Wachsen 
also  die  Flüchen  a und  J,  wahrend  h und  c verschwinden,  so  ent- 
steht ein  linkes  hexagonales  Trapezoeder,  / \ - Fig.  II;  wachsen 

unter  Verschwinden  von  u und  d die  Flüchen  b und  c,  so  entsteht 
die  entsprechende  rechte  Gestalt  r 1 n Fig.  III. 

Es  kommen  nun  diese  hexagonalen  Trapezoeder  in  der  Thal 
bisweilen  vollstündig  beim  ßergkrystalle  vor,  sind  aber  von  den  Kry- 
slallugraphcn  nicht  als  solche  anerkannt  worden*).  So  sagt  Nau- 
mann'*): »dass  bis  jetzt  noch  kein  Körper  vorhanden  ist,  an  welchem 
die  trapezoedrische  Hemicdrie  als  solche  zur  Ausbildung  gebracht 
wäre ; denn  die  am  Quarze  bisweilen  beobachteten  hexagonalen  Tra- 
pezoeder sind  entweder  durch  gleichzeitige  Ausbildung  zweier  correlaler 
trigonaler  Trapezoeder***)  oder  durch  eine  Zwillingsbildung  zu  er- 
klären, bei  welcher  sich  zwei  Individuen  vollkommen  einverleibt  sind». 

*)  Wie  weit  itir  Vorkommen  mit  den  sonstigen  physikalischen  Eigenschaften 
des  Itergkryslallcs  »erträglich  ist,  wird  weiterhin  erörtert  werden.  S.  468,  47  1. 

**)  Naumann,  Elemente  der  theoretischen  Krystallogmphie.  S.  400. 

Dies  ist  nicht  möglich.  Nach  Na  u ina  n n entstehen  zwei  correlateTrapezocder 
aus  einem  hexagonalen  Skalenoeder ; durch  die  gleichzeitige  Ausbildung  zweier  ror- 
rclaler  Trapezoeder  würde  also  nur  ein  hexagonales  Skalenoeder,  aber  kein  hexa- 
gonales Trapezoeder  entstehen.  Ein  solches  würde  erst  durch  die  Vereinigung 
zweier  aus  den  beiden  verschiedenen  Skalenoedern  hervorgegangenen  trigonalen 
Trapezoeder  erzeugt  werden. 
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Die  soeben  erwähnten  trigonalen  Trapezoeder  betrachtet  Nau- 
mann als  letarloedrische  Gestalten  der  dihexagonalcn  Pyramide’); 
er  lasst  sie  entweder  durch  Tctartoedric  aus  der  dihexagonalcn  Pyra- 
mide, oder  durch  eine  neue  llemiedrie  aus  dem  hexagonalen  Skale- 
noeder entstehen. 

Durch  die  thermoelektrische  Verlhcilung  am  Bergkry stalle  halte 
ich  aber  in  der  oben  citirlen  Abhandlung  den  Nachweis  gerührt,  ilass 
diese  trigonalen  Trapezoeder  eine  ganz  andere  Bedeutung  besitzen, 
als  die  Naumann 'sehe  Ableitung  ihnen  beilegt.  Ich  habe  gezeigt, 
dass  beim  Bergkrystall  an  den  Enden  einer  jeden  Nebenaxe  ent- 
gegengesetzte Polaritäten  auflreten,  dass  also  nach  der  Richtung 
jeder  dieser  Axen  ein  llcmimorphismus  vorhanden  ist.  Lassen  wir  nun 
an  jeder  der  drei  Nebenaxen  der  beiden  oben  beschriebenen  hexa- 
gonalen Trapezoeder  eine  vollständige  hemimorphe  Gestaltung  ein- 
treten,  sodass  an  dem  einen  Ende  der  Nebenaxen  (z.  B.  ij  und  ent- 
sprechend dem  Charakter  des  hexagonalen  Systems  x'  und  u')  die 
zu  ihm  gehörigen  Flüchen  sich  ausbilden,  an  dem  anderen  linde  (;/', 
x und  «)  derselben  Axen  aber  nicht  zur  Entwicklung  gelangen,  so 
entsteht  aus  jedem  der  beiden  hexagonalen  Trapezoeder  ein  trigonales, 
welches  dieselbe  Drehung  besitzt,  wie  diejenige  hexagonale  Gestalt, 
aus  welcher  es  entstanden  ist.  Wenn  dieselben  Vorgänge  sich  an 
den  entgegengesetzten  Axcnenden  vollziehen,  die  Flüchen  also  an 
den  Enden  »/',  x und  u wachsen,  an  den  Finden  y.  x'  und  u aber 
verschwinden,  so  entstehen  ebenfalls  zwei  trigonale  Trapezoeder,  von 
denen  jedes  mit  dem  entsprechenden  vorhin  abgeleiteten  zwar  gleiche 
Gestalt  hat,  aber  in  seiner  Stellung  um  1 80°  (oder  60")  verschieden 
ist.  Wir  erhalten  also  vier  trigonale  Trapezoeder,  zwei  rechte  und 
zwei  linke.  Das  eine  rechte  (oder  linke)  kann  mit  dem  andern  rechten 
(oder  linken)  durch  eine  Drehung  von  18(1°  oder  60“  zur  vollständigen 
Deckung  gebracht  werden. 

Die  beiden  Enden  einer  jeden  Nebenaxe  zeigen  beim  Bergkry- 
stalle  entgegengesetzte  thermoelektrische  Spannungen ; dieselben  sind  bei 
steigender  Temperatur  gerade  die  entgegengesetzten  als  bei  sinkender. 
Da  sich  die  beim  Erkalten  auftretenden  elektrischen  Vorgänge  bequemer 
beobachten  lassen  als  die  beim  Erwärmen,  so  habe  ich  in  meinen 
Abhandlungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der  Krystallc, 

*)  Naumann,  Elemente  u.  s.  w.  S.  *19. 
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namentlich  auch  um  Weitläufigkeiten  und  leicht  mögliche  Verwech- 
selungen z u vermeiden,  fast  stets  nur  die  bei  der  Abkühlung  beob- 
achteten Elektrieitäten  aufgcfUhrt  und  eben  diese  auch  auf  den  zur 
übersichtlichen  Darstellung  der  elektrischen  Vertheilungen  dienenden 
Tafeln  in  die  Netze  der  einzelnen  Krystalle  eingetragen. 

Da  ich  nun  im  Folgenden  in  gleicher  Weise  verfahren  werde, 
so  will  ich  die  beiden  Enden  einer  Ncbenaxe  so  unterscheiden,  dass 
das  beim  Erkalten  positive  Ende  das  Zeichen  -j-,  das  beim  Erkalten 
negative  das  Zeichen  — erhält.  Heim  Bergkry  stall  sind  beim  Er- 
kalten die  Enden  der  Nebenaxen  der  Reihe  nach  abwechselnd  elektrisch 
positiv  und  negativ ; ebenso  lindcl  bei  der  Entstehung  der  trigonalen 
Trapezoeder  ein  Wachsen  der  Flüchen  des  hexagonalen  Trapezoeders 
an  den  abwechselnden  Enden  der  Nebenaxen  und  ein  Verschwinden 
an  den  dazwischen  liegenden  statt.  Wenn  daher  durch  das  vor 
r—*'-  und  l gesetzte  Zeichen  -f-  und  — angedeutet  wird,  da>s 
die  Flächen  dieser  Gestalten  nur  an  den  durch  diese  Zeichen  be- 
stimmten Enden  der  Nebenaxen  vorhanden  sind,  an  den  anderen  aber 
fehlen,  so  lassen  sich  die  vier  trigonalen  Trapezoeder  durch  die 
Symbole  -f-  r-4— , — r— -,  n,  -j-  l " und  — völlig  bestimmt 
darslellen.  -f-  und  — haben  gleiche  Gestalt  und  unter- 

scheiden sich  blos  durch  eine  um  I 80°  (oder  0 0°)  verschiedene  Lage. 
Eben  dies  gilt  von  -}-  1-*—  und  — I 

Untersuchen  wir  nun,  welche  Gestalten  durch  eine  nach  den 
Nebenaxen  hemimorphe  Bildung  entstehen,  wenn  n die  Grenzwerthe 
I und  2,  und  m den  Grenzwerth  oo  annimmt. 

Wird  bei  der  dihexagonalen  Pyramide  m Pn  der  Ableitungseoeffieient 
n = 1 , so  erhalten  wir  die  gewöhnliche  sechsseitige  Pyramide  m P. 
Bei  ihr  gehören  alle  vier  an  dem  Endpunkte  einer  Nebenaxc  gelegenen 
Flächen  zu  einem  Systeme.  Da  nun  jede  Fläche  zu  zwei  benachbarten 
Axenenden  in  derselben  Beziehung  steht,  so  sind  alle  Systeme  und 
Axenenden  einander  gleich.  Wenn  dagegen  in  den  beiden  hexagonalen 
Trapezoedern  n — I wird,  so  ergeben  sich  auch  zwei  Gestalten,  die 
in  ihrer  Form  zwar  der  gewöhnlichen  sechsseitigen  Pyramide  mP  voll- 
kommen gleichen,  in  ihrem  Wesen  aber  \on  derselben  durchaus  ver- 
schieden sind.  Von  den  an  dem  Endpunkte  einer  Ncbenaxe  liegenden  vier 
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Flächen  gehören  nur  zwei  zu  dom  betreuenden  Axenende,  und  zwar 
je  nachdem  die  Gestalt  aus  einem  rechten  oder  linken  hexagonalen 
Trapezoeder  stammt,  die  Flüche  rechts  oben  und  links  unten,  oder 
die  Flüche  links  oben  und  rechts  unten.  Ks  sind  diese  beiden  scheinbar 


sechsseitigen  Pyramiden  also  zu  bezeichnen  mit  = ) und 

('  “T~)n  =.  r vvo  durch  n — * angedeulel  ist,  dass  in  dem  allgemeinen 
Ausdrucke  für  die  hexagonalen  Trapezoeder  n — 1 zu  setzen  ist.  Für 
m — I erhalten  wir  also  die  beiden  Formen  ( l ~|  , und  Ir— ) 

\ 2/ ii  = 4 \ 2 Jn  = i 

Tritt  nun  bei  den  Gestalten  und  _ , nach 

den  Nebenaxen  ein  vollständiger  Hemimorphismus  ein,  d.  h.  ver- 
schwinden die  zu  dem  einen  Endpunkte  dieser  Axen  gehörigen 
Flüchen  vollständig,  wobei,  um  den  Charakter  des  hexagonalen 
Systeme«  zu  bewahren,  die  Enden,  an  welchen  die  Flüchen  wachsen, 
mit  denen,  wo  sie  verschwinden,  abwechseln  müssen,  so  verwandeln 
sich  die  beiden  genannten  Gestalten  in  scheinbare  Rhomboeder.  Die- 
selben sind  aber  von  den  gewöhnlichen  Rhomboedern,  wie  sie  z.  B. 
beim  Kalkspalh  Vorkommen,  sehr  wesentlich  verschieden.  Bei  dem 
gewöhnlichen  Rhomboeder  ist  die  Beziehung  einer  oberen  Flüche  zu 
jeder  der  beiden  unteren  anliegenden,  und  ebenso  jeder  unteren  zu 
jeder  der  beiden  oberen  anliegenden  genau  dieselbe ; dagegen  gehört 
bei  den  aus  den  Gestalten  ")„  = , und  (/  ■— j "|n  = , durch  Ilemi- 
morphismus  entstehenden  scheinbaren  Rhomboedern  jede  obere  Flüche 
nur  mit  einer  bestimmten  unteren,  und  ebenso  umgekehrt,  zu  einem 
Systeme.  Ist  das  scheinbare  Rhomboeder  aus  der  Gestalt  jr  ^ , 
hervorgegangen,  so  gehört  jede  obere  zu  der  bei  der  Rechtsdrehung 


zunächst  folgenden  unteren;  ist  es  aber  aus  der  Gestalt  ( I — )w  = 4 
entstanden,  so  gebürt  jede  obere  Flüche,  zu  der  bei  der  Linksdrehung 
zunächst  folgenden  unteren.  Analog  wie  bei  den  trigonalen  Trape- 
zoedern lassen  sich  die  vier  Rhomboeder,  je  nachdem  die  in  ihnen 
erhaltenen  Flüchen  an  den  positiven  oder  negativen  Enden  der  Neben- 
axen liegen,  durch  die  vier  Symbole  -j-  = t»  — = t : 

-j-  ( / -jn  = { und  — ( / -jn  _ ( darstellen.  Wird  nt  = I , so  erhalten 
wir  also  + (r ^)„  = ,,  - (r  £)„  _ ,,  + [l  7).  = und “ (' Tf),  - r 
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In  der  Timt  komml  ein  solches  scheinbares  Rhomboeder  bei  den 
Bergkryslallcn  vor,  z.  H.  bei  den  Krystallen  von  den  Färöern.  Ge- 
wöhnlich tritt  aber  der  lleminiorphismus  beim  Hergkry stalle  nicht  in 
seinem  Extreme  auf,  wo  das  dem  einen  linde  der  Ncbenaxc  ange- 
hörige  Fläehenpaar  gänzlich  fehlt ; vielmehr  erscheint  nur  das  dem 
einen  linde  entsprechende  Fläehenpaar  stärker  oder  vollkommener 
ausgebildcl,  als  das  dem  anderen  linde  zugehörige.  .Man  glaubt  dann 
zwei  Rhomboeder  von  verschiedener  Ausbildung  zu  sehen.  G.  Rose 
bezeichnete  das  eine  im  Allgemeinen  stärker  entwickelte  als  dies  Haupt- 
rhomboeder oder  Rhomboeder  erster  Ordnung,  das  andere  weniger 
hervortretende  als  das  Nchenrhomboeder  oder  Rhomboeder  zweiter 
Ordnung.  Zwischen  den  Flächen  dieser  beiden  Gestalten  ist  ferner 
häufig,  wie  dies  auch  bei  den  beiden  Tetraedern  des  Boracits  sieh 
findet,  in  Hczug  auf  Glanz  und  Glätte  ein  mehr  oder  weniger  deut- 
licher Unterschied. 


Am  einfachsten  lässt  sich  eine  solche  sechsseitige,  von  zwei 
scheinbaren  Rhomboedern  in  verschiedener  Ausdehnung  gebildete 
Pyramide  kurz  und  völlig  bestimmt  bezeichnen  durch  eines  der 

vier  Symbole  + -+  ('-"T”Ur  ± l'TUi  uod 

■=  i ’ wo  das  grössere  Vorzeichen  -|-  und  — andeutet, 
dass  die  an  dem  mit  diesem  Zeichen  behafteten  linde  liegenden 


Flächen  der  Gestalten  (r  und  eine  grössere 

Ausdehnung  besitzen,  als  die  an  dem  mit  dem  kleiner  gedruckten 
Zeichen  + und  — versehenen  Enden  befindlichen  Flächen. 


In  ähnlicher  Weise  wie  an  den  Gestalten  (r—  = I und 

(/ "lB  = , die  hemimorphe  Bildung  sich  nur  durch  Unterschiede  in 
der  Grösse  oder  dem  Glanze  und  der  Glätte  der  Flächen  aus- 
spricht, könnte  dieselbe  auch  bei  den  hexagonalen  Trapezoedern 
selbst,  also  bei  den  Gestalten  r"'["  und  / — *■"  auflrcten,  sodass  also 
hier  mit  Benutzung  der  zuvor  angewandten  Bezeichnungsweise  die 
vier  Bildungen  + -±-  (r  —£-) ; +(1"'!  “)  und  +_ 

möglich  wären. 

Erreicht  n den  Werth  2,  so  gehen  die  beiden  hexagonalen 
Trapezoeder  in  eine  sechsseitige  Pyramide  zweiter  Ordnung  über,  bei 
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welcher  die  'Enden  der  Nebenaxen  in  den  Mittelpunkten  der  Rand-1 
kanten  liegen;  bei  ihr  gehört  jede  obere  Flüche  zu  der  an  demselben 
Axenende  gelegenen  unteren.  Sie  gleicht  also  der  aus  der  vollstän- 
digen zwölfseitigen  Pyramide  tn  Pn  abgeleiteten  und  kann  daher  wie 
diese  mit  dem  Symbol  m P i bezeichnet  werden.  Ist  m = 2,  so  wird 
das  Symbol  also  i Pi.  Eine  Drehung  ist  in  ihr  nicht  ausgesprochen, 
sie  bildet  eine  Art  von  Übergang  der  rechten  Gestalten  in  die  linken. 

Tritt  nun  an  dieser  Gestalt  ein  vollständiger  Heiuimorphismus  auf, 
so  entstehen,  je  nachdem  die  Flächen  am  positiven  oder  am  nega- 
tisen  Ende  der  Nebenaxen  erhallen  bleiben,  die  beiden  dreiseitigen 
Pyramiden  und  — wi  Pi,  oder  wenn  m — 2 ist,  -(-  2P2,  und 

— iPi  die  sogenannten  llhombenflächcn  beim  Bergkry stalle). 

Wird  in  den  beiden  hexagonalen  Trapezoedern  die  Hauptaxe 
unendlich,  so  entstehen  zwei  zwülfseitige  Prismen,  welche  in  ihrer 
Gestalt  im  Allgemeinen  gewöhnlichen  dihexagonalen  Prismen  gleichen. 

Tritt  an  einem  solchen  zwölfseitigen  Prisma  llemiinorphismus  auf, 
indem  entweder  nur  die  an  den  positiven  oder  die  an  den  negativen 
Endpunkten  der  Nebenaxen  gelegenen  Flächen  erhallen  bleiben,  so 
entstehen  zwei  dilrigonale  (symmetrisch  sechsseitige)  Prismen,  welche 
sich  je  nach  dem  Endpunkte,  zu  welchem  sie  gehören,  durch  die 
Zeichen  -f-  und  — unterscheiden  lassen,  also  als  -f-  und  — °°f  "■ 
Eine  Beziehung  zur  Hechts-  oder  Linksdrehung  ist  bei  ihnen  nicht 
direct  ausgesprochen. 

Wird  bei  einem  solchen  zwölfseitigen  Prisma  n—  I , so  entsteht 
ein  sechsseitiges  Prisma  | welches  dem  gewöhnlichen 

oo  P in  seiner  Gestalt  gleicht.  Bei  diesem  letzteren  sind  die  Flächen 
in  ihrer  ganzen  Breite  gleichartig.  Theilen  wir  jedoch  die  Flächen 
iles  aus  dem  vorliegenden  zwölfseitigeh  Prisma  entstandenen  sechs- 
seitigen Prismas  ( °°/  " ) „ , in  verticaler  Richtung  in  zwei  Hälften, 

so  sind  diese  beiden  Hälften  von  einander  verschieden ; jede  Hälfte 
gehört  zii  der  ihr  benachbarten  Kante , die  eine  also  zu  dem  posi- 
tiven, die  andere  zu  dem  negativen  Ende  der  Nebenaxen. 

Lassen  wir  hei  dem  zuvor  betrachteten  zwölfseiligen  Prisma 
«==2  werden,  so  geht  es  gleichfalls  in  ein  sechseiliges  Prisma 
o u P i über,  das  in  seiner  Lage  und  Gestalt  mit  dem  sogenannten 
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Prisma  zweiter  Ordnung  ubercinslimmt.  Jedoch  sind  seine  Flüchen 
nicht  gleichartig.  In  ihrer  Mitte  liegen  die  Endpunkte  der  Neben- 
axen,  und  cs  gehören  die  Flüchen  abwechselnd  zu  den)  positiven 
und  negativen  Endpunkte  dieser  Axen. 

Wenn  an  diesem  sechsseitigen  Prisma  eine  hemimorphe  Bildung 
cintritt,  so  entstehen  zwei  trigonale  Prismen,  welche,  je  nachdem 
ihre  Flüchen  den  positiven  oder  den  negativen  Enden  der  Nebcn- 
axen  angehören,  als  -j-oo/J2  und  — oo  Pi  unterschieden  werden. 

Für  den  llcmimorphismus  ist  cs  nun  nicht  absolut  nolhwcndige 
Bedingung,  dass  die  Flüchen  einer  Krvstallgestalt  nur  an  dem  einen 
Ende  der  homimorphen  Axe  auflretcn ; es  genügt  vielmehr,  dass 
das  eine  Ende  derselben  überhaupt  anders  gebildet  ist  als  das  ent- 
gegengesetzte. Dies  kann  geschehen , indem  sümmtlicho  an  dem 
einen  Ende  jener  Axe  auftretenden  Flüchen  anderen  Gestalten  an- 
geboren als  an  den)  entgegengesetzten,  oder  dass  unter  den  Flüchen 
au  den  beiden  Endpunkten  nur  ein  Theil  anderen  Gestalten  ange- 
hört, wührend  die  übrigen  denselben  Kr\ .stallformen  entnommen 
sind,  oder  auch  selbst,  dass  beide  Enden  die  Flüchen  derselben  Ge- 
stalten tragen , wobei  aber  die  Flüchen  an  dem  einen  Ende  eine 
grössere  oder  geringere  Ausdehnung  und  in  Bezug  auf  Glanz  und 
Glülte  eine  mehr  oder  minder  vollkommene  Ausbildung  zeigen. 

So  erscheinen  beim  Boracit  sehr  hüufig  beide  Tetraeder;  das 
eine  besitzt  aber  glanzende,  das  andere  matte  Flüchen.  Beim  Tur- 
malin tritt  hüulig  das  Hauptrhomboeder  an  beiden  Enden  mit  oft  nur 
wenig  verschiedener  Beschaffenheit  seiner  Flüchen  auf;  die  Flüchen 
an  dem  beim  Erkalten  negativen  Ende  sind  etwas  glülter  und  glan- 
zender als  am  positiven.  Wenn  auch  bei  diesem  Minerale  das 
nüchstspitzere  Rhomboeder  gewöhnlich  auf  dem  positiven  Ende  sich 
zeigt,  so  findet  cs  sich  doch  auf  einzelnen  Krystallen  von  Nedre- 
Havredahl  bei  Krageröc  in  Norwegen  gleichzeitig  an  dem  negativen 
Ende.  Beim  Greenockit  kommen  die  Flüchen  0 P und  { P an  beiden 
Enden  der  Hauptaxe,  jedoch  in  verschiedener  Ausdehnung  vor.  Beim 
Kieselzinkerz  beobachtet  man  die  Flüchen  iP  hüufig  an  beiden  Enden 
der  unsymmetrischen  Axe,  wenn  auch  an  den)  positiven  in  grösserer 
Ausdehnung  als  am  negativen,  wo  noch  andere  gegen  die  Axe  ge- 
neigte Flachen  sie  umgeben.  Ein  gleiches  Verhalten  zeigen  die 
künstlich  dargestelllen  homimorphen  krystalle.  Beim  Jodsuccinimid 
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treten  die  Flüchen  2 P an  beiden  Enden , jedoch  in  verschiedener 
Grösse  auf;  beim  Tolylphenylkelon  linden  sieh  die  Flüchen  des 
Hauptrhomboeders  an  beiden  Enden  u.  s.  vv. 

Betrachten  wir  nun  die  von  mir  als  nach  den  Nebenaxen  he- 
mimorph  aufgefasste  Bildung  des  Bergkrystalles,  so  treten  in  seltenen 
Füllen,  um  mich  der  bisher  Üblichen  Bezeichnungsweise  anzu- 
schliessen,  die  Flüchen  des  Hauptrhomboeders  allein  auf  ohne  die 
Flüchen  des  Gegenrhomboeders;  gewöhnlich  erscheinen  bei  regel- 
müssiger  Ausbildung  des  Krystalles  beide  Rhomboeder,  aber  in  ver- 
schiedener Grösse  und  mit  Unterschieden  in  Glanz  und  Glülte.  An 
dem  beim  Erkalten  positiv  elektrischen  Ende  der  Nebenaxen  liegen 
die  Flüchen  der  rechten  Trapezoeder  erster  Ordnung  und  der  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  oder  bei  den  entgegengesetzt  drehen- 
den Krystallcn  die  Flüchen  der  linken  Trapezoeder  erster  und  der 
rechten  Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  sowie  die  sogenannten  Rliom- 
benflüchen.  Es  würde  aber  dem  Charakter  des  Hcmimorphismus 
nicht  durchaus  widersprechen , wenn  diese  Flüchen  ausser  an  den 
positiven  Enden  auch  an  den  negativen  vorkümen , nur  in  verschie- 
dener Ausdehnung,  oder  an  dein  einen  Ende  mit  anderen  Flüchen 
verbunden  als  an  dem  entgegengesetzten.  Das  dreiseitige  Prisma 
kommt  meistens  an  denjenigen  Seilenkanten  vor,  welche  die  Rhoin- 
bendüchen  nicht  tragen;  doch  findet  es  sich  auch  an  den  Kanten, 
auf  welchen  die  Rhombcnllüchen  erscheinen , wobei  dann  ein  dilri- 
gonales  Prisma  die  drei  übrigen  Kanten,  auf  welchen  die  Rhomben- 
flüchen  nicht  liegen,  zuschürft. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dass  das  Verhalten  der 
Flüchen  der  verschiedenen  Gestalten  beim  Bergkryslalle  durchaus  dem 
auf  den  übrigen  heinimorphen  Krvslallen  beobachteten  analog  ist. 

In  seiner  Abhandlung  Uber  das  Krystallisalionssystem  des  Quarzes 
sagt  G.  Rose*):  »Die  einfachen  Formen  des  Quarzes  treten  nicht 
sümmtlich  zusammen  in  Comhination,  sondern  das  Vorkommen  ge- 
wisser Formen  schliesst  das  Vorkommen  von  anderen  aus.« 

»Mil  sümmtlichen  Formen  treten  in  Comhination  nur  die  Rhom- 
I meder  erster  und  zweiter  Ordnung,  sowie  das  erste  sechsseitige 
Prisma.« 


•)  Alihandl.  der  Berliner  Akademie.  1844.  S.  203. 
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»Mit-  dem  rechten  Trigonueder  (dreiseitigen  Pyramide)  treten  in 
Conibination : die  rechteu  Trapezoeder  eitler  Ordnung,  die  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  das  linke  dreiseitige  Prisma  und  das 
linke  symmetrisch  sechseitige  Prisma.»*) 

»Mit  dem  linken  Trigonoeder  treten  in  Combinalion  die  linken 
Trapezoeder  erster  Ordnung,  die  rechten  Trapezoeder  zweiter  Ord- 
nung, das  rechte  dreiseitige  Prisma  und  das  rechte  symmetrisch 
sechsseitige  Prisma.» 

Die  von  G.  Rose  aufgestellte  Unterscheidung  der  beiden  Tri- 
gonoeder  dreiseitige  Pyramiden,  die  sogenannten  Rhombenflachen) 
in  rechte  und  linke  ist  eine  ganz  willkürliche.  Die  Flüchen  dieser 
beiden  Gestalten  haben  gegen  beide  Rhomboeder  dieselbe  Lage  und 
könnten  daher  ebensogut  auf  das  Rhomboeder  zweiter  Ordnung  wie 
auf  das  Rhomboeder  erster  Ordnung  bezogen  werden.  Eben  dies 
gilt  auch  von  den  rechten  und  linken  dreiseitigen  und  symmetrisch 
sechsseitigen  Prismen,  welche  gleichfalls  gegen  beide  Rhomboeder 
dieselbe  Lago  haben. 

Es  durfte  nun  wohl  nicht  möglich  sein,  nach  Rose’s  Auffassung 
der  Gestalten  des  Bergkrystalles  ein  Vcrstündniss  zu  gewinnen,  wa- 
rum gerade  mit  den  rechten  Trapezoedern  erster  Ordnung  die  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  und  ebenso  mit  den  linken  Trape- 
zoedern erster  Ordnung  die  rechten  Trapezoeder  zweiter  Ordnung 
zusammen  auftreten.  Nehmen  wir  dagegen  die  Krystalle  als  nach 
den  Nebenaxen  hemimorph,  so  liegt  der  Grund  für  jene  Conibination 
sofort  klar  vor.  Die  nach  G.  Rose’s  Bezeichnung  rechten  Trape- 
zoeder erster  und  die  linken  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  und 
ebenso  die  linken  Trapezoeder  erster  und  die  rechten  Trapezoeder 
zweiter  Ordnung  gehören  stets  zu  den  positiven  Enden  der  N'eben- 
axen.  Die  zusammen  auftretenden  Trapezoeder  sind  wohl  meist  vor- 

*j  Rechte  und  linke  Trigonoeder  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  unter  den 
Flächen  des  Hauptrhomboeder  oder  des  Rhomboeders  erster  Ordnung  die  Fliicheu 
der  erstem»  rechts,  die  Flächen  der  zweiten  links  liegen.  Trapezoeder  erster 
Ordnung  nennt  G.  Rose  diejenigen,  deren  Flächen  unterhalb  der  Flächen  des 
Rhomboeders  erster  Ordnung,  und  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  diejenigen,  deren 
Flächen  unterhalb  der  Flächen  des  Rhond>oedcrs  zweiter  Ordnung  liegen.  Je  nach 
ihrer  Lage  zu  den  gleichnamigen  Rhomboederflächen  werden  sie  als  rechte  oder 
linke  bezeichnet.  Die  Benennung  der  Prismen  giebt  ihre  Lage  in  Bezug  auf  die 
Flächen  des  Rhomboeders  erster  Ordnung  an. 
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schiedcnc  Gestalten;  vom  blossen  Standpunkte  des  Hemimorphismus 
aus  betrachtet  würde  jedoch  nichts  enlgegenslehen,  dass  die  ge- 
nannten Flüchen  denselben  Trapezoedern  angehtirten ; die  Flüchen 
der  an  einer  Halbaxe  auftretenden  rechten  und  linken  Trapezoeder 
würden  dann  eine  hemimorphe  Ausbildung  der  dihexagonalcn  Pyra- 
mide darstellen,  bei  welcher  die  Flachen  nur  an  den  positiven  En- 
den der  Axe  erhalten  sind. 

Wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  nur  die  Flüchen  der  schein- 
bar sechsseitigen  Pyramide,  des  sechsseitigen,  dreiseitigen  und  sym- 
metrisch sechsseitigen  Prismas,  ferner  die  Flüchen  der  dreiseitigen 
Pyramide  (Khombenllüchen)  und  die  Flüchen  der  sogenannten  unte- 
ren Trapezoeder  in  Betracht  ziehen,  und  aunehmen,  dass  die  Flüchen 
des  trigonalen  und  symmetrisch  sechsseitigen  Prismas  nur  an  den 
von  Rose  bezeichneten  Stellen  auftrelcn,  so  würden  nach  den  von 
Rose  aufgestellten  Regeln  die  beim  Bcrgkrystalle  auftretenden  Com- 
binalionen  in  den  von  mir  gewühlten  Bezeichnungen  folgende  sein. 
Die  Rose’schen  Benennungen  sind  in  Parenthese  beigesetzt. 

Sogenannte  rechte  Krystalle. 

— (r  „ _ , (Rhomboeder  erster  Ordnung  bei  G.  Rose). 

+ (r-1"j|)_1  (Rhomboeder  zweiter  Ordnung). 

(r—1 ’"i  =)  (sechsseitiges  Prisma). 

2 Pi  (dreiseitige  Pyramide,  rechtes  Trigonocdcr,  rechte  Khoin- 
hcnflüchcn) . 

-(-(/"—■ — J (rechtes  Trapezoeder  erster  Ordnung). 

-f-  (linkes  Trapezoeder  zweiter  Ordnung). 

— oo  Pi  (linkes  dreiseitiges  Prisma). 

— rx>^n  (linkes  symmetrisch  sechsseitiges  Prisma). 

Sogenannte  linke  Krystalle. 

— ((y)jci  (Rhomboeder  erster  Ordnung). 

(Rhomboeder  zweiter  Ordnung'. 

( ' j n i (sochsseitiges  Prisma). 

Abbitndl.  <1.  K.  3.  Oeaellst-h.  d.  WUseuscb.  XX.  33 
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-( -iPi  (dreiseitige  Pyramide,  linkes  Trigonoeder,  linke  Hliom- 
benflüehon). 

-f- (r "* ^ J (linkes  Trapezoeder  erster  Ordnung). 

+ (/-;•)  (rechtes  Trapezoeder  zweiter  Ordnung) . 

— oo Pi  (rechtes  dreiseitiges  Prisma). 

— (rechtes  symmetrisch  sechsseitiges  Prisma). 

Die  vorstehende  Darstellung  zeigt  die  wesentlichen  Unterschiede 
zwischen  meiner  und  der  von  G.  Hose  gegoltenen  Auffassung.  Letzterer 
betrachtet  die  Flüchen  der  Rhomboeder  erster  Ordnung  bei  rechten 
und  linken  Krystallen  als  gleichartig  und  ebenso  die  Flüchen  der 
Rhomboeder  zweiter  Ordnung.  Dies  sinil  sie  aber,  wie  ich  bereits  in 
meiner  früheren  Abhandlung  gezeigt  habe  und  im  Folgenden  noch 
weiter  nachweisen  werde,  durchaus  nicht.  Die  Rhomboeder  erster 
Ordnung  sind  bei  sogenannten  rechten  Krystallen  — (r  V' = bei  lin- 
ken — n=_ , i gehören  also  zwar  stets  zu  denselben  negativen 

linden  der  Nebcnaxen;  in  dem  einen  Falle  gehört  indess  jede  obere  mit 
der  bei  der  Rechtsdrehung  folgenden  unteren,  im  anderen  Falle  aber 
mit  der  bei  der  Linksdrehung  folgenden  unteren  zusammen,  libenso 
sind  die  von  G.  Rose  als  gleich  betrachteten  Rhomboeder  zweiter 
Ordnung  verschieden ; sie  gehören  zwar  sümmtlich  den  positiven 
linden  der  Nebenaxen  an,  unterscheiden  sich  aber  durch  den  Sinn 
der  Drehung,  in  welcher  sie  mit  den  Rhomboedern  erster  Ordnung 
ttbercinslimnien.  Ferner  sind  von  G.  Rose  die  beiden  Trigonoeder  als 
rechte  und  linke  unterschieden;  dieselben  sind  aber  bei  rechten 
und  linken  Krystallen  dieselbe  Gestalt;  sie  gehören  stets  zu  den 
positiven  linden  der  Nebenaxen  und  enthalten  keine  Beziehung  zur 
Drehung.  Zu  denselben  positiven  Enden  gehören  auch  die  Trape- 
zoeder. Schliesslich  unterscheidet  G.  Rose  rechte  und  linke  sowohl 
dreiseitige,  als  auch  symmetrisch  sechsseitige  Prismen;  ebenso  wie 
die  Trigonoeder  sind  aber  alle  dreiseitigen  und  alle  symmetrisch 
sechsseitigen  Prismen  (vorausgesetzt,  dass  sie  nur  an  den  von  Rose 
bezeiehneten  Stellen  vorkamen}  gleichartig;  sie  gehören  sümmtlich 
den  negativen  Enden  der  Nebenaxen  an. 

Die  obige  Zusammenstellung  der  Flüchen  zeigt,  dass  dieselben 
zu  den  beiden  Enden  der  Nebenaxen,  den  positiven  und  den  nega- 
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tivcn,  eine  feste  Beziehung  haben.  Diejenigen  Enden  der  Nebenaxen, 
zu  welchen  die  sogenannten  Rhomboeder  erster  Ordnung,  die  drei- 
seitigen und  symmetrisch  sechsseitigen  Prismen  gehören,  sind  die  lieim 
Erkalten  der  Krystalle  negativen;  die  entgegengesetzten  aber,  zu 
welchen  die  Rhomboeder  zweiter  Ordnung,  die  dreiseitigen  Pyramiden 
und  die  Trapezoeder  gehören,  die  beim  Erkalten  positiven.  Die  Aus- 
breitung der  von  diesen  Polen  ausgehenden  elektrischen  Zonen,  ob 
sie  von  rechts  oben  nach  links  unten,  oder  von  links  oben  nach 
rechts  unten  verlaufen,  wird  durch  die  in  den  Rhomboedern  aus- 
gesprochene Drehung  bestimmt. 


II.  Thermoelektrirität. 

A.  Verfahren  bei  den  Beobachtungen. 

Es  ist  die  Aufgabe  dieser  Abhandlung,  wie  auch  bereits  der 
Titel  ausspricht,  nicht  Idos  die  aktino-  und  piezoelektrischen  Erschei- 
nungen auf  den  Bergkryslallen  im  Allgemeinen  nachzuweisen,  son- 
dern auch  ihre  Beziehungen  zu  den  thermoelektrischen  festzustellen. 
Dieser  Umstand  erfordert  also  die  genaue  Kenntniss  der  elektrischen 
Spannungen,  welche  durch  die  drei  verschiedenen  Erzeugungsweisen, 
durch  Änderungen  in  der  Temperatur,  in  der  Bestrahlung  und  in  dem 
Drucke,  hervorgerufen  werden. 

Ich  beginne  mit  den  thermoelektrischen  Vorgängen,  weil  solche 
sich  am  genauesten  und  speciellsten  erforschen  lassen,  und  uns  des- 
halb eine  geeignete  Grundlage  für  die  Reurlhcilung  der  aktino-  und 
piezoelektrischen  Spannungen  liefern  werden. 

In  der  oben  erwähnten,  im  13.  Bd.  dieser  Abhandlungen  ver- 
öffentlichten Untersuchung  habe  ich  bereits  die  Gesetze  der  thermo- 
elektrischen Verlheilung  auf  der  Oberfläche  der  einfachen  Berg- 
krvstalle  aufgestellt,  und  ich  kann  gleich  hier  bemerken,  dass  dieselben 
durch  meine  neueren  Untersuchungen  in  allen  Punkten  bestätigt 
werden.  Ich  benutze  aber  die  jetzt  gegebene  Veranlassung,  um 
meine  früheren  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Bergkrystallcs  nach  sogleich  näher  zu  bezeichnenden 
Richtungen  hin  zu  erweitern  und  zu  vervollständigen. 

ss  • 
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In  jener  früheren  Abhandlung  isl  bereits  der  Unterschied  in 
der  Lage  der  elektrischen  Zonen  bei  sogenannten  rechten  und  linken 
Krystallen  hervorgehoben  worden.  Dieser  Unterschied  zeigt  sich,  be- 
sonders bei  lungeren  Krystallen,  am  deutlichsten  auf  den  sogenannten 
Pyraniidenilüchcn.  Bei  dein  früheren  Verfahren,  bei  welchem  die 
Krystallc  gleich  neben  dem  Elektrometer  auf  einem  kleinen  eisernen 
Ofen  erhitzt  wurden,  Hessen  sich  aber  gerade  diese  Flächen  bei 
längeren  Individuen  nicht  gut  untersuchen.  Ausserdem  hatte  dieses 
Verfahren  noch  den  Ubelstand,  dass  es  nicht  möglich  war,  den  Krystall 
in  seiner  ganzen  Masse  auf  gleiche  Temperatur  zu  bringen.  Ich  habe 
daher  von  Neuem  die  thermoelektrischen  Spannungen  nach  dem  in 
der  letzten  Zeit  von  mir  fast  ausschliesslich  angewandten  Verfahren, 
welches  eine  gleichmässige  Erwärmung  des  ganzen  Kryslalles  gestaltet, 
gemessen ')  und  dabei  der  Bestimmung  der  elektrischen  Vertheilung 
auf  den  Pyramidenflächen  eine  besondere  Aufmerksamkeit  zugewandt. 

Die  Aktinoelektricität  tritt  bei  den  Bergkrystallcn  besonders  auf 
den  Seilenkanten  des  sechsseitigen  Prismas  auf  und  es  sind  daher 
die  meisten  Beobachtungen  über  diesen  Vorgang  an  den  Kanten  aus- 
geführt  worden.  Ein  Gleiches  gilt  von  den  Vorgängen  der  Piezo- 
elcktricität,  weil  die  Krystalle  zumeist  in  der  Richtung  der  Neben- 
axen  zusammengedruckt  wurden.  Zur  sicheren  Vergleichung  der 
beiden  genannten  Vorgänge  mit  den  thermoelektrischen  Erscheinungen 
war  daher  die  genaue  Kenntniss  des  thermoelektrischen  Verhaltens 
der  Prismcnkanlen  erforderlich.  Wahrend  ich  bei  den  früheren  Ver- 
suchen die  elektrische  Beschaffenheit  der  Kanten  nur  aus  den  auf 
den  prismatischen  Seitenflächen  gemachten  Beobachtungen  erschloss, 
habe  ich  jetzt  die  Kanten  einer  spcciellen  Prüfung  unterworfen. 

Bei  den  früheren  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen 
Eigenschaften  des  Bergkrystalles  habe  ich  mich,  um  überhaupt  erst 
eine  klare  Einsicht  in  die  betreffenden  Vorgänge  zu  gewinnen,  vor- 
zugsweise bemüht,  einfache  Krystalle  zu  verwenden.  Nur  als  Bei- 
spiele, dass  durch  eine  Verwachsung  verschiedener  Individuen  die 

*)  Die  Beobachtungen  bei  steigender  Temperatur  konnten  ohne  Nachtheil  fiir  die 
Kenntniss  der  Krscheinungcn  Fortfällen,  w eil  sämmllichc  Versuche  über  die  Thermo- 
elektriciUit  des  Bergkrystalles  gezeigt  haben,  dass  die  Ihonnocleklrischen  Polaritäten 
auf  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche  hei  steigender  Temperatur  gerade 
die  entgegengesetzten  von  den  bei  der  Krkaltung  auflrelcnden  sind. 
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elektrischen  Vertheilungen  auf  der  Oberfläche  Überhaupt  sich  ändern, 
habe  ich  am  Schlüsse  derselben  die  Beobachtungen  an  drei  zusammen- 
gesetzten Bei gkry stallen  mitget heilt,  jedoch  ohne  näheren  Nachweis  des 
Zusammenhanges  der  elektrischen  Vertheilung  mit  der  Zusammensetzung. 
Bei  den  neuen  Untersuchungen  musste  ich  die  zusammengesetzten 
Krystalle  um  so  mehr  in  Betracht  ziehen,  als  die  Ermittelung  der  aktino- 
elektrischen  Vorgänge  grössere  Krystalle  erforderte,  und  solche  meislen- 
theils  mehr  oder  weniger  complicirte  Verwachsungen  darbieten. 

Schliesslich  habe  ich  noch  dem  Verhalten  der  Enden  der  Hauptaxe 
eine  eingehende  Prüfung  gewidmet. 

Zur  Wahrnehmung  und  Messung  aller  im  Folgenden  durch  Tem- 
peraturänderungen und  ebenso  der  später  durch  Strahlung  und  durch 
Druck  auf  der  Oberfläche  der  Bcrgkrystalle  erzeugten  Elektricitäten 
diente  das  von  mir  conslruirte  und  früher  bereits  beschriebene  Elektro- 
meter'), in  welchem  zwischen  zwei  Messingplatten,  welche  mit  den 
Polen  einer  aus  Zink-Kupfer-Wasser-Elementen  bestehenden  und  in 
der  Mitte  abgeleiteten  Säule  verbunden  sind,  das  untere  Ende  eines 
Goldblättchens  hängt.  Das  obere  Ende  des  letzteren  sitzt  an  einem 
durch  Schellack  isolirten  Messingstäbchen,  welches  oben  einen  sehr 
dünnen  Platindraht  trägt,  dessen  anderes  Ende  bei  den  Beobachtungen 
der  thermoelektrischen  Spannungen  mit  einem  dickeren  Platindraht  ver- 
bunden ist.  Das  untere  Ende  dieses  dickeren  Platindrahtes  wird  mittelst 
einer  Hebelvorrichtung  ‘ *)  den  verschiedenen  Stellen  der  Krystall- 
obordäche  möglichst  genähert,  jedoch  unter  Vermeidung  jedweder 
Berührung,  und  der  dabei  entstehende  Ausschlag  des  Goldblättchens, 
welchen  man  auf  dem  Ocularmikrometcr  eines  Mikroskops  abliest, 
als  Maass  für  die  elektrische  Spannung  betrachtet. 

•j  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  d.  K.  S.  Ges.  d.Wiss.  fiir  1850.  S.74. 
(Poppend.  Annal.  Bd.  8 4,  S.  28);  diese  Abhandl.  Bd.  V,  S.  292,  Bd.  IX,  S.  6 und 
Bd.  XX,  S.  206. 

•*)  Da  diese  Vorrichtung  in  der  Abhandlung  vielfach  erwähnt  wird,  so  wieder- 
hole ich  auf  Taf.  III,  Fig.  IV  die  in  Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen  Taf.  IV,  Fig.  65 
gegebene  Abbildung  derselben. 

LL'  ist  ein  messingener  Hebel,  dessen  Drehungsaxe  in  ////'  liegt.  Am  linken 
Knde  L trägt  er  die  Röhre  P , in  welcher  ein  Messingstab  Q in  beliebiger  Höhe 
mittelst  der  Schraube  H festgestellt  wird.  Durch  eine  am  oberen  Ende  dieses  Stabes 
befindliche  Hülse  geht  ein  zum  Thcil  mit  Schellack  überzogener  Glasstab  A T,  der 
an  seinem  linken  Ende  T einen  t n,ra  dicken  Platindraht  V trägt.  Dieser  dickere 
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Die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  wurde  gewöhnlich  so  ge- 
wühlt, dass  die  elektrische  Spannungsdiflerenz  zwischen  den  Polen 
eines  Daniel  Eschen  Elementes  einen  Ausschlag  von  50  Skalenlheilen 
hervorbrachte  *). 


Platindraht  V ist  mit  einem  äusserst  dünnen  Platindraht  W verbunden,  dessen  anderes 
Ende  an  dem  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  tragenden  Messingstäbchen  be- 
festigt ist. 

Neben  dem  Hebel  LL'  liegt  ein  zweiter  ll\  welcher  an  seinem  rechten  Ernte 
so  gebogen  ist,  dass  dieses  rechte  Ende  oberhalb  des  entsprechenden  Endes  des 
Hebels  LL ' z«  liegen  kommt.  An  seinem  linken  Ende  / trägt  der  Hebel  die  Messing- 
rohre  p,  in  welcher  der  Messingstab  q in  beliebiger  Höhe  mittelst  der  Schraube  r 
festgestellt  wird.  Im  oberen  Ende  dieses  Messingstahes  ist  ein  dreiseitiges  Prisma 
vv'  verschiebbar;  an  demselben  sitzt  eine  starke  Messingfeder  ww\  an  deren  linkes 
Ende  w ein  senkrecht  gegen  sie  gerichteter  dicker  Platindraht  uw  in  horizontaler 
Lage  angelüthet  ist.  Dieser  zweite  Hebel  / 1 ’ und  durch  ihn  der  Draht  wu  steht 
fortwährend  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung.  Berührt  das  obere  Ende  des 
Drahtes  V den  Draht  uw,  so  ist  also  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  abgeleitet. 
Durch  Niederlassen  des  linken  Armes  des  Hebels  L wird  der  Draht  V und  das 
Goldblättchen  isolirt,  und  cs  kann  dabei  das  untere  Ende  des  Drahtes  V den  ver- 
schiedenen Punkten  der  Oberfläche  eines  auf  dem  kleinen  Ofen  Ii  stehenden  Krystalles 
genähert  werden.  Beim  Aufwärtsbewegen  des  Hebelarmes  L stösst  der  Draht  V 
wieder  an  den  Draht  uw  und  verbindet  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  mit 
der  Erde.  Um  das  untere  Ende  des  Drahtes  V über  jeden  Punkt  der  Krystall- 
fläche  bringen  zu  können,  dienen  zwei  rechtwinklig  gegeneinander  gcrichtele 
Schlillenbewegungcn,  welche  durch  die  Schrauben  X und  Y bewirkt  werden. 

Die  Grenzen  der  Bewegung  des  Hebels  LL'  werden  durch  die  Stellung  der 
Schrauben  K'  und  Y bestimmt. 

Ausführlicheres  s.  diese  Abhandl.  Bd.  XIV.  S.  379. 

*)  Da  es  sich  bei  der  Bestimmung  der  eben  bezeichneten  Empfindlichkeit 
des  Elektrometers  nur  um  die  Spannungen  an  den  Polen  eines  nicht  geschlossenen 
Elementes  handelte,  so  liess  sich  ein  für  diesen  Zweck  brauchbares  NormaKelement 
sehr  bequem  und  von  fast  unbegrenzter  Dauer  in  folgender  Weise  hersteüen. 

Von  drei  weithalsigen,  mittelst  Korken  verseil  liessbaren  Gläsern  wurde  das 
erste  mit  einer  conccntrirten  Lösung  von  reinem  Schwefelsäuren  Zinkoxyd , das 
zweite  mit  destillirteiu  Wasser  und  das  dritte  mit  einer  conccntrirten  Losung  von 
reinem  Schwefelsäuren  Kupferoxyd  gefüllt,  und  auf  den  Boden  des  ersten  und 
dritten  Glases  noch  ein  wenig  festes  Zinksaiz  und  resp.  Kupfcrsalz  gebracht.  Die 
Gläser  standen  gut  isolirl  mittelst  Schellackfüssen  auf  einer  gefirnissten  Glasplatte. 
In  das  erste  Glas  tauchte  ein  amalgamirtes  Stück  reinen  Zinkes,  in  das  dritte  ein 
Stück  Kupfer.  Durch  zwei  hoberförmige  Glasröhren,  welche  in  der  Mitte  ihres 
horizontalen  Thcilcs  einen  Glashahn  zum  Abschlüssen  enthielten  und  mit  Wasser 
gefüllt  waren,  wurde  nun  das  erste  und  ebenso  das  dritte  Glas  mit  dem  zweiten 
verbunden. 
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Die  Kryslalle  wurden  in  Kupferfeilicht,  das  sich  in  kleinen  kupfernen 
Schalen  oder  Kästchen  befand,  bis  auf  die  zu  prüfenden  Theilc  ihrer 
Oberfläche  eingehüllt,  und  in  diesem  Zustande  einer  höheren  Temperatur 
so  lange  ausgesetzt,  dass  man  ihre  Temperatur  als  überall  gleich 
annehmen  durfte. 

Da  ein  Theil  der  Bergkrvstallc  wegen  ihrer  Grösse  nicht  in  den 
sonst  angewandten*),  aus  doppelten  Wanden  mit  dazwischen  befind- 
lichem Wasser  bestehenden  Gewissen  erhitzt  werden  konnte,  so  ge- 
schah ihre  Erhitzung  in  einem  etwas  grösseren  kupfernen  Kasten, 
welcher  durch  zwei  Gasbrenner  auf  passender  Temperatur  erhalten 
wurde.  Um  aber  auch  hier  eine  ziemlich  glcichmüssige  Temperatur 
zu  erzielen,  war  in  denselben,  ungefähr  1'”  von  seinen  Wanden  ab- 
stehend, noch  eine  zweite  Hülle  aus  Eisenblech  eingesetzt.  In  diese 
innere  Hülle  wurden  die  in  Kupferfeilicht  eingesetzten  Kryslalle  gestellt 
und  je  nach  ihrer  Grösse  f bis  Stunde  derselben  hohen  Temperatur 
ausgesclzt.  Infolge  des  zu  den  verschiedenen  Zeiten  dos  Tages  ver- 
änderlichen Druckes  des  Gases,  welches  die  beiden  unterhalb  des 
kupfernen  Gebisses  befindlichen  Flammen  speiste,  schwankte  die 
Temperatur  zwischen  120  bis  140"C.  Der  Vergleichung  halber  wurden 
meistens  auch  die  kleineren  Krystalle  in  derselben  Vorrichtung  er- 
hitzt. Die  Beobachtung  der  bei  der  Abkühlung  auf  den  KrystallflUchcn 
auflrelenden  elektrischen  Spannungen  erfolgte,  wenn  die  Temperatur 
auf  30"  bis  40"  gesunken  war ; bisweilen  war  die  Abkühlung  aber 
auch  noch  weiter  vorgeschritten. 

Ich  habe  eine  grosse  Anzahl  (1 43)  Bergkrystalle,  sowohl  einfache 
als  zusammengesetzte  untersucht,  um  eine  möglichst  vollständige  Ein- 
sicht in  die  elektrischen  Vorgänge  nicht  blos  auf  vollkommen  regel- 


tet) beabsichtigte  ursprünglich  jedes  Mal,  wenn  die  SpannungsdifTcrenz  an 
deu  Polen  diesos  Elementes  als  Maass  für  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers 
benutzt  werden  sollte,  die  Hähne  zu  öffnen,  um  die  beiderseitigen  Flüssigkeiten 
in  Berührung  zu  bringen,  und  nach  der  Beobachtung  wieder  zu  schliessen,  um 
die  Mischung  der  Flüssigkeiten  zu  verhindern.  Es  ergab  sich  aber,  dass  das  Offnen 
der  Höhne  gar  nicht  nöthig  war;  auch  wenn  sie  geschlossen  waren,  zeigte  sich 
an  dem  Zink  und  Kupfer,  wenn  der  entgegengesetzte  Pol  abgeleitet  war,  stets  die- 
selbe Spannung  wie  bei  geöffneten  Höhnen.  Da  sonach  die  Höhne  nicht  geöffnet 
zu  werden  brauchten,  trat  niemals  eine  Mischung  der  Flüssigkeiten  ein  und  blieb 
das  Element  in  unverändertem  Zustande. 

*)  Diese  Abhandl.  Bd.  XIV,  S.  378. 
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massig  gestalteten,  .sondern  auch  auf  den  von  der  normalen  Bildung 
abweichenden  und  ebenso  auf  zusammengesetzten  Krystallen  zu  ge- 
winnen. In  diesem  Abschnitte  werde  ich  nun  die  Resultate  dieser 
Versuche  in  möglichster  Kürze  zusammenzufassen. 

Aus  der  oben  angegebenen  grossen  Zahl  von  ßergkryslallcn 
wühle  ich  für  die  speciellcrc  Besprechung  und  Abbildung  auf  den 
lieigegebenen  Tafeln  nur  so  viele  aus,  als  zum  Beweise  der  ange- 
führten Resultate  nolbwendig  sind.  Ich  bemerke  nur  noch,  dass  ich 
auch  die  früher  geprüften  und  in  der  1 86t»  veröffentlichten  Abhand- 
lung bereits  beschriebenen  und  abgebildeten  Krystalle  ebenfalls  einer 
neuen  Prüfung  unterworfen  habe;  da  dieselbe  aber  überall  die  alteren 
Beobachtungen  bestätigte,  so  habe  ich,  mit  Ausnahme  von  drei  für 
die  Bestimmung  des  elektrischen  Verhallens  der  llauptaxe  benutzten, 
keinen  der  früher  untersuchten  Krystalle  unter  die  Abbildungen  dieser 
Abhandlung  aufgenommen ; wo  eine  Beziehung  auf  dieselben  nöthig 
wird,  genügt  es,  auf  die  früheren  Beobachtungen  und  Abbildungen 
im  XIII.  Bande  dieser  Abhandlungen  zu  verweisen. 

Auf  den  dieser  Abhandlung  beigerügten  Tafeln  sind  die  Netze 
der  Krystalle  llieils  in  natürlicher,  theils  in  halber  linearer  Grösse 
(was  durch  die  beigesetzten  Brüche  | oder  } angcdeutel  ist)  ab- 
gebildct.  Nur  drei  kleine  Krystalle  Nr.  I,  2 und  3 mussten  in  doppelter 
Grösse  (f)  gezeichnet  werden.  Ich  werde  die  einzelnen  Prismen- 
flächen  in  den  Netzen  mit  den  Zahlen  I bis  6,  und  die  Kanten  durch 
die  Zusammenstellung  der  beiden  Zahlen,  welche  den  in  den  Kanten 
zum  Durchschnitt  kommenden  Flüchen  angehören,  bezeichnen. 

In  die  Netze  sind  die  auf  den  einzelnen  Flüchen,  wenn  dieselben 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  frei  waren,  durch  die  Annäherung  der 
Spitze  des  Platindrahtes  V beim  Erkalten  beobachteten  elektrischen 
Spannungen  eingetragen  und  der  leichteren  Übersicht  wegen  die  po- 
sitiven Zonen  durch  eine  rölhlicho,  die  negativen  durch  eine  grün- 
liche Farbe  kenntlich  gemacht. 

Bei  der  Annäherung  des  Platindrahtes  ü wirken  aber  auf  diesen 
nicht  blos  die  vertical  unter  seinem  Ende  befindlichen  Theile  des 
Krystalles,  sondern  auch  die  umliegenden  Flüchenslilcke  ein,  und  es  kann 
unter  Umstünden  die  Polarität,  welche  gerade  unter  der  Spitze  des 
Platindrahtes  V befindlich  ist,  durch  eine  stark  entgegengesetzte  Elek- 
tricitüt  der  nächsten  Umgebungen  verdeckt  werden.  So  erscheint 
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z.  B.  der  linke  Rand  der  Prismenflächen  2 und  G heim  Krystall 
Nr.  i in  dem  Netze  negativ,  obwohl  an  beiden  Kündern  noch  schwache 
positive  Spannung  vorhanden  ist,  die  aber  durch  die  benachbarte 
starker  wirkende  negative  ElektricitiU  verdeckt  wird.  Von  dieser 
positiven  ßeschaflenheit  der  linken  Ränder  der  beiden  genannten 
Flüchen  kann  man  sich  sofort  überzeugen,  wenn  man  bei  einem  neuen 
Versuche  nur  den  linken  Rand  dieser  Flüchen  frei  lasst  und  den 
übrigen  grösseren  Theil  derselben  mit  Kupfcrfcilichl  bedeckt. 

Da  wie  bereits  oben  bemerkt,  für  die  aktino-  und  piezoelektrischen 
Vorgüngc  die  genauere  Kenntniss  des  thermoelektrischen  Verhaltens 
der  Prismenkanten  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so  habe  ich  diese 
Kanten  speciell  auf  ihre  thermoelektrischen  Spannungen  untersucht, 
wobei  sic  allein  nebst  schmalen  anliegenden  Streifen  der  in  ihnen 
zusannnenstossenden  F'lüchcn  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorragten. 
In  den  meisten  Füllen  sind  die  auf  ihnen  ausgeführten  Beobachtungen 
auf  die  mit  B bczcichncten  Kantenlinien  eingetragen  worden. 


B.  Gesetze  der  thermoelektrischen  Vorgänge  auf  den  Bergkry stallen. 

a.  Möglichst  einfache  Krystalle. 

«.  An  beiden  Enden  möglichst  normal  gebildete  Krystalle. 

Zu  dieser  Abtheilung  gehören  drei  der  auf  den  Tafeln  abgebildetcn 
Krystallo. 

Krystall  Nr.  t.  Der  Krystall  Nr.  I stammt  von  Middleville 
und  ist  mir  durch  Herrn  Bergrath  Weisbach  aus  der  Freiberger 
Sammlung  geliehen  worden.  Er  ist  vollständig  wasserhell  und  trügt 
sümmtliche  sechs  Rhombenllächen  in  normaler  Lage.  An  dem  oberen 
Ende  wechseln  grosse  und  kleine  Pyramidenflüchen  regelmässig  ab; 
am  unteren  gewinnt  aber  wahrscheinlich  infolge  der  daselbst  statt- 
gehabten Anwachsung  die  unterhalb  G liegende  Pyramidenflüche  eine 
grössere  Ausdehnung.  Ausser  der  durch  die  oben  erwähnte  An- 
wachsung bedingten  Verletzung  findet  sich  noch  eine  ähnliche  auf 
der  Flüche  t . Der  Krystall  ist  ein  linker  und  Fig.  I , Taf.  I stellt  sein 
Netz  in  doppelt  linearer  Grösse  dar. 

Krystall  Nr.2.  Fig. 2,  Taf.  I bildet  das  Netz  dieses  aus  ilerkimer 
Country  stammenden  Krystalles  in  doppelt  linearer  Grösse  ab.  Derselbe, 
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ebenfalls  ein  linker,  tragt  5 Rhombenflüclien  in  normaler  Lage;  wo 
die  sechste  oben  auf  der  Kante  (5,  6)  erscheinen  sollte,  ist  der  Krvslall 
etwas  verletzt.  Am  oberen  linde  wechseln  grosse  und  kleine  Pyra- 
midenflächen ab;  am  unteren  Ende  ist  aber  eine  Störung  eingetreten, 
infolge  deren  die  unteren  Flächen  2 und  3 gewissermassen  ihre  Grösse 
vertauscht  haben. 

Krystall  Nr.3.  Der  Fig. 3,  Taf.  I gleichfalls  in  doppelter  Grösse 
gezeichnete  Krystall  stammt  aus  derselben  Gegend,  wie  der  vorige, 
ist  aber  ein  rechter;  er  besitzt  5 Rhombenflächen  in  normaler  Lage. 
Die  sechste,  unten  auf  die  Kante  (3,  I)  fallende,  ist  nicht  sichtbar. 
Am  oberen  und  unteren  Ende  wechseln  grosse  und  kleine  Pyramiden- 
flachen ab,  wenn  auch  öfter  der  Unterschied  in  der  Grösse  nicht 
sehr  erheblich  ist.  Die  unterhalb  3 liegende  Pyramidenfläche  ist 
sehr  unvollkommen  ausgebildet. 

Die  Hauptschwicrigkeit  für  die  Aufstellung  eines  Gesetzes  Uber 
die  thermoelektrischo  Vcrtheilung  auf  der  Oberfläche  der  Bergt ry- 
stallc  bildete  der  Mangel  an  ringsum  vollkommen  normal  ausgebildelen 
Individuen,  und  es  dürfte  wohl  kaum  ein  Krystall  existiren,  an  wel- 
chem in  aller  Strenge  die  Gestaltung  absolut  regelmässig  ist.  Ein 
vollkommen  normal  gebildeter  Uergkrystall  sollte  an  jedem  Ende  ab- 
wechselnd grosse  und  kleine  Pyramidenflüchen  tragen  und  zwar  der- 
gestalt, dass  jede  Prismenfläche,  Uber  welcher  oben  eine  grosse  Fläche 
liegt,  unten  eine  kleine  besitzt  und  umgekehrt;  ausserdem  mussten 
auf  den  abwechselnden  Kanten  die  sogenannten  Khombcnflüchen, 
oder  auch  Trapezoederflächen  erscheinen.  Auf  den  oben  beschriebenen 
drei  möglichst  vollständig  ringsum  ausgebildelen  kleinen  Bergkry stallen 
fanden  sich  ausser  den  Prismen-  und  Pyramidenflächen  nur  noch 
die  Bliombenllächen ; Trapozoederflüchen  habe  ich  an  ihnen  nicht 
wahrzunehmen  vermocht. 

Nach  der  von  mir  oben  S.  i73  aufgestellten  Bezeichnung  treten 
also  an  den  obigen  Krystallen  mit  den  Flächen  des  sechsseitigen 
Prismas  bei  den  beiden  linken  Individuen  Nr.  I und  2 die  Flächen 

— (^^r)n  = i’  = i u,k*  die  Flächen -(- 2P2,  bei  dem  rechten 

Nr.3  dagegen  die  Flächen  — + ji 1 ” )n  = , und  die  Flä- 

chen -j-  2P2  in  Combination.  Der  Kurze  wegen  werde  ich  jedoch 
im  Folgenden  die  sümmtlichen  gegen  die  Axe  geneigten  Flächen 
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allgemein  als  Pyramidenflüchen,  und  wo  eine  Unterscheidung  sich 
nöthig  macht,  die  grösseren  Flächen  als  Hauptrhomboeder-  und  die 
kleineren  als  Nebenrhomboederüächen  bezeichnen. 

Die  thermoelektrische  Vertheilung  auf  solchen  Krystallen  habe, 
ich  bereits  in  meiner  früheren  Abhandlung  (Bd.  XIII,  S.  380)  voll- 
ständig dargelcgt  und  ich  kann  jetzt  nur  die  an  jenem  Orte  gemachten 
Angaben  wortgetreu  wiederholen.  Es  heisst  daselbst: 

»In  einem  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  gleich  vollkommen 
ausgebildeten  einfachen  Bergkryslalle  treten  beim  Erkalten  sechs 
elektrische  Zonen,  abwechselnd  negativ  und  positiv,  auf,  und  zwar 
gehen  die  negativen  Zonen  von  den  Flächen  des  Hauptrhomboeders 
am  oberen  Ende  schief  abwärts  zu  einer  nächsten  Fläche  eben  dieses 
Hauptrhomboeders  am  unteren  Ende,  während  die  positiven  Zonen 
sich  in  gleich  schiefer  Richtung  zwischen  entsprechenden  Flächen 
des  Gegenrhomboeders  erstrecken.  Wir  können  hiernach,  im  An- 
schluss an  die  übliche  Ausdrucksvveise,  dem  Bergkryslalle  sechs  elek- 
trische Pole,  abwechselnd  positiv  und  negativ,  oder  drei  an  ihren 
Enden  entgegengestclzte  elektrische  Axen,  die  mit  den  sogenannten 
Nebenaxen  der  sechsseitigen  Pyramide  zusammenfallcn,  zuschreiben.« 

»Die  schiefe  Richtung,  in  welcher  sich  die  elektrischen  Zonen 
von  dem  oberen  Ende  nach  dem  unteren  ziehen,  ist  nun  aber  bei 
den  beiden  Modificationen  des  Bcrgkrystallcs  verschieden;  sic  ist 
nämlich  stets  parallel  mit  den  Streifungen  der  Rhombenllächcn,  oder 
parallel  mit  den  Combinationskanten  dieser  Flächen  mit  den  Flächen 
des  Hauptrhomboeders.  Hieraus  folgt,  dass  die  positiven  Zonen, 
welche  zwischen  den  Flächen  der  Nebenrhomboeder  liegen,  stets 
Uber  diejenigen  Prismenkanten  hinweggehen  müssen,  welche  an  ihrem 
oberen  und  unteren  Endpunkte  Rhombenflächen  tragen,  oder  dass 
die  positiven  Pole  oder  die  positiven  Endpunkte  der  elektrischen 
Axen  in  die  .Mitten  der  eben  bezeichnctcn  verticalen  Kanten  des 
Prismas  fallen,  während  die  negativen  Pole  oder  negativen  Endpunkte 
den  dazwischen  liegenden  Prismeukautcn  angehören«*). 


*)  Es  ist  diese  Wiederholung  nöthig  geworden  durch  einen  Aufsatz  des  Herrn 
Ch.  Friedei  in  dein  2.  Bd,  des  Bulletin  de  la  Societe  mineralogiquc  de  France, 
1879,  S.  34:  »Sur  la  pyroclectricile  dans  la  topaze,  la  blende  et  lc  quartz.  Herr 
Friedei  führt  in  dieser  Note  nur  die  von  mir  auf  den  an  beiden  Enden  regel- 
mässig ausgebildeten  rechten  Krystallen  nachgcwicscnc  Lage  der  elektrischen  Zonen 
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Bei  den  linken  Kryslalleri  Nr.  I und  Nr.  2 (Fig.  I und  2 *’)  er- 
strecken sieh  die  elektrischen  Zonen  im  Allgemeinen  schief  von  links 
oben  nach  rechts  unten,  bei  dem  rechten  Krystalle  Nr.  3**)  dagegen 
schief  von  rechts  oben  nach  links  unten;  dabei  gehen,  wie  dies 
zuvor  angegeben,  die  positiven  Zonen  über  diejenigen  Prismenkanten, 
welche  die  Rhombenfläcken  tragen,  wahrend  die  negativen  Zonen 
auf  die  nicht  mit  Rhornbenflächcn  versehenen  Kanten  fallen. 

Durch  die  oben  S.  482  angedeuteten,  infolge  von  Storungen  iin 
Wachsthum  eingetretenen  Abweichungen  von  der  normalen  Bildung 
der  Krystalle  wird  die  regelmilssige  Lage  der  elektrischen  Zonen 
etwas  abgeltndert  und  verschoben,  sodass  z.  B.  eine  Kante,  welche 
positive  Spannung  zeigen  sollte,  infolge  einer  Ausdehnung  der  be- 
nachbarten negativen  Zone  negativ  erscheint.  Dies  findet  statt  auf 
der  Kante  (I,  2)“")  des  Krvstalles  Nr.  1,  und  auf  der  Kante  (f,  2) 


an,  und  glaubt  eine,  wie  er  sich  ausdrückt,  mit  der  Natur  des  liergkryslalles  besser 
übereinstimmende  Vertheilung  aufzustellen,  indem  er  sagt : »que  les  anHes  alterna- 
tives datis  les  cristaux  simples  sont  de  signe  electrique  oppose  ct  sont  de  la  memo 
manierc  dans  loute  ienr  etendue.  Les  artMes  qui  portent  les  faces  rhombes  ont 
toujours  donnc  une  tension  positive  par  Ic  contaet  avec  le  plan  dYpreuve  chauüee 
(mit  einer  heissen  Kugel,  also  bei  steigender  Temperatur),  los  anHes  opposees 
ilonnant  une  tension  negative.  Les  axes  horizontaux  du  trigonu^dre , c’est  a 
dire  les  diagonales  de  ia  base  du  prisnie  hexagonal  du  quartz  seraient  donc  les 
axes  de  pyroelectricite«.  Was  nun  die  von  Friedei  bezeichnete  Lage  der  elektrischen 
Pole  überhaupt  betrifft,  so  ist  dies,  wie  man  sieht,  genau  die  von  mir  bereits  im 
Jahre  1 866  angegebene;  dagegen  ist  die  spceielle  Bestimmung  Fried  eis  über  die- 
jenigen Kanten  des  Prismas,  auf  welchen  beim  Erkalten  die  positiven  und  negativen, 
oder  beim  Erwärmen  die  negativen  und  positiven  Elektricitäten  auftreten,  unrichtig ; 
die  von  Herrn  Fried el  auf  den  einzelnen  Kanten  angegebenen  Polaritäten  sind 
den  von  mir  nachgewiesenen  gerade  entgegengesetzt.  In  den  obigen  Aussprüchen 
lauten  sie  zwar  gleich,  aber  Frieder s Angaben  beziehen  sich  auf  die  Erwär- 
mung, während  die  meinigen  für  die  Abkühlung  gelten.  Erst  in  dem  nächsten 
Abschnitte  kann  ich  erläutern,  wie  Herr  Friedei  zu  diesen  umgekehrten  Angaben 
verleitet  worden  ist ; es  sei  hier  nur  kurz  bemerkt,  dass  er  mittelst  seines  Ver- 
fahrens gar  nicht  die  thermoelektrischen,  sondern  die  aklinoelektrischen  Erregungen 
beobachtet  hat. 

*)  Ebenso  auch  hei  dem  ringsum  ansgebildeten  linken  Krystalle  Nr.  1 1 der 
früheren  Abhandlung. 

**)  Ebenso  bei  den  Kryslallen  Nr.  I und  t der  früheren  Abhandlung. 

***)  Die  auf  den  Prismenkanten  beobachteten  Elektricitäten  sind,  wie  schon  be- 
merkt, auf  den  mit  B bezeichnten  geraden  Linien  angegeben. 
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des  Krvstalles  Nr.  3,  während  bei  dem  Kryslallc  Nr.  2 die  Kauten 
in  regelmässiger  Abwechslung  positiv  und  negativ  erscheinen. 

Die  schiefe  l.age  der  elektrischen  Zonen  spricht  sich  auch  noch 
in  dem  Umstande  aus,  dass  an  normal  gebildeten  Stellen  auf  den 
einer  Kante  anliegenden  Stucken  der  beiden  sie  bildenden  Prismen- 
flächen die  Intensitäten  der  elektrischen  Spannungen  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  wachsen  und  abnehmen.  Auf  dem  zwischen 
den  Flächen  2 und  4 liegenden,  ganz  normal  gebildeten  Theile  des 
Krvstalles  Nr.  1 nimmt  z.  B.  die  negative  Eleklricität  neben  der 
Kante  (2,  3)  auf  der  Fläche  2 von  oben  nach  unten  ab,  auf  der 
Fläche  3 aber  zu ; einen  gleichen  Verlauf  zeigt  die  positive  Spannung 
neben  der  Kante  (3,  4). 

Sehr  charakteristisch  für  den  Unterschied  der  rechten  und  linken 
Bergkrystalle  ist  das  elektrische  Verhalten  der  sogenannten  Pyramiden- 
flächen. Bei  linken  Krvstallen  nimmt  am  oberen  Ende  auf  den 
Flächen  — j I -J-j  „ _ , (des  sogenannten  Hauptrhomboeders)  die  elek- 
trische Spannung  nach  rechts  hin  im  negativen  Sinne  zu.  Entweder 
zeigt  der  an  die  Prismenfläehe  grenzende  Theil  jener  Flächen  blos 
negative,  nach  rechts  hin  wachsende  Polarität  (Nr.  I obere  Fläche  2, 
4 und  6;  Nr.  2 obere  Fläche  2 und  4),  oder  es  gehl  die  am  linken 
Ende  noch  auftretende  positive  nach  rechts  hin  in  die  negative  Uber 
(Nr.  2 obere  Fläche  6).  An  dem  unteren  Ende  wachsen  die  nega- 
tiven Spannungen  in  der  Richtung  von  rechts  nach  links,  d.  h.  diese 
unteren  Flächen  gleichen  vollständig  den  am  oberen  Ende  liegenden, 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  den  Kryslall  umkehrt  und  da- 
durch sein  unteres  Ende  zum  oberen  macht.  Es  darf  ja  auch  bei 
ringsum  normal  ausgebildeten  Krystallen  kein  Unterschied  entstehen, 
mag  das  eine  oder  das  andere  Ende  der  llauptaxe  zum  oberen  ge- 
wählt werden;  die  Richtung  der  elektrischen  Zonen  muss  dieselbe 
bleiben. 

Während  auf  den  grossen  Flächen — (/  1^  = , am  oberen  Ende 

die  negative  Spannung  in  der  Richtung  von  links  nach  rechts  zu- 
nimmt, wächst  auf  den  kleinen  Flächen  dieses  Endes 

in  derselben  Richtung  die  positive,  wobei  der  an  die  Prismenfläehe 
grenzende  Theil  entweder  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  positiv  ist 
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(Nr.  1 obere  Flache  1,  Nr.  2 obere  Flache  1 und  5)  oder  am  linken 
Rande  noch  negative  Spannung  zeigt,  die  nach  rechts  hin  in  die 
positive  Ubergeht  (Nr.  1 obere  Flache  3 und  5). 

In  gerade  entgegengesetzter  Richtung  andern  sich  nun  die  Inten- 
sitäten der  elektrischen  Spannungen  auf  den  rechten  Krystallen.  Auf 
den  grossen  Flachen — (r  ) n = , des  oberen  Endes  wachsen  die 
Intensitäten  von  rechts  nach  links  im  negativen  Sinne  (Nr.  3 Flache  1 , 
3 und  5)  und  in  positivem  Sinne  auf  den  kleinen  Fluchen  +(r,4")„_, 
(Nr.  3 Flache  4 und  6). 

Die  Flachen  des  sogenannten  Hauptrhomboeders  (und  ebenso 
des  Nebenrhomboeders)  sind  also  nicht  wie  aus  der  von  G.  Rose 
gegebenen  Darstellung  folgen  würde,  bei  rechten  und  linken  Krystallen 
gleichartig,  sondern  von  einander  sehr  verschieden,  wie  ich  dies  schon 
oben  S.  474  ausgesprochen  habe. 

Der  im  Vorstehenden  hervorgeholK-ne  Unterschied  zwischen  linken 
und  rechten  Bergkrystallen  setzt  uns  in  den  Stand,  bei  einem  ein- 
fachen Krystalle,  welcher  zwar  die  Flachen  des  sogenannten  Haupt- 
amt Ncbcnrhombeders  deutlich  erkennen  lasst,  aber  weder  Rhomben- 
nocli  TrapczflUchen,  also  kein  Süsseres  Merkmal  zur  Erkennung  der 
Drehungsrichtung  an  sich  trügt,  durch  die  thermoelektrische  Prüfung 
einer  einzigen  Rhomboederflache  zu  entscheiden,  ob  derselbe  ein 
linker  oder  ein  rechter  ist. 

An  Stelle  der  Prüfung  einer  RhomboederflUche  kann  bei  einem 
solchen  Krystalle  auch  die  Bestimmung  des  thermoelektrischen  Ver- 
haltens einer  Prismenkante  treten.  Liegt  die  untersuchte  Kante  z.  B. 
am  olmren  Ende  zur  Rechten  einer  grossen  RhomboederflUche,  so 
ist  der  Krystall  ein  linker,  wenn  diese  Kante  negativ,  dagegen  ein 
rechter,  wenn  sie  positiv  ist. 

Da  sehr  häutig,  wenigstens  das  eine  (obere)  Ende  der  Berg- 
kry  stalle  ziemlich  normal  ausgebildet  ist,  so  treten  auf  den  Rhomboeder- 
flUchen  an  diesem  Ende  nicht  leicht  Verschiebungen  der  elektrischen 
Zonen  auf,  und  es  genügt  daher  zur  sicheren  Bestimmung  der  Links- 
oder Rechtsdrehung  die  Prüfung  einer  einzigen  dieser  Flüchen.  Da- 
gegen erscheinen,  wie  ich  oben  gezeigt  habe,  solche  Verschiebungen 
wohl  auf  den  Seitenflächen  und  Kanten , wenn  das  untere  Ende 
etwas  von  der  normalen  Gestaltung  abweicht,  und  es  wird  dann 
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der  Prüfung  mehrerer  Kanten  oder  Prismenflachen  bedürfen,  um 
sicher  zu  sein,  dass  die  auf  einer  Kante  beobachtete  Polarität  der 
normalen  entspricht. 

ß.  Krystalle  mit  abweichender  Ausbildung  der  Enden. 

Von  der  S.  482  beschriebenen  normalen  Ausbildung  weicht  nun 
die  Gestalt  sehr  vieler  Bergkrystalle  ab*).  Es  kann,  und  dies  ist 
ein  oft  eintretender  Fall,  das  eine  (obere)  Ende  noch  dio  normale 
Anordnung  und  Grosse  der  Pyramidenflüchen  behalten,  wahrend  sich 
an  dem  anderen  (unteren)  Abweichungen  zeigen.  Sehr  häufig  sind 
dabei  die  folgenden  beiden  Formen : 

Es  kommt  Öfter  die  Bildung  vor,  dass,  wahrend  das  eine  (obere) 
Ende  noch  seine  normale  Gestalt  behalt,  an  dem  anderen  (unteren) 
nur  eine  Flache  des  Hauptrhomboeders  sich  vorzugsweise  ent- 
wickelt (Nr.  4). 

Sodann  erscheinen  häufig  an  dem  zweiten  (unteren)  Ende 
zwei  grosse  Pyramidenflachen,  aber  unterhalb  zweier  einander  gegen- 
überliegenden Prismenflachen,  sodass  sie  durch  ihren  Durchschnitt 
eine  kürzere  oder  längere  Schneide  bilden.  An  den  Enden  dieser 
Schneide  liegen  dann  die  übrigen  vier  kleinen  Flüchen  von  nahe 
gleicher  Grösse  (Nr.  5,  (i  und  7). 

Bei  sehr  vielen  Krvstallen  zeigen  beide  Enden  der  Ilauplaxe 
Abweichungen  von  der  normalen  Bildung.  Ich  werde  mich  jedoch 
zum  Nachweise  eines  Zusammenhanges  zwischen  der  Gestaltung  der 
Pyramiden  flachen  und  der  elektrischen  Vcrtheilung  im  Folgenden  auf 
die  Millheilung  der  Beobachtungen  an  solchen  Krystallcn  beschranken, 
bei  welchen  wenigstens  das  eine  (obere)  Ende  der  Hauptaxe  noch 
regelmassig  ausgebildet  ist;  dieser  Umstand  gewährt  den  Vortheil, 
dass  wir,  von  einer  normalen  elektrischen  Vcrtheilung  am  oberen 
Ende  ausgehend,  dio  Abweichungen  von  derselben  nach  dem  unteren 
Ende  deutlich  verfolgen  können. 

Zufällig  gehören  die  stimmtlichen  vier  in  diesem  Paragraphen 
behandelten  Krystalle  zu  den  sogenannten  linken.  Der  Krystall  Nr.  4 
(Fig.  4,  Tal' I)  stammt  aus  der  Schweiz,  die  drei  übrigen  Krystalle  Nr.  5, 


*)  Es  isl  dies  jedenfalls  eine  Folge  kleiner  in  einer  um  «0°  oder  180°  ge- 
drehten  Stellung  eingewachsener  Stücke. 
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6 u.  7 (Fig. 5,  G u.  7,  Taf.  I)  von  Slriegau  oder  Jfirischau  in  Schlesien. 
Die  Masse  von  Nr.  4,  C und  7 ist  wasserbcll,  \\ Uhrend  sie  bei  Nr.  5 
triibe  erscheint.  Bei  Nr.  4 sind  die  beiden  Prismenflachen  1 und  2 
mit  einem  Anfluge  eines  grauröthlichcn  Pulvers  bedeckt;  bei  Nr.  7 
bildet  das  untere  Ende  eine  doppelte  Schneide. 

Das  obere  Ende  zeigt  bei  den  Krystallen  Nr.  4,  5,  6 und  7 in 
regelmässiger  Abwechselung  drei  grosse  und  drei  kleine  Rhombqeder- 
flitchen ').  Infolge  dessen  tritt  die  normale  Verlheilung  auf  sfimmt- 
lichen  oberen  Pyramiden llitchen  hervor  und  es  erhält  sich  diese 
normale  Verlheilung  auch  noch  in  den  oberen  Theilen  der  Prismcn- 
fltichen ; ja  bei  Nr.  4,  bei  welchem  die  Abweichung  in  der  Bildung 
des  unteren  Endes  wohl  die  geringere  ist,  zeigen  sämmtliche  Prismen- 
kanten in  ihrer  ganzen  Länge,  sowie  auch  am  unteren  Ende  die  an 
die  Prismenflächen  grenzenden  Theile  der  grossen  Pyramidenfläche  3 
und  der  ihr  links  anliegenden  Fläche  2 die  normalen  Polaritäten**). 
Bei  den  Krystallen  Nr.  5,  6 und  7 treten  dagegen  schon  auf  den 
Prismenflachen  Abweichungen  ein;  es  bleiben  zwar  noch  die  sämmt- 
lichen  sechs  Zonen,  abwechselnd  positiv  und  negativ,  sichtbar,  doch 
dehnen  sich  einzelne  ungewöhnlich  aus,  sodass  bei  dem  Krystall  Nr.  G 
die  Kante  (2,  3;  und  bei  Nr.  7 die  Kanten  (2,  3)  und  (4,  5)  nur  in 
ihren  oberen  Theilen  die  normale  negative  Spannung  zeigen ; bei  dem 
Krystall  Nr.  5 besitzt  die  Kante  (5,  G in  ihrer  ganzen  Länge  negative 
Spannung  anstatt  positiver.  Am  unteren  Ende  findet  sich  bei  den 
drei  letzteren  Krystallen  auf  einem  Theile  der  Flächen  noch  die  nor- 
male elektrische  Verlheilung:  bei  Krystall  Nr.  3 auf  den  unteren 
Pyramidenflächen  1 , 2 und  3 ; bei  Nr.  6 auf  den  Pyramidenflächen  3 
und  4 und  bei  Nr.  7 auf  den  Pyramidenflächen  I,  2 und  4.  Sehr 
stark  ist  dagegen  die  Störung  auf  der  unteren  Pyramidenfläche  5 bei 
dem  Kry stalle  Nr.  5*'*). 

. * Die  Krystall«  Nr.  4 mul  6 entwickelten  selir  starke  Eleklricität ; es  musste 

daher  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  verringert  werden.  Während  sonst 
ein  DaniellVhcs  Element  einen  Ausschlag  von  50  Sktb.  erzeugte  (A'£=50) 
S.  478,  brachte  es  jetzt  nur  einen  Ausschlag  von  7,5  Skth.  hervor,  was  in  der  Zeich- 
nung durch  das  Zeichen  NE  =7,5  angedeutet  ist. 

**)  Die  in  der  Mitte  der  grossen  Pyramidenfläche  3 am  unteren  Ende  aut- 
tretende  positive  ElektrieiUit  wird  später  S.  501  ihre  Erklärung  finden. 

**’j  Pie  Vergleichung  dieser  Etliche  5 mit  der  oberen  Pyramidenfläche  3 des 
Krystatles  Nr.  14  und  der  Pyramidenfläche  6 des  Krvslalles  Nr.  Hi  zeigt  deutlich, 
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Auf  (len  prismatischen  Seitenflächen  hat  bei  dem  Krystail  Nr.  6 
die  negative  Polarität  eine  grossere  Ausdehnung  als  die  positive; 
dafür  erschein!  die  positive  auf  den  Pyramidenllüchen  des  unteren 
Endes  vorwaltend.  Umgekehrl  verhüll  sich  der  Krystail  Nr.  7 ; bei 
ihm  überwiegt  auf  den  Prisrnenllüchen  die  positive  Spannung,  dagegen 
auf  den  Pyramidenllüchen  des  unteren  Endes  die  negative. 

Wührend  das  obere  Ende  (Spitze)  bei  den  Kryslallen  Nr.  4,  5, 
ti  und  7,  vvie  dies  schon  aus  der  elektrischen  Verlheilung  auf  den 
daselbst  betindlichen  Pyramidenllüchen  hervorgehl,  positive  Spannung 
besitzt,  zeigt  sich  nur  bei  den  Krystallen  Nr.  5 und  C die  Schneide 
am  unteren  Ende  positiv,  dagegen  die  untere  Spitze  bei  Nr.  4 und 
die  gespaltene  Schneide  bei  Nr.  7 negativ. 

■/.  Nur  an  dem  einen  Ende  ausgebildete,  an  dem  andern  aber  angewachsen 
gewesene,  und  jetzt  verbrochene  Krystalle. 

Wahrend  einfache,  ringsum  möglichst  normal  ausgehildete  Berg- 
krystalle  sehr  selten  sind,  und  wohl  stets  auch  nur  eine  geringe 
Grösse  besitzen,  ist  die  Anzahl  derjenigen  einfachen  Krystalle,  welche 
an  dem  einen  Ende  ziemlich  normal  gestaltet,  an  dem  anderen  aber 
ursprünglich  angewachsen  gewesen  und  dann  abgebrochen  worden, 
viel  beträchtlicher  und  auch  die  Grösse  derselben  oft  sehr  ansehn- 
lich. Ich  habe  auf  den  Tafeln  die  Netze  von  sechs  derselben  und 
zwar  die  grösseren  nur  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet.  Vier 
derselben  Nr.  8,  9.  10  und  t I sind  linke  Krystalle,  die  beiden  anderen 
Nr.  12  und  13  rechte.  Der  Krystail  Nr.  8 ist  ganz  farblos;  bei  den 
Krystallen  Nr.  9 und  12  ist  zwar  die  Masse  auch  farblos,  aber  ihre 
Oberfläche  wird,  namentlich  auf  den  Pyramiden-  und  Trapezoeder- 
flüchen.  mit  einem  feinen  grünen  Staube  von  Helminth  bedeckt.  Die 
drei  anderen  Krystalle  sind  nelkenbraun.  Nr.  10  und  II  dunkler  als 
Nr.  13.  Der  Krystail  Nr.  8 stammt  vom  St.  Gotthard,  Nr.  9 von 
Tavelsch,  Nr.  10,  II  und  13  aus  dem  Maderaner  Thal  und  Nr.  12 
vom  Kreuzlipass  aus  der  Schweiz.  Die  braun  gefärbten  Krystalle 
liefern  den  Beweis,  dass  der  Farbstoll',  der  jedenfalls  ans  Kohle 
besieht,  die  Entstehung  und  Anhäufung  der  Eleklricitüt  nicht  hindert. 


dass  die  Störung  auf  der  vorliegenden  Fläche  5 durch  die  Anwesenheit  eines  uro 
| 80°  gedrehten  Stückes  hervorgebrarht  wird. 

Abhand].  <1.  K.  8.  Qr**ll»ch.  d.  Wissens.  b.  XX.  34 
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Ausser  den  Flachen  des  Prismas  und  der  beiden  Rhomboeder  finden 
sich  an  diesen  Kryslallen  noch  Trapezoederflachen  in  rcgelmttssigor 
Anordnung  ’ ; die  Hhoinhenniichen  sind  nicht  immer  vorhanden.  An 
dem  Krystall  Nr.  I 2.  welcher  aueli  an  seinem  unteren  Knde  noch 
Reste  von  zwei  Khnmhoedcrllitrhcn  tragt,  sind  sogar  alle  sechs 
Trapezoederflachen  in  der  Figur  mit  r<  bezeichnet  vorhanden. 

Der  Krystall  Nr.  IS  zeigt  auf  den  Flachen  i und  5 wiederholte 
Abstufungen  und  Absätze;  ferner  sind  auf  einigen  anderen  Flachen 
Nahte  sichtbar;  dennoch  ist  er  aber  durchall»  einfach;  auf  allen 
Absätzen  linden  sich  in  richtiger  Lage  die  Trapezoederflachen. 

Die  Flachen  des  llauplrhomhoeders  zeigen  bei  den  linken 
Kryslallen  Nr.  8,  9,  10  und  II  am  linken  Rande  positive,  am  rechten 
negative  Spannung.  Bei  den  beiden  rechten  Kryslallen  Nr.  1 1 und  LI 
haben  die  beiden  Polaritäten  auf  den  llauplrhomboederflacheii  die 
umgekehrte  Lage.  Ob  auf  den  kleinen  Flachen  des  Neltenrhom- 

boeders  beide  Kleklricitäten  am  unteren  Rande  auftreten,  oder  nur 
eine,  die  positive  oder  die  negative,  bangt  von  der  speciellen  Bil- 
dung an  der  betreffenden  Stelle  ab.  Ist  die  kleine  Flache  mehr 
alter  den  positiven  Theil  der  Prismenflache  gestellt,  so  erscheint  sic 
überall  positiv  Nr.  9,  Flache  3 ; liegt  sie  mehr  über  dem  negativen 
Theile  der  Prismenflache,  so  besitzt  sie  überall  negative  Spannung 
Nr.  9 Flache  I,  Nr.  12  Flache  t),  wahrend  sie  hei  einer  mittleren 
Stellung  an  der  einen  Seite  positive,  an  der  anderen  negative  Elek- 
Iricitat  zeigt  (Nr.  9 Flache  5,  Nr.  12  Flachet). 

Da  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Prismenflachon  und  den 
prismatischen  Seitenkanten  regelmassig  ist,  halte  ich  die  Kanten  und 
die  auf  ihnen  beobachteten  Spannungen  nicht  besonders  (largestellt. 

b.  Zusammengesetzte  Krystalle. 

Die  meisten  grosseren  Hergkrystalle  erscheinen  zwar  ausserlich 
als  einfache  Individuen,  besitzen  aber  dessenungeachtet  gewöhnlich 
nicht  in  ihrer  ganzen  Masse  dieselbe  Orientirung  der  Moleküle. 

*)  Bei  Krystall  Nr.  13  erscheint  ulten  an  einer  Kante  i,  3 hei  « aueh  eine 
sehr  schmale  Trapezoeder-  oder  Hhoinhenfläche ; ein  Bew  eis,  dass  hier  ein  kleines 
um  180°  gedrehtes  Stück  eingeschoben  isl.  Infolge  dessen  wird  die  negative 
Spannung  an  dieser  Stelle  aufgehoben. 
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.Man  betrachtet  solche  Krystalle  als  Zwillinge,  bei  welchen  zwei 
Indiv idtten  mit  parallelen  Hauptaven,  aber  in  einer  mn  60°  oder  1 80"  ver- 
schiedenen Stellung  so  miteinander  verwachsen  sind,  dass  die  ilusseren 
Begrenzungen  beider  die  Gestalt  eines  einfachen  Kryslalles  darbielen. 

Aus  Mangel  an  geeigneten  Krystallen  muss  ich  mich  in  den 
folgenden  Mittheilungen  auf  solche  Zw  illingski  yslalle  beschranken, 
bei  welchen  die  beiden  verwachsenen  Individuen  gleichartig,  also 
beide  entweder  rechte  oder  linke  sind.  Für  solche  steht  mir  aber 
ein  ziemlich  reichliches  Material  zur  Verfügung. 

Als  ttusseres  Kennzeichen  solcher  Verwachsungen  zweier  gleich- 
artigen Individuen  dient  die  Lage  der  Trapezoeder-  und  Rhomben- 
flachen; ein  Auftreten  derselben  auf  benachbarten  Kanten  bezeichnet 
im  Allgemeinen  ein  daselbst  in  anderer  Orientirung  befindliches  Stuck. 
Auch  kann  die  Beschaffenheit  der  Prismen-  oder  Pyramidenflachen, 
nämlich  die  auf  ihnen  sichtbaren  Nahte  “),  sow  ie  Unterschiede  der 
durch  diese  Nahte  getrennten  Flachenstücke  in  Glanz  und  Glatte 
darauf  Hinweisen**). 

Wenn  ein  Bergkrvstall  um  00"  oder  180"  gedreht  wird,  so  hat 
dies  in  elektrischer  Beziehung  den  Erfolg,  dass  an  die  Stelle  einer 
positiven  llalhave  eine  negative  tritt,  und  umgekehrt.  Sind  also 
einzelne  Stücke  eines  Bergkryslalles  gegen  die  Hauptmasse  desselben 
verdreht,  so  muss  sich  dies  in  einer  Störung  der  elektrischen  Ver- 
theilung  an  der  betreffenden  Stelle  kundgeben,  und  umgekehrt  kann 
die  Beobachtung  solcher  Störungen  verwendet  werden,  um  die 
Orientirung  der  Moleküle  zu  erkennen. 

«.  Ringsum  ausgebildete  Krystalle. 

Krystall  Nr.  14.  Eine  eigenthümliehe  Bildung  zeigt  der  Eig.  1 4 
in  seinem  Netze  gezeichnete  rauchbraune  linke  Krystall  Nr.  14  aus 
dem  Maderaner  Thal.  In  seiner  unteren  Hälfte  ist  er  einfach  ; da- 

")  O.i ns  das  blosse  Auftreten  \on  scheinbaren  Nähten  kein  untrügliches  Zeichen 
der  Zusammensetzung  von  verschieden  nrientirlen  Stücken  liefert,  habe  ich  oben 
S.  190  angedeulet. 

**)  Gar  sehr  bedauere  ich.  dass  ich  auf  eine  optische  Prüfung  der  Krystalle 
hatie  verzichten  müssen ; es  fehlt  hier  aber  an  jeder  Gelegenheit,  Hergkrystalle 
schleifen  mul  schneiden  zu  lassen.  Kine  Versendung  nach  auswärts  hätte  nicht 
v iel  niilzen  können  : ohne  specielle  Beaufsichtigung  lassen  sich  eben  solche  ins 
Einzelne  gehende  Gntersuchungen  niehl  durchführen. 

34  * 
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gegen  enthüll  er  in  seiner  oberen  Hiilfte  ein  kleineres  Stück  in  einer 
lim  1 80°  gedrehten  Stellung. 

Am  unteren  Knde  liegen  die  Trapezoederflächen  regelmässig  ab- 
wechselnd auf  den  Kanten  (1,  2),  (3,  4),  (5,  6);  in  halber  Höhe  findet 
sich  auch  auf  der  Kante  (1 , 2)  bei  ,2  die  obere  Trapezoederfläche. 
Dagegen  treten  am  oberen  Knde  zwar  zwei  dieser  Flächen  auf  den 
Kanten  (3,  4)  und  (5,  ü)  auf,  die  dritte  ist  aber  von  der  Kante 
(1,  2)  auf  die  Kante  (2,  3)  verschoben.  Die  Grenze  des  in  der 
oberen  Hälfte  eingeschobenen,  um  ISO"  gedrehten  Stuckes  geht  von 
der  Milte  der  Kante  (1,  2),  wo  bei  fl  die  Trapezoederflüche  liegt, 
auf  der  Fläche  1 durch  eine  Naht  deutlich  erkennbar  nach  links  oben 
(nach  «),  sodass  sie  die  Pyramidenfläche  oberhalb  I noch  einschliessl. 
Von  tler  Milte  fl  der  Kante  (I,  2)  läuft  ferner  die  Grenze  Uber  die 
Fläche  2 bis  zur  Kante  (2,  3)  nach  y.  steigt  dort  nach  oben  (0)  und 
schliesst  dann  die  linke  Hälfte  der  Pyramidenfläche  Uber  3 noch 
ein  (<i . Diese  lelzlere  Pyramidenfläche  (über  3;  ist  durch  eine  Naht 
in  eine  linke  stark  glänzende  und  in  eine  weniger  glänzende  rechte 
Hälfle  gcthcill;  die  linke  Hälfte  gehört  dem  Hauptrhomboeder,  die 
rechte  dem  Nebenrhomboeder  an. 

Mit  der  zuvor  angegebenen,  aus  äusseren  Kennzeichen  lierge- 
leitclen  llildnng  des  Kryslalles  stimmt  nun  auch  die  elektrische  Yer- 
thcilung  auf  seiner  Oberfläche  überein.  In  der  unteren  Hälfte  ist 
die  Vertheilung  vollständig  normal,  und  dasselbe  gilt  auch  von  der 
oberen  Hälfte  mil  Ausschluss  des  zuvor  bezeichneten  Theiles.  Die 
normale  Vertheilung  findet  sich  also  hier  oben  von  der  Prisraeo- 
kante  (2,  3)  und  der  Mitte  der  Pyramidenfläche  oberhalb  3 nach 
rechts  hin  auf  den  F'lächen  3,  4,  5 und  6 bis  zur  Mitte  der  Prismen- 
flächc  I.  Die  oberhalb  1 liegende  Py ramidenfläche  gehört  schon  dem 
gedrehten  Theile  an ; sie  verhält  sich  wie  eine  Fläche  des  Haupt- 
rhomboeders und  ebendies  gilt  von  der  linken  Hälfte  der  Pyramiden- 
fläche 3,  während  die  rechte  Hälfte  dieser  letzteren  Fläche  wie 
bereits  zuvor  erwähnt,  dem  Nebenrhomboeder  angehört.  Infolge 
dessen  entsteht  auf  der  Pyramidenfläche  3 die  eigenthtlmliche  elek- 
trische Vertheilung,  dass  die  Mitte  der  Fläche  negativ  ist,  der  linke 
und  rechte  Rand  aber  positive  Spannung  zeigen").  Die  obere  Hälfte 

*}  Dieser  Vertheilung  gleicht  genau  die  auf  der  unteren  DyramidenllHrhe  5 des 
Kr\  Stalles  Nr.  ü beobachtete  . nur  sind  die  Polaritäten  die  entgegengesetzten. 
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der  Prisroenkante  (I.  2)  ist,  der  Stellung  dieses  Theiles  entsprechend, 
negativ  (Fig.  \IB).  Da  die  Grenze  in  der  Kante  (2,3)  aufwärts 
steigt,  so  tritt  auf  dieser  Kante  auch  oben  die  normale  negative, 
jedoch  nur  in  geringer  Intensität  auf. 


(i.  Nur  an  dem  einen  Ende  ausgebildete,  an  dem  anderen  verbrochene  Krystalle. 

Die  Stucke,  welche  gegen  die  Hauptmasse  eines  Krystalles  ge- 
dreht erscheinen,  sind  bald  kleiner,  bald  grosser  und  können  auch 
in  getrennten  Theilen  auflreten.  Ich  werde  mit  dem  einfachsten 
Kalle  beginnen,  wo  nur  ein  Stuck  von  geringer  Ausdehnung  ein- 
geschoben ist. 

Krystall  Nr.  15.  Der  linke  Krystall  Nr.  15  (in  den  Figuren  15 
in  halber  linearer  Grösse  dargestellt)  aus  dem  Maderaner  Thale  trägt 
am  oberen  Ende  die  Trapezoederflächen  auf  den  Kanten  (I,  2)  und 
(3,  4),  aber  nicht  auf  der  Kante  (5,  6);  dafür  erscheint  jedoch  eine 
Trapezoederfläche  unten  auf  der  Kante  (4,  5)  bei  ß.  Der  Krystall 
enthält  ein  in  gedrehter  Stellung  befindliches  Stuck  von  der  rechten 
Hälfte  der  Fläche  4 bis  zum  rechten  Rande  der  Fläche  5,  wie  dies 
der  Fig.  15  A gezeichnete,  durch  die  Mitte  des  Krystalles  gelegte 
Querschnitt  nachweist,  wo  das  eingeschohene  Stuck  durch  die  Linie 
abr  augedeutet  ist.  In  diesen  Querschnitt  (Fig.  1 5 A)  sind  auch  die 
auf  den  Kanten  in  der  Mitte  des  Krystalles  beim  Erkalten  beobach- 
teten elektrischen  Spannungen  eingetragen. 

Die  Vertheilung  auf  den  Prismen  - und  Pyramidenflächen  ist 
regelmässig  bis  auf  die  Fläche  5,  wo  eben  das  eingeschaltete  Stück 
liegt;  infolge  dieser  Einschaltung  vermag  auf  Kante  (4.  5)  die  nega- 
tive Spannung  kaum  aufzutreten  und  auf  Kante  (5,  6)  erscheint  die 
positive  sehr  geschwächt.  Unmittelbar  neben  der  Kante  (4,5)  beginnt 
auf  der  Fläche  5 die  positive  Zone.  Infolge  der  Einschaltung  dieses 
gedrehten  Stuckes  gehört  auch  die  Pyramidenfläche  oberhalb  5 nicht 
dem  Nebenrhomboeder,  sondern  dem  Hauptrhomboeder  an;  sie  zeigt 
daher  die  elektrische  Vertheilung  der  Fläche  eines  Hauptrhomboeders 
und  spielt  auch,  wie  aus  der  Zeichnung  ersichtlich,  in  Bezug  auf 
ihre  Grösse  die  Rolle  einer  solchen ; eine  Erscheinung,  die  sich  auch 
in  anderen  Fällen  wiederholt.  Auf  der  Pyramidenfläche  i ist  hier- 
durch die  negative  Polarität  soweit  geschwächt,  dass  sie  am  rechten 
Rande  nicht  mehr  zur  Erscheinung  kommt. 
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Krystall  Nr.  16.  Der  linke  krystall  Nr.  16  (in  Fig.  16  in  halber 
linearer  Grösse  dai  gestellt  vom  Gletscher  "auf  der  Burg«  hei  Visch 
(Wallis  tragt  Trapezoederflüchen  an  den  kauten  (1,2)  und  (3,  4 , 
aber  dann  nicht  an  der  Kante  5,  6),  sondern  an  der  kante  (4,  5). 
Er  besitzt,  wie  dies  im  Querschnitt  F’ig.  1 6 .4  angedeulet  ist,  ein  ver- 
drehtes Stuck,  welches  von  der  linken  Hälfte  der  Prismenfläche  4 o) 
bis  zur  rechten  Hallte  der  Flache  6 b reicht,  also  Uber  die  kanten 
(4,  3)  und  5,  6 hinweggeht . sodass  an  diesen  kanten  eine  gegen 
die  Hauptmasse  entgegengesetzte  Polarität  entsteht.  In  dem  obersten 
Drittel  der  Prismeulläche  6 tritt  das  Finde  dieses  Stuckes  noch  in 
dem  schmalen  positiven  Streifen  auf.  Ebenso  deutlich  ergeben  sich 
die  Grenzen  auf  den  beiden  Pyramidonllächen  4 und  6.  Die  linke 
Hälfte  der  Py ramidenfläche  4 und  die  rechte  der  Fläche  6 besitzen 
noch  in  ihren  Molekülen  die  Orieiiliruug  der  Hauptmasse,  während 
die  rechte  Hälfte  der  Fläche  4 und  die  linke  der  Fläche  6,  sowie 
die  ganze  Flache  ä dem  verdrehten  Stucke  angeboren.  Die  Pyra- 
midenflUche  5 ist  also  die  Fläche  eines  Hauptrhomboeders,  wie  ja 
die  direct  unter  ihr  liegende  Trapezoederlläche  schon  andeutet,  und 
dem  entsprechend  zeigt  sich  auch  ihre  elektrische  Yerlheilung.  Durch 
das  Zusammentreffen  zweier,  verschiedenen  Rhomboedern  ungehörigen 
Hälften  entstehen  auf  den  Pyramidenflachen  4 und  6 die  eigenthum- 
lichen  elektrischen  Verlheiluugeu.  Wie  die  elektrische  Yerlheilung 
auf  der  Khomboederfläcbe  4 undeulel.  muss  sich  in  der  Mitte,  der 
Prismeulläche  4 ein  negativer  Streifen  herabziehen,  ähnlich  wie  auf 
der  Prismeulläche  6 ein  positiver.  Bei  den  in  Fig.  1 6 eingetragenen 
Beobachtungen  erschien  jedoch  auf  dieser  Milte  nur  eine  gegen  die 
Bändei'  verringerte  positive  Spannung ; in  anderen  Versuchsreihen 
trat  alter  dieser  negative  Streifen  deutlich  hervor  und  ist  deshalb 
in  den  Querschnitt  Fig.  16. 1 aufgenonimen  worden. 

K l y stall  Nr.  17.  Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum 
gehörige  rechte  krystall  Nr.  17  vom  St.  Gotthardt  trägt  l'rapezoeder- 
flächen  an  den  Kanten  (1,  2),  (3,  4)  und  ö,  6),  ausserdem  aber  noch 
an  der  Kante  (6,  I . ein  Beweis  eines  hier  eingefuglen  Stückes, 
welches  von  der  linken  Hälfte  der  Prismeulläche  6 bis  gegen  die 
Mitte  der  Fläche  I reicht  ( abc  in  Fig.  17  A).  Ebendies  zeigt  auch 
die  elektrische  Yerlheilung;  in  der  Mitte  der  Fläche  I tritt  eine 
schmale  negative  Zone  auf,  während  auf  Fläche  6 gegen  die  Mitte 
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bin  nur  eine  Verringerung  der  Intensität  der  positiven  Spannung 
beobachtet  wird.  Auf  der  kante  (6,  I)  und  ihrer  Umgebung  ist  die 
Polarität  die  umgekehrte  von  der  auf  der  übrigen  Hauptmasse  des 
Krystalles  auftretende.  Die  Einschaltung  dieses  verdrehten  Stückes 
macht  sich  ausserdem  auch  noch  durch  die  Schwächung  der  elek- 
trischen Spannungen  auf  den  benachbarten  kauten  (5,  ti  und  I,  i 
bemerkbar. 

krystall  Nr.  18.  Bei  dem  rechten  kryslalle  Nr.  18  (Eig.  18  in 
halber  Grösse  dargeslelll)  von  Tavelsch  liegt  eine  Trapezoederllaehe 
an  den  kanten  \ I,  2 und  3.  4),  aber  nicht  an  der  kaute  (3,  6); 
dagegen  an  der  kante  (4.  5),  zum  Anzeichen  eines  hier  eingeschal- 
teten verdrehten  Stückes.  Dasselbe  beginnt  (Eig.  18.1,  n h c)  auf 
der  linken  Hälfte  der  Prismen  fläche  4 und  reicht  bis  Uber  die  kante 
(i.  5).  Ausserdem  giebt  sich  durch  die  elektrische  Yertheilung 
noch  ein  zweites  kleines  Stuck  auf  der  kante  (3,  6)  und  auf  der 
Pyramideufläche  oberhalb  (5  kund.  Durch  das  grössere  gedrehte 
Stück  wird  die  elektrische  Yertheilung  auf  der  Prismenlläche  4 und 
der  über  ihr  liegenden  Pyramidentläche  und  auf  der  kante  (4,  5) 
abgeändert,  während  das  kleinere  Stuck  nur  oben  auf  der  kaute 
(3,  6)  die  positive  Spannung  in  die  negative  verkehrt,  und  dann  noch 
oberhalb  der  Prismenlläche  ti  anstatt  einer  Eläche  des  Nebenrhom- 
boeders die  Eläche  eines  Hauptrhomboeders  auftreten  lässt. 

krystall  Nr.  II).  Bei  dem  linken  vom  St.  Gotthardt  stam- 
menden Kryslalle  Nr.  19  (Eig.  19  in  halber  Grösse  dargestellt)  bildet 
der  l'heil  von  der  rechten  Hälfte  der  Prismenlläche  1 bis  etwas  Uber 
die  Prismenkante  (3,  4),  sowie  die  Eläche  5 die  Hauptmasse  des 
krystalles.  Von  der  Pyramidenfläche  I und  resp.  3 zieht  sich  die 
negative  Zone  Uber  die  Kanten  (I.  i)  und  resp.  (3,  4)  und  vun 
der  Pyramidenfläche  i die  positive  Zone  über  die  Kante  ,2,  3;  hinab; 
eben  dieser  Yertheilung  entspricht  die  elektrische  Vertheilung  auf  der 
Eläche  3,  so  dass  auch  noch  die  Polarität  auf  der  Kante  (4,  5)  und  dem 
grösseren  Theile  der  Kante  (3,  6)  die  normale  (d.  h.  der  Hauptmasse 
entsprechende  ist.  Dagegen  findet  sich  auf  der  Eläche  4 ein  schmales 
[n  b cd)  und  von  der  Kaute  (5,6;  bis  etwas  über  die  Mitte  der 
E'läche  I ein  grösseres  verdrehtes  Stuck  (efijh)  eingeschoben  (Fig.  1 9 A), 
wodurch  die  Kante  (6,  I und  der  obere  Theil  der  Kante  (5,  6)  die 
umgekehrte  Polarität  erhalten. 
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Krystall  Nr.  20.  Der  rechte  Kr\ stall  Nr.  20  stammt  gleich 
dem  vorhergehenden  vom  St.  Gotthardt.  Die  an  ihm  auftretenden 
Trapezoeder lUir hen  weisen  auf  mannichfarhc  Kinschiebungen  um  I SO" 
gedrehter  grösserer  und  kleinerer  Stucke  hin.  Auf  der  Kante  (6,  I ) 
lindet  sich  die  matte  Flache  eines  linken  Trapezoeders  nelist  Rhom- 
benflUche;  letztere  ist  parallel  ihrer  Conibinalionskanle  mit  der  Flache  6 
schwach  gestreift.  Auf  der  Kante  (1,2)  liegen  zwei  matte  Flachen, 
die  eine  einem  linken,  die  andere  einem  rechten  Trapezoeder  an- 
gehörend. Auf  der  Kante  2,  .1)  treten  glatte  Flachen  zweier  linken 
Trapezoeder  auf.  Auf  der  Kante  3,  i zeigt  sich  eine  glatte  Flache 
eines  linken  und  eine  matte  Flache  eines  rechten  Trapezoeders; 
dagegen  ist  auf  der  Kante  i4,  .ü  weder  eine  Trapezoeder-  noch  eine 
Khombentlaehe  wahrzunehmen.  AuT  der  Kaute  5,  6 endlich  erscheint 
wieder  die  glatte  Flache  eines  linken  Trapezoeders  nebst  einer  sehr 
kleinen  Khombentlaehe. 

Fig.  20  stellt  das  Netz  dieses  Kryslalles  in  halber  linearer  Grösse 
dar;  Fig.  20  A in  derselben  Grösse  den  Querschnitt  durch  die  Mitte 
des  Kryslalles.  In  dem  Querschnitte  Fig.  20  A habe  ich  die  zwei 
grösseren  eingeschobenen  Stücke  durch  punktirte  Linien  aed  und  bfe 
angedeutel.  Betrachten  wir  den  von  a über  die  Flache  1 , 2 bis 
zu  b auf  der  Fläche  3,  und  ebenso  den  von  r auf  der  Flache  i bis 
zu  d auf  der  Fläche  5 sich  erstreckenden  Theil  als  dem  ilauplkrystalle 
angehörend,  so  sind  in  ihn  zwei  um  ISO"  gedrehte  grössere  Stücke 
eingeschoben.  Das  eine  dea  geht  von  d ober  die  Flache  6 bis  « 
auf  der  Flüche  I,  und  sein  Verlauf  ist  auf  den  Prismenflachen,  be- 
sonders aber  auch  auf  den  Pryramidenflächen  sichtbar.  Das  andere 
kleinere  Stück  bfc  reicht  von  b auf  der  Fläche  3 bis  c auf  der  Fläche  1. 
Bei  einem  starken  Krhitzen  (über  160“  C.)  waren  in  dem  Krystalle 
zwei  Sprunge  entstanden,  der  eine  bei  c,  der  andere  bei  </,  welche 
ziemlich  eben  sind  und  nahe  parallel  mit  den  prismatischen  Seiten- 
kanlen  verlaufen.  Man  darf  ihre  Kntslehung  wohl  als  eine  Folge 
des  Aueinanderslossens  der  verschieden  orienlirten  Stücke  betrachten. 

Mil  dieser  angegebenen  Zusammensetzung  ist  nun  die  elektrische 
Vertheilung  im  Kinklange.  Wäre  der  Haupikiystall  vollständig  vor- 
handen, so  müssten  die  Kanten  (6,  I),  (2,  3 und  (4,  5)  negativ, 
und  die  Kanten  (1,  2),  (3,  4)  und  (3,  6)  positiv  sein.  In  dem  vor- 
liegenden Krystalle  gehören  aher  nur  die  Kanten  1,2.  2,3  und 
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zum  Theil  (4,  5)  diesem  Hauptkrystalie  an.  wahrend  die  Kanlen  (3,  4), 
(5,  6;  und  (6,  I)  auf  den  eingeschobenen  um  1 80“  gedrehten  Stücken 
sich  finden,  und  daiier  eine  dem  (inuptkrystalle  entgegengesetzte 
Polarität  zeigen  (Fig.  20  B).  Infolge  der  eingeschobenen  Stucke  wird 
die  positive  Zone  auf  den  rechten  Hälften  der  Fläche  3 bei  b 
(Fig.  20  A),  der  Fläche  4 bei  c,  und  der  Fläche  5 bei  d durch  die 
auf  den  rechts  daneben  liegenden  Kanten  erscheinende  negative 
Elektricität  abgebrochen.  Ähnliches  geschieht  mit  der  negativen  Zone 
auf  der  linken  Hälfte  der  Fläche  I bei  a.  Auf  den  Flächen  3,  4 
und  3 zeigt  sich  infolge  dieser  Bildung  auf  der  rechten  Hälfte  ein 
mehr  oder  weniger  breiter  positiver,  und  in  der  Mitte  der  Fläche  I 
ein  ziemlich  breiter  negativer  Streifen. 

Die  in  Fig.  20  .4  eingetragenen  elektrischen  Polaritäten  geben, 
wie  schon  bemerkt,  die  Verkeilung  in  einem  durch  die  Mitte  des 
Krystalles  gelegten  Querschnitte.  Wie  die  Beobachtungen  auf  den 
Kanten  Fig.  20  It  zeigen,  weicht  die  Verkeilung  nach  oben  hin 
infolge  der  Änderung  der  Grenzen  der  eingeschobenen  Stücke  etwas 
ab;  die  Kanlen  (4,  5)  und  {5,  6)  sind  in  der  Mitte  negativ,  nach 
oben  hin  aber  ganz  oder  zum  Theil  positiv. 

Von  Hauptrhomboederflächen  ist  vollständig  vorhanden  die  Fläche  6 
auf  dem  grösseren  eingeschobenen  Stücke . und  von  dem  Neben- 
rhomboeder die  Fläche  des  Hauptkryslalles  2.  Auf  der  Hauptrhom- 
hoedertlaehe  geht,  wie  es  bei  rechten  Kryslallen  sein  muss,  die  Elek- 
Iricität  in  der  Kichtung  von  rechts  nach  links  vom  positiven  zum 
negativen,  auf  dem  Nebenrhomboeder  in  derselben  Kichtung  vom 
negativen  zum  positiveu.  Auf  den  Pyramidenflächen  I.  3,  4 und  5 
stossen  Haupt-  und  Nebenrhomboeder  an  einander;  infolge  dessen 
liegt  auf  der  Fläche  I die  negative  Zone,  und  auf  den  Flächen  3 
und  4 das  Maximum  der  positiven  Elektricität  mehr  in  der  Milte. 


c.  Elektrisches  Verhalten  der  Enden  der  Hauptaxe. 

Zu  der  Zeit,  in  welcher  ich  meine  frühere  Untersuchung  Uber 
die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Bergkrjslalles  ausführte, 
war  ich  noch  in  der  damals  allgemein  geltenden  Ansicht  befangen, 
dass  überhaupt  nur  in  der  Kichtung  hemimorph  gebildeter  Axen 
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elektrische  Spannungen  aultreten  könnten.  Ich  habe  mich  daher 
damals  auf  ilie  Prüfung  des  elektrischen  Verhaltens  der  Nebenaxen, 
nach  welchen  eben  eine  hcmimorphc  Bildung  vorhanden  ist,  be- 
schrankt, und  das  Verhalten  der  Hauplaxe.  deren  Knden  nicht  lieiui- 
morph  gestaltet  sind,  nicht  specieller  beobachtet.  Hs  heisst  in  der 
oben  angeführten  Abhandlung  nur  mit  Bezug  auf  altere,  von  mir  im 
Jahre  1839  gemachte  Beobachtungen:  »Bei  einzelnen  Kristallen 

boten  die  Enden  der  Hauplaxe  allerdings  verschiedene  Elektricililten 
dar;  jedoch  habe  ich  daraus  nicht  mit  Bestimmtheit  auf  eine  mit 
der  krystallographischen  Hauplaxe  parallele  elektrische  Axe  zu 
schliessen  gewagt.» 

Durch  meine  spateren  Untersuchungen  über  das  thermoelektrische 
Verhalten  des  Topases,  Schwerspalhes  u.  s.  w.  habe  ich  nachgevviesen, 
dass  auch  auf  nicht  hemimorph  gebildeten  kry stallen  thermoelektrische 
Vorgänge  auflreten,  dass  aber  bei  solchen  Kryslallen  keine  polaren 
Axen  existiren,  dass  vielmehr  die  beiden  gleichgestallcten  Enden 
einer  Axe  dieselbe  elektrische  Polarität  zeigen.  Es  erschien  daher 
jetzt  nnthig.  die  nicht  hemimorph  gebildete  Axe  des  Bergkryslalles 
auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  und  das  Interesse  an 
einer  solchen  Untersuchung  wurde  noch  durch  den  Umstand  erhöht, 
dass,  wenn  auch,  wie  bemerkt,  nach  der  Hauplaxe  dieser  Kry stalle 
kein  eigentlicher  Hemimorphisinus  auftritt,  doch  sehr  oft  die  beiden 
Enden  der  Hauplaxe  eigenthumliche  Unterschiede  in  der  Ausbildung 
der  an  ihnen  liegenden  Flachen  zeigen,  die  sich  dann  auch  in  der 
elektrischen  Veitheilung  auf  diesen  Flachen  aussprechen. 

Da  bei  den  nicht  hemimorph  gestalteten  Kryslallen  des  Topa- 
ses. des  Kalkspathes  u.  s.  w.  die  blosse  Verschiedenheit  der  Axen 
hinreicht . um  elektrische  Spannungen  infolge  von  Temperaturan- 
derungen zu  erzeugen,  so  kann  man  allgemein  die  Frage  stellen,  ob 
nicht  bei  hemimorphen  Kryslallen,  während  in  der  Hichtung  der  hemi- 
morphen  Axe  eine  polarelektrische  Vertheiiung  erscheint,  auch  in  der 
Hichtung  der  anderen  nicht  hemimorphen  Axen  elektrische  Pole,  aller 
freilich  an  beiden  Knden  einer  Axe  gleichnamige,  auflreten.  Dieselben 
mussten  sich  durch  eine  Verschiedenheit  in  der  Ausdehnung  der 
beideu  von  den  Enden  der  polaren  Axe  ausgehenden  elektrischen 
Spannungen  auf  den  mit  dieser  letzteren  Axe  parallelen  Flachen 
kund  geben. 
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Ein  nach  dieser  Richtung  hin  an  den  Kn  stallen  des  Zuckers 
angestellter  Versuch  hat  ein  negatives  Resultat  ergeben.  Die  Krystalle 
des  Zuckers  gehören  /um  monoklinischen  Systeme').  Nehmen  wir 
die  au  ihren  Enden  ungleich  ausgehildete  Ave  zur  Orthodiagonale, 
so  laufen  die  Kittchen  OP  und  oof-'oo  mit  dieser  Orthodiagonale 
parallel.  Obwohl  nun  die  verticale  Ave  und  die  klinudiagonale  in 
ihren  Grössen  verschieden  sind,  so  zeigt  sich  doch  auf  den  genannten 
Fluchen  kein  Unterschied  in  der  Ausbreitung  der  von  den  beiden 
Enden  der  Orthodiagonale  ausgehenden  elektrischen  Zonen. 

Bei  dem  Turmalin  kann  inan  die  Flächen  des  dreiseitigen  Prismas 
als  zu  dem  einen  Ende  der  Hauptave  gehörig  betrachten;  durch  sein 
Auftreten  entsteht  auch  nach  den  Nehenaven  eine  hemimorphe  Bil- 
dung. Ich  habe  aber  nicht  vermocht,  auf  «len  Flächen  des  sechs- 
seitigen und  des  dreiseitigen  Prismas  bestimmte  Unterschiede  in  der 
Ausbreitung  der  \on  den  Enden  der  Hauptave  ausgehenden  positiven 
und  negativen  Spannungen  wahrzunehmen. 

Anders  gestalten  sich  nun  aber  die  Verhältnisse  beim  Be.rg- 
krystalle. 

Wir  wollen  zunächst  an  den  ringsum  ausgehildeten  Kryslallen 
Nr.  I bis  7 diejenigen  Enden  der  Hauptave  betrachten,  welche  normal 
gestaltet  sind,  d.  h.  abwechselnd  drei  grosse  und  drei  kleine  Rliom- 
boederflUchen  tragen,  und  nicht  durch  Anliegen  an  andere  Körper 
in  ihrer  Entwickelung  gehemmt  wurden.  Solche  vollkommen  nor- 
male Bildungen  linden  wir  an  dem  oberen  Ende  der  Krystalle  Nr.  I, 
4,  5,  0 und  7.  Auf  den  Flächen  dieses  Endes  zeigen  sich  keine 
Nahte  oder  sonstige  Andeutungen  von  Verwachsungen,  und  die  Flächen 
des  Nehcnrhomhoeders  reichen  nicht  bis  zur  Spitze,  die  allein  von 
den  Flächen  des  Hauptrhomboeders  gebildet  wird.  SUmmlliche  zuletzt 
genannten  Krystalle  sind  zufällig  linke. 

Wie  die  in  die  Netze  dieser  Krystalle  eingetragenen  elektrischen 
Beobachtungen  nacliw  eisen,  ist  die  Basis  der  llauptrhomboederflächen 
des  oberen  Endes  vorzugsweise  negativ,  und  zwar  wächst  die  negative 
Spannung  hei  diesen  linken  Krystallen  in  der  Richtung  von  links 
nach  rechts;  in  einzelnen  Fallen  tritt  am  linken  Rande  auch  noch 
die  positive  auf.  In  diesen  letzten  Fällen  Nr.  0)  nimmt  dann  nach 

*j  De  Iheruioeletiririliile  crystailortiin,  llalae  1839;  Pogg.  Aul».  Bd.  19,  S.  493. 
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oben  hin  die  positive  Spannung  zu.  Ist  die  Basis  überall  negativ, 
so  nimmt  die  negative  Spannung  nach  oben  hin  ab  und  geht  in 
eine  positive  Uber.  Bei  allen  fünf  Krystallen  zeigt  nun  auch  das 
obere  Ende  der  Hauptaxc , wenn  der  Krystall  bis  auf  dieses  in 
Kupferfeilicht  eingehüllt  wird,  beim  Erkalten  eine  positive  Spannung, 
welche  bei  den  Krystallen  Nr.  i und  6,  und  auch  noch  bei  Nr.  5 sehr 
beträchtlich,  bei  Nr.  I und  7 aber  geringer  ist*). 

Am  unteren  Ende  ist  hei  dem  Krystall  Nr.  I die  Flüche  6 des 
Nebenrhomboeders  wohl  infolge  eines  hier  stattgehabten  Anliegens 
beträchtlich  vei grösser!;  jedoch  zeigt  dieses  Ende  noch  positive 
Spannung.  Bei  dem  Krystall  Nr.  I besitzt  allerdings  die  Fläche  des 
Hauptrhomboeders  3 am  unteren  Ende  eine  bedeutende  Grösse;  aber 
auch  die.  neltenliegenden  Flächen  2,  t und  6 des  Nelienrhomboeders 
reichen  bis  zum  unteren  Ende,  an  welchem  sich  durch  den  Durch- 
schnitt der  Flächen  3 und  (i  eine  kurze  Schneide  bildet.  Diese 
Schneide  zeigt  beim  Erkalten  negative  Elektriciläl.  Am  unteren  Ende 
des  Krystalles  Nr.  5 und  (>  ist  durch  den  Durchschnitt  der  Fläche  5 
des  Hauptrhomboeders  und  der  vergrösserten  Fläche  2 des  Neben- 
rhomboeders  eine  Schneide  entstanden;  dieselbe  wird  beim  Erkalten 
positiv,  jedoch  schwächer  als  das  obere  Ende**).  Bei  Nr.  7 lindel 
am  unteren  Ende  eine  ähnliche  Bildung  statt;  der  Krystall  erscheint 
daselbst  gewissermassen  aus  zwei  zusammengewachsenen  zu  be- 
stehen. von  denen  jeder  in  einer  Schneide  endigt.  Dieses  untere 
Ende  zeigt  negative  Spannung. 

Bei  dem  Krystall  Nr.  3 reicht  an  beiden  Enden  eine  Fläche 
des  Nehenrhomhoeders  bis  zur  Spitze;  beide  Enden  geben  aber  beim 
Erkalten  positive  Elektriciläl.  Der  Krystall  Nr.  2 hat  an  seinem 
oberen  Ende  seitlich  angelegen;  es  zeigt  wohl  infolge  dessen  dieses 
Ende  keine  elektrische  Spannung  beim  Erkalten;  dagegen  giebt  das 
untere,  an  welchem  durch  die  Vergrösserung  der  Fläche  2 des  Neben- 
rhomboeders eine  kurze  Schneide  entsteht,  noch  positive  Elektrieität. 

•)  Es  ist  dies  nicht  blos  eine  Eigenthümlichkeit  der  linken  kry stalle.  Das- 
selbe Verhalten  zeigt  auch  das  obere  Ende  eines  rechten  Bergkrystalles  von  Neumark 
in  Schlesien,  der  unter  Fig.  t9  und  10  in  meiner  früheren  Abhandlung  vom  Jahre 
18 HB  abgebildet  ist. 

Genau  ebenso  verhalt  sich  auch  der  in  der  früheren  Abhandlung  unter 
Fig.  2H  und  26  abgebildete  Krystall,  welcher  mit  Nr.  5 in  seiner  Gestalt  ühereinstimmt. 
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linier  den  1 4 Enden  der  Hauptaxen  der  sieben  ringsum  aus- 
gebildeten Rrystalle  sind  also  1 I (darunter  sünuntliche  normal  ge- 
staltete) positiv,  ein  Emle  ist  unelektrisch,  und  nur  zwei  nicht  norftlal 
gebildete  zeigen  negative  Polarität. 

Bei  den  an  dem  unteren  Ende  verbrochenen  Kryslallen  Nr.  8 
und  9 zeigt  das  obere  ausgebildete  Ende  der  Hauptaxe  schwache 
positive  Spannung,  während  bei  Nr.  1 2 daselbst  eine  äusserst  geringe 
negative  aulltritt.  Bei  diesem  letzteren  Kry stalle  breitet  sich  die 
negative  Spannung  auf  den  Hauptrhomboederflächen  allmählig  abneh- 
mend bis  zur  Spitze  aus.  Ähnlich  verhält  sich  auch  das  obere  Ende 

bei  Nr.  13.  Die  oberen  Enden  der  Krystalle  Nr.  10  und  11  sind 

gleichfalls  sehr  schwach  negativ.  Die  Krystalle  Nr.  10,  II  und  13 

stammen  von  demselben  Fundorte  (Maderaner  Thal)  und  sind  mehr 

oder  weniger  nelkeubraun  gefärbt. 

Im  Allgemeinen  tritt  die  positive  Elektricität  auf  den  Enden  der 
Hauplaxe  mit  grösserer  Intensität  auf,  als  die  negative. 

Überblicken  wir  die  vorstehenden  Angaben,  so  dürfte  die  An- 
nahme wohl  gerechtfertigt  sein,  dass  auf  den  Bergkryslallen  bei 
normaler  und  ungestörter  Ausbildung  auch  in  der  Hichtung  der 
Hauptaxe  bei  Temperaturveränderungen  eine  Eleklricitätsentwickelung 
eintrilt,  die  jedoch  entsprechend  der  gleichen  Ausbildung  beider  Enden, 
an  diesen  beiden  Enden  von  gleicher  Beschaffenheit,  und  zwar  beim 
Erkalten  positiv,  ist. 

Diese  Annahme  tindet  auch  durch  die  folgenden  Beobachtungen 
noch  weitere  Bestätigung. 

Drei  in  meiner  früheren  Abhandlung  von  1860  beschriebene 
und  untersuchte  Bergkrystalle  von  Striegau  oder  Jürischau  in  Schlesien 
waren  durch  zwei  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  geführte  Schnitte 
in  drei  Stücke  zerlegt,  und  die  Schnittflächen  des  mittelsten  Stückes 
behufs  einer  optischen  Prüfung  polirt  worden.  Ich  habe  diese  drei 
Krystalle  jetzt  benutzt,  um  das  elektrische  Verhalten  der  Hauptaxe 
noch  näher  kennen  zu  lernen. 

Bei  dem  linken  Krystnll  Nr.  21  (Nr.  XVIII  der  früheren  Abhand- 
lung) hat  weder  die  thermoelektrische  noch  auch  die  optische  Unter- 
suchung irgend  Anzeichen  von  Zusammensetzung  ergeben.  Fig.  21 
stellt  die  Netze  der  drei  Stücke  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Sein  oberes  Ende  besitzt  drei  grosse  Hauptrhomboedernächen, 
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die*  sich  genau  so  verhallen,  wie  ich  oben  S.  4 N 5 angegeben  habe. 
Das  obere'  Knde  selbst  zeigt  daher  positive  Spannung.  Die  Schnitt- 
fläche .4  an  dem  unteren  linde  des  oberen  Stückes  ist  (Fig.  2 1 A 
in  ihrer  Milte  und  nach  den  drei  positiven  Kanten  hin  positiv.  Ähn- 
lich verhalt  sich  die  obere  Schnittfläche  II  des  mittleren  Stückes, 
nur  zieht  sich  die'  positive  lilektricitat  mehr  auf  die  .Mitte  zurück. 
Ihr  gleicht  die  untere  Schnittfläche  an  diesem  Stücke,  mul  auch 
die  obere  Schnittfläche  I)  am  unteren  Stücke;  jedoch  hat  die  positive 
Spannung  an  Intensität  abgenommen.  Diese  in  der  Mitte  der  Schnitt- 
flächen auflretende  positive  Spannung  kommt  endlich  am  unteren  Stücke 
in  der  Milte  der  unteren  grossen  Khoinhocderflache  2 ebenfalls  zur 
Erscheinung  *'),  während  die  am  untersten  Ende  befindliche  stark  zur 
Seite  geschobene  Schneide  schwach  negativ  ist.  Es  durchzieht  also 
den  Krystall  in  der  Mitte  von  oben  bis  unten  eine  an  ihren  Enden 
positive  Axe. 

Der  gleichfalls  linke  Krystall  Nr.  52  ^Nr.  XIX  der  früheren  Ab- 
handlung) trägt  oben  auf  den  Kanten  (6,  I mul  (3,  i)  sehr  schmale 
Rhombenflächen.  Er  ist  nicht  durchaus  einfach.  Die  optische  Unter- 
suchung des  mittleren  Stückes  ergab  dicht  am  Räude  der  Fläche  I 
nach  3 hin  im  convergenten  polarisirten  Lichte  Airy’sche  Spiralen, 
ein  Beweis  von  eingeschalteten  kleineren  rerhlsdrehendeu  Partien. 
Ich  beschränke  mich  aber  hier  auf  das  elektrische  Verhalten  der 
Hauptaxe.  Das  von  den  drei  Flächen  des  Hauptrhomboeders  gebil- 
dete obere  Ende  ist  positiv.  Die  untere  Schnittfläche  (Fig.  22  A) 
am  oberen  Stücke  zeigt  in  der  Mitte  und  nach  den  Flächen  6 und  I 
hin  positive  Spannung.  Auch  auf  den  beiden  Schnitten  f Fig.  22  W und  (■ 
am  mittleren  Stücke  sind  die  Mitten  positiv,  und  es  erstreckt  sich 
diese  positive  Spannung  von  hier  aus  nach  den  Flächen  I und  3. 
Dagegen  fehlt  die  positive  Zone  auf  der  oberen  Schnittfläche  (Fig.  22  I) 
des  unteren  Stückes;  dieselbe  ist  durchweg,  ebenso  wie  die  unteren 
beiden  Spitzen,  in  welche  der  Krystall  endigt,  negativ. 

Der  Krystall  Nr.  23  Nr.  VII  der  früheren  Abhandlung)  ist  ein 
rechter.  Er  ist  jedoch  nicht  völlig  einfach : in  dem  mittleren  Stücke 


*)  Genau  derselbe  Vorgang  wiederholt  sieh  hei  dein  krystalie  Nr.  4,  wo 
auf  dem  unteren  Ende  die  positive  Polarität  ebenfalls  in  der  Mitte  der  grossen 
Fläche  3 des  Hauptrhomboeders  hervortritt,  während  die  untere  Schneide  negativ 
erscheint. 
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zeigen  sieh  im  Polarisat  ionsappa rate  mit  convergentem  Lichte  am 
Rande  der  Flache  3 Airy’sche  Spiralen.  Das  obere  Ende  der  Haupl- 
a\e  besitzt  positive  Spannung;  dieselbe  tritt  auf  den  Flachen  I und  5 
des  Hauptrhomboeders  erst  nahe  an  der  Spitze  auf.  Die  untere 
Schnitlllache  (Fig.  23  A)  am  oberen  Stücke  tragt  nur  nach  der  Kante 
(3,  4)  hin  positive  Elektricitäl,  wahrend  der  übrige  Theil  negativ  ist. 
Die  positive  Zone  hat  auf  den  Schnittflächen  des  mittleren  Stückes 
(Fig.  23  H und  (')  eine  grossere  Ausdehnung;  sie  erstreckt  sich  von 
der  Kante  (2,  3)  Uber  die  den  Flachen  3,  4 und  5 anliegenden 
Theile  bis  zur  Kante  (5,  6).  Die  obere  Schnittfläche  (Fig.  23  D) 
am  unteren  Stucke  zeigt  dagegen  keine  Spur  einer  positiven  Span- 
nung; sie  ist  überall,  ebenso  wie  das  untere  eine.  Schneide  dar- 
stellende Ende,  negativ. 

Bei  allen  drei  Krystallen  beginnt  also  am  oberen  Ende  der 
liauptaxe  eine  positive  Spannung,  die  sich  bei  Nr.  21  und  22  in  der 
Mitte  des  Krystalles,  bei  Nr.  23  naher  an  der  Fläche  i herabzieht, 
und  bei  Nr.  22  selbst  auf  einer  grossen  KhoinboedcrflUchc  des  unteren 
Endes  noch  hervortritt,  während  sie  bei  den  Krystallen  Nr.  22  und  23 
das  untere  Ende  nicht  erreicht,  sondern  infolge  der  Bildungsverhält- 
nisse  ungefähr  } vom  unteren  Ende  aufhört  und  ins  Negative  übergeht. 


III.  Aktinorlektricität. 

Da  bereits  im  Vorworte  die  Entstehung  der  Aktinoelektricitül 
im  Allgemeinen  erläutert  ist,  so  lassen  sich,  bevor  ich  zu  den 
Resultaten  der  Untersuchung  der  einzelnen  Kry stalle  übergehe,  die 
verschiedenen  Verfahren,  mittelst  welcher  die  Bestimmungen  und 
Messungen  der  aktinoelektrisehen  Spannungen  ausgeführt  worden  sind, 
gleich  hier  im  Zusammenhänge  beschreiben. 

A.  Verfahren  bei  den  Beobachtungen. 

Ein  anfangs  last  ausschliesslich  angewandtes  Verfahren  bestand 
in  Folgendem:  Auf  eine  quadratische  Me*singplatte  war  ein  starker 
Cy  linder  von  Siegellack  aufgeschmolzen ; auf  dem  oberen  Ende  des- 
selben sass  ein  Kupferdraht,  dessen  eines  Ende  eine  kupferne  Kugel 
von  17”"”  Durchmesser  trug,  während  mit  dem  anderen  Ende,  nachdem 
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die  Messingplatlc  auf  den  kleinen  neben  dem  Elektrometer  befind- 
licben  eisernen  Ofen  II  (Taf.  III  Fig.  IV)  gelegt  war,  der  dilnne  zum 
Goldblättchen  des  Klektrometers  führende  Platindraht  IV  verbunden 
wurde.  Um  die  Bergkry slalle  bequem  zu  stellen,  und  Überhaupt 
handhaben  zu  können,  waren  sie  auf  kleinen  runden  Metallscheiben 
mittelst  Siegellack  in  verticaler  Stellung  ihrer  llauptaxe  befestigt.  An 
die  zuvor  genannte  Kugel  wurde  nun,  wahrend  das  Goldblättchen 
des  Elektrometers  zur  Erde  abgeleitet  war,  die  zu  prüfende  Stelle 
des  Bergkry stallos  (z.  B.  eine  Stelle  der  Prismenkante  bis  zur  Be- 
rührung herangerilckt  und  einige  Zeit  sieben  gelassen,  um  jede  etwa 
durch  Reibung  erregte  Elektricitat  zum  Verschwinden  zu  bringen. 

Wurde  die  Ableitung  des  Goldblättchens  zur  Eitle  aufgehoben, 
so  genügte  es  schon,  vor  den  Rrystall,  d.  h.  auf  die  von  der  Kugel 
abgewandle  Seite  desselben,  ein  brennendes  Streichhölzchen  oder 
die  Flamme  eines  Wachsstockes  zu  hallen,  um  bei  stark  erregbaren 
Krystallen  einen  sehr  beträchtlichen  Ausschlag  im  Elektrometer  her- 
vorzurufen. Ha  jedoch  durch  die  hierbei  nothwendigen  Bewegungen 
der  Hand  und  des  Armes,  sowie  durch  die  Flamme  selbst  Störungen 
entstanden,  so  wurde  folgende  Einrichtung  getroffen. 

Hinter  einem  doppelten  Melalischirme  brannte  eine  Gasflamme. 
Der  Schirm  sollte  die  Strahlung  vom  Gehäuse  des  Elektrometers 
abhalten,  weil  sonst  die  Erwärmung  desselben  fortwährend  nicht 
unbeträchtliche  Änderungen  in  der  Ruhelage  des  Goldblättchens  her- 
vorgerufen hätte.  Die  Strahlen  der  Flamme  fielen  auf  einen  Hohl- 
spiegel von  Istll“”  Brennweite  und  3*05""  Olfnung.  Das  durch  ihn 
erzeugte  Bild  der  Flamme  entstand  ungefähr  au  der  hinteren  Kante 
des  Kryslalles,  an  welche  die  kupferne  Kugel  angelegt  war. 

Uni  ferner  grössere  Bewegungen  der  Hand  und  des  Armes  zu 
vermeiden . war  in  die  Leitung  des  Gases  zur  Lampe  ein  Hahn 
(Hauptbahn)  eingeschaltet,  der  von  dem  vor  dem  Elektrometer  sitzen- 
den Beobachter  geöffnet  und  geschlossen  werden  konnte.  Neben 
diesem  Haupthahne  lag  eine  ebenfalls  mit  einem  Hahne  versehene 
Nebenleitung,  welche  das  Gas  noch  zur  Lampe  gelangen  lies,  wenn 
auch  der  Hauptbahn  geschlossen  war.  Der  Hahn  in  der  Neben- 
leitung wurde  jedoch  so  gestellt,  dass  nur  eine  ausserordentlich  geringe 
Gasmenge  hindurch  strömte;  auf  dem  Gasbrenner  erhielt  sich  daher 
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noch  ein  sein-  winziges,  kaum  sichtbares  Flhmmchen,  wenn  der  llaupt- 
huhn  geschlossen  war.  Um  nun  die  Wirkung  der  Bestrahlung  ein- 
treten  zu  lassen,  genügte  die  gelinge  Bewegung  der  rechten  Hand 
zur  Drehung  des  Haupthahnes,  und  ebenso,  wenn  der  Erfolg  des 
Verschwindens  der  Strahlung  gemessen  werden  sollte,  das  Zurück- 
drehen des  Hahnes.  Zum  Schutze  gegen  die  seihst  durch  diese 
geringen  Bewegungen  möglicherweise  erzeugte  Rcibungselektricitüt 
war  vor  die  Hand  noch  ein  grosseres  zur  Erde  abgeleitetes  Blech 
gestellt.  Überhaupt  war  das  Elektrometer  und  der  zuleitende  Draht 
möglichst  mit  Metallschinnen  verdeckt,  um  die  durch  die  Flamme 
erzeugten  elektrischen  Störungen  abzuhalten.  Die  Flamme  der  Uampc 
war  ebenfalls  zur  Erde  abgeleitet,  indem  ein  mit  letzterer  verbun- 
dener Platindraht  den  unteren  Rand  der  Flamme  berührte. 

Vor  jeder  Beobachtung  wurde  das  Goldblättchen  mittelst  eines 
langen  mit  der  Erde  in  Verbindung  stehenden  Kupferdrahtes,  welcher 
an  den  dünnen  Platiodraht  II’  angelegt  wurde,  zur  Erde  abgeleitet; 
die  linke  Hand,  welche  den  Kupferdraht  bewegte,  befand  sieh  weit 
unterhalb  und  war  durch  abgeleitete  Metallschirme  möglichst  ver- 
deckt, Sofort  nach  der  Isolirung  des  Goldblättchens  durch  Weg- 
ziehen des  Kupferdrahtes  wurde  der  Hauptbahn  durch  die  bereits  in 
passender  l-age  befindliche  rechte  Hand  geöffnet  und  der  im  Elek- 
trometer entstehende  Ausschlag  gemessen. 

Sollte  die  Wirkung  der  Bestrahlung  eine  oder  mehrere  Secunden 
nach  ihrem  Beginne  untersucht  werden,  so  wurde  der  Kupferdrahl 
an  den  dünnen  Platindraht  IV  angelegt,  der  Hauptbahn  mit  einem 
bestimmten  Secundenschlage  geöffnet  und  dann  erst  nach  einer  oder 
mehreren  Secunden  der  Kupferdraht  vom  Platindrahte  entfernt. 

War  beabsichtigt,  nicht  die  Wirkung  des  Eintritts  der  Strahlung, 
sondern  die  durch  das  Aufhören  derselben  entstehenden  elektrischen 
Vorglinge  zu  beobachten,  so  wurde,  wenn  der  durch  den  Eintritt  der 
Strahlung  entstandene  Ausschlag  sein  in  30  bis  40  Secunden  aus- 
gebildetes Maximum  erreicht  hatte,  das  Goldblättchen  durch  Anlegen  des 
Kupferdrahtes  an  den  Platindraht  entladen,  und  dann  nach  Entfernung 
des  Kupferdrahtes  durch  Drehen  des  llaupthalmcs  die  Flamme  aus- 
gelöscht. Sollten  dagegen  die  Vorglinge,  welche  eine  oder  mehrere  Se- 
cunden nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  eintreten,  untersucht  werden, 
so  blieb  der  Kupferdrahl  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  noch  eine 
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oder  mehrere  Secunden  mit  dem  Platindrahtc  in  Berührung  und 
wurde  erst  in  dem  gewünschten  Zeitpunkte  entfernt. 

Die  mit  der  Oberfläche  des  Krystalles  in  Berührung  gebrachte 
Kugel  ermöglichte  eine  starke  Bindung  der  ElektriciUtt  und  es  wurde 
dadurch  allerdings  ein  erheblicher  Ausschlag  im  Elektrometer  erzielt. 
Dagegen  konnte  dieselbe,  eben  wegen  ihrer  Grösse,  zur  genaueren 
Untersuchung  Uber  die  elektrische  Vertheilung  der  aktinoelcktrischen 
Spannungen  auf  den  einzelnen  Punkten  einer  Prismenflilche  nicht  ver- 
wandt werden.  Besser  eignete  sich  für  diesen  Fall  ein  gerader 
kupfcrdrnht,  dessen  Ende  an  Stelle  der  Kugel  an  die  verschiedenen 
Theile  der  Fläche  herangeschoben  wurde.  Doch  gilt  auch  hier  das- 
selbe, was  oben  S.  480  über  die  auf  den  Plalindrahl  V seitens  der 
umliegenden  Flächenstücke  ausgeubten  Vertheilungswirkungen  gesagt 
worden.  Der  Ausschlag  des  Goldblättchens  war,  wenn  die  Kugel  an 
der  Kante  stand,  etwas  mehr  als  dreimal  so  gross,  als  wenn  das  Ende 
des  Drahtes  die  Kante  berührte. 

Bei  dem  zuvor  beschriebenen  Verfahren  wurden  die  aktino- 
elek Irischen  Spannungen  stets  auf  der  Seile  bestimmt,  welche  dem 
Eintritte  der  Strahlung  entgegengesetzt  war.  Es  liess  sich  aber  auch 
leicht  eine  Einrichtung  treffen , bei  welcher  diese  Spannungen  auf 
derselben  Seite  gemessen  werden  konnten,  auf  welche  die  Strahlung 
aufßel.  Anstalt  eines  geraden,  wurde  ein,  wie  Fig.  V (Taf.  IV)  in  halber 
Grösse  zeigt,  mehrfach  gebogener  Kupferdraht  ubrde  angewandt;  der- 
selbe ging  auf  der  hinteren  Seite  des  Krystalles  h aufwärts,  dann  über 
das  obere  Ende  desselben  hinweg  und  wurde  mit  dem  horizontalen, 
rückwärts  gebogenen  Ende  seines  vorderen  Schenkels  de  an  die  ver- 
schiedenen Punkte  der  kante  h (oder  Fläche),  welche  die  Strahlung 
empfing,  angelegt.  Zwischen  die  hintere  Kante  oder  Fläche  des 
Krystalles  und  den  daselbst  aufsteigenden  Schenkel  des  Drahtes  war 
zur  Verhütung  von  Vertheilungswirkungen  seitens  der  hinteren  Theile 
des  Krystalles  auf  dieses  Drahtslück  ein  kleines  zur  Erde  abgeleitetes 
Metallblech  S gestellt. 

Ein  anderes  Verfahren,  liei  welchem  ebenfalls  die  elektrischen 
Spannungen  auf  der  Seile  gemessen  wurden,  auf  welche  die  Strahlen 
einlielen,  schloss  sich  eng  an  das  bei  der  Messung  der  thermoelek- 
trischen Spannungen  benutzte  an.  Gerade  wie  bei  den  thermoelek- 
trischen Versuchen  wurde  der  Bergkryslall  in  Kupferfeilicht  sow'eit 
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eingesetzt,  dass,  wenn  z.  II.  eine  Kante  geprüft  werden  sollte,  nur 
die  beiden  in  ihr  zum  Durchschnitt  kommenden  Prismenfliichen  je 
nach  tlen  Umstünden  ganz  oder  nur  zum  Theil  hervorragten.  Auf 
diese  Weise  erhielt  der  Kryslall  trotz  seiner  oft  sehr  unregehuMssigen 
Begrenzung  eine  bestimmte  feste  Lage  und  war  an  allen  Theilen, 
welche  nicht  geprüft  werden  sollten,  mit  der  Erde  in  leitender  Ver- 
bindung. Nachdem  der  Kryslall  durch  Auhauchen')  unelcklrisch 
gemacht  und  in  seiner  kupfernen  Schale  (oder  Küstchen)  neben  dem 
Elektrometer  aufgcstellt  worden,  wurde  der  zu  prüfenden  Stelle  das 
untere  Ende  des  S.  i77  beschriebenen  und  von  der  Hebel  Vorrichtung 
LW  getragenen  Platindrahtes  V,  ebenso  wie  bei  den  thermoelektri- 
schen Beobachtungen,  bis  fast  zur  Berührung  genühert  oder  auch 
aufgelegt.  Sodann  wurden  die  Strahlen  einer  Gasflamme  mittelst 
eines  oberhalb  des  Krystalles  angebrachten  Spiegels  auf  die  freie 
Oberflüche  desselben  geworfen.  Der  I”“  dicke  Platindraht  V und 
die  sein  oberes  Ende  tragende  dünne  Glasröhre  TA  hinderten  die 
Bestrahlung  des  Krystalles  nur  sehr  unbedeutend.  Um  bei  Krystnllen 
von  grösseren  Dimensionen  eine  ausgedehntere  Flüche  bestrahlen  zu 
können,  wurden  zwei  Gasbrenner  mit  ihren  Schnitten  parallel  nahe 
bei  einander  aufgcstellt;  es  konnte  übrigens  nach  Belieben  der  eine 
oder  der  andere  Brenner  allein  oder  beide  zusammen  entzündet 
werden.  Durch  Verschiebung  der  Spitze  des  Platindrahtes  über 
die  verschiedenen  Punkte  ries  Krystalles  liess  sich  die  Verthciiung  auf 
der  freien  Oberllüche  nühcr  bestimmen. 

Ward  das  kupferne,  Küstchen  isolirt  und  mit  dem  Goldblättchen 
des  Elektrometers  verbunden,  so  konnte  auch  sehr  bequem  die  beim 
Bestrahlen  in  dem  Küstchen  durch  Verthciiung  erregte  freie  Elektri- 
cilüt,  welche  der  auf  der  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorragenden 
Kante  auftretenden  entgegengesetzt  ist,  beobachtet  werden. 

Die  Anordnung  eines  oberhalb  des  Krystalles  aufgeslclltcn  Spiegels 
gestattet  bei  einiger  Abünderung  auch  sehr  leicht,  die  durch  eine 
Bestrahlung  in  der  Hichlung  der  llauptaxe  auf  den  Kanten  und 
Flüchen  des  Prismas  entstehenden  aklinoeleklrischen  Spannungen  zu 

* Das  Ahhlasen  mit  einer  Atkoliolilamme  reicht , wie  icli  späterhin  S.  ,'i i 1 
zeigen  werde,  nicht  hin.  oder  tiilirt  allein  angewendet  nicht  zum  gewünschten 
Ziele;  es  bedarf  nach  dem  Ahhlasen  mit  der  Alkoholllanime  stets  schliesslich  noch 
eines  Anhauchens. 
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beobachten.  Man  stellt  den  Bergkrystall , welcher  wie  bei  dem 

früheren  Verfahren  in  vertiealer  Stellung  seiner  Hanptaxe  auf  eine 
Metallscheibe  aufgekitlel  ist,  unterhalb  des  Spiegels  und  rückt  die 
früher  beschriebene  mit  dem  Elektrometer  verbundene  kupferne  Kugel 
(oder  Draht)  an  die  betreffende  Stelle  der  Kante  oder  Fläche. 

Da  sich  bei  den  Versuchen  mit  der  Flamme  sehr  bald  ergab, 
dass  nicht  die  leuchtenden  Strahlen,  sondern  besonders  die  Wärme- 
Strahlen  die  Elektricität  im  Bergkry stalle  hervorrufen,  so  schien  es 
auch  nöthig,  dunkle  Witrmcstrahlen  auf  den  Kryslall  einwirken  zu 
lassen,  und  zwar  konnte  auch  jetzt  wieder  die  elektrische  Spannung 
auf  der  der  Wärmequelle  entgegengesetzten  Seite  des  Krystalles  oder 
auf  derjenigen,  auf  welche  die  Strahlung  direct  aulfiel,  beobachtet 
werden. 

Um  die  auf  der  von  der  Wärmequelle  abgowandten  (hinteren) 
Seile  des  Krystalles  entstehende  Klektricität  zu  bestimmen,  wurde 
die  kupferne  Kugel  an  eine  Kante  gebracht , und  ein  hohler  mit 
heissein  Wasser  gefüllter  MessingwUrfel  in  geringem  Abstande  der 
vorderen  Kante  gegenüber  aufgeslellt.  Je  nachdem  die  Seite  des 
Würfels  blank  oder  berusst  war,  wurde  auch  der  Unterschied  in 
der  Ausstrahlung  gemessen. 

Sollte  dagegen  die  Klektricität  auf  derselben  Seite,  auf  welche 
die  Strahlung  einficl,  gemessen  werden,  so  liess  sich  dies  leicht  in 
folgender  Weise  ausführen. 

Eine  Messing-  oder  Kupfer-  oder  Zinkkugel  trug  einen  kurzen 
Stiel ; in  diesem  befand  sich  eine  Durchbohrung,  in  welche  mittelst 
einer  Schraube  das  untere  Ende  des  an  der  S.  477  erwähnten  Hebel- 
vorrichtung sitzenden  dickeren  I’latindrahles  V eingeklemmt  werden 
konnte.  Die  Kugel  wurde  in  heissem  Wasser  bis  zu  der  gewünschten 
Temperatur  erhitzt,  mittelst  einer  Zange  mit  ihrem  Stiele  Uber  den 
l’latindrnht  geschoben  und  festgeklemmt.  Der  i’latindrnhl  V berührte 
dabei  den  Draht  wir  und  war  durch  ihn  zur  Erde  abgeleitet.  Durch 
Niederlassen  des  Hebels  /.  L'  wurde  der  l’latindraht  V’  und  mit  ihm 
die  Kugel,  sowie  der  zum  Elektrometer  führende  dünne  l’latindraht  IV 
isolirt.  Unterhalb  der  Kugel  stand  der  zu  untersuchende  Kryslall 
bis  auf  die  zu  prüfende  Kante  oder  Fläche  in  Kupferfeilicht  einge- 
setzt. Durch  die  Hebelvorrichtung  liess  sich  mittelst  Umdrehung  der 
Schraube  .V  die  heisse  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in 
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Verbindung  stehende  Kugel  der  Kante  oder  Flüche  des  Krystalles 
beliebig  nähern  und  auch  ohne  erhebliche  Reibung  mit  ihr  zur  Be- 
rührung bringen.  Die  Strahlung  dqr  Kugel  bewirkte  das  Hervor- 
treten der  Aktinoclcktricitüt,  und  die  von  dieser  auf  die  Kugel  aus- 
geübte Vertheilungsvvirkung  konnte  durch  den  Ausschlag  des  Gold- 
blättchens gemessen  werden. 

Wenn  nun  bei  der  Annäherung  der  heissen  Kugel  oder  der 
Berührung  mit  ihr  an  der  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorstehenden 
Kante  die  eine  Eleklricitüt  erregt  wird,  so  muss  die  entgegengesetzte 
auf  das  Mctallfcilicht  wirken.  Man  kann  auch  diese  letztere  nacli- 
weisen,  wenn  man  das  Kästchen  mit  Kupferfeilicht,  in  welches  der 
Krystall  eingesetzt  ist,  mittelst  Schellack  oder  Siegellack  isolirl  und 
durch  den  dünnen  Platindraht  IV  mit  dem  Elektrometer  verbindet. 
Wird  die  erhitzte,  mit  der  Erde  in  Verbindung  bleibende  Kugel  der 
aus  dem  Metallfeilicht  hervorragenden  Kante  durch  Niederlassen  des 
Hebels  L L'  z.  B.  bis  zur  Berührung  genähert,  so  zeigt  das  Elektro- 
meter die  entgegengesetzte  Eleklricitüt  von  derjenigen,  welche  auf 
der  hervorragenden  Kante  zuvor  mittelst  der  Kugel  beobachtet 
worden  war. 

Durch  die  im  Vorstehenden  beschriebenen  Verfahren  konnten  nun 
die  Gesetze  Uber  die  Entstehung  der  aktinoelektriscben  Spannungen 
festgestellt  werden. 


B.  Gesetze  der  aktinoelektriscben  Vorgänge  auf  Bergkrystallen. 
a.  Einfache  Kryslalle. 

Wenn  die  Strahlung  der  Sonne,  einer  Flamme  oder  eines  er- 
hitzten Körpers  einen  einfachen  Bergkrystali  durchdringt,  so  erscheinen 
gleichzeitig  auf  allen  sechs  Kanten  des  vertiealen  Prismas  elektrische 
Pole ; und  es  ist  für  die  Entstehung  derselben  überhaupt  gleichgültig, 
in  welcher  Richtung  die  Strahlen  durch  den  Krystall  gehen;  sie  können 
selbst  parallel  mit  der  Hauptaxe,  also  senkrecht  zu  den  Nebenaxen 
des  Krystalles  gerichtet  sein.  Diese  sechs  elektrischen  Pole  sind 
abwechselnd  positiv  und  negativ,  so  dass  jede  Nebenaxe  an  dem 
einen  ihrer  Enden  einen  positiven,  an  dem  anderen  einen  negativen 
Pol  trügt,  und  zwar  stimmen  dieselben  in  Bezug  auf  die  Art  der  in 


Digitized  by  Google 


510  \V.  G.  IUnkei..  54] 

ihnen  auflretenden  ElektricitUt  mit  der  bei  der  Abkühlung  auf  den- 
selben Krystallen  entstehenden  thermoelektrischen  Spannung  überein. 
Es  zeigen  also  beim  Eintritt  der  Strahlung  und  wahrend  der  Dauer  der- 
selben diejenigen  drei  Kanten,  an  welchen  die  Rhomben-  oder  Trape- 
zoederflttchen  auflreten,  oder  wenn  sie  vollständig  vorhanden  waren, 
auflretcn  würden,  positive,  die  drei  anderen  aber  negative  Spannungen. 

Die  Intensität  der  elektrischen  Spannungen  erreicht  in  sehr  kurzer 
Zeit,  gewöhnlich  schon  in  30  bis  it)  Secunden,  ihr  Maximum  und 
bleibt  auf  diesem  Maximum,  so  lange  die  Bestrahlung  in  gleicher 
Starke  anhUlt,  und  soweit  nicht  eine  andere  Erregung  von  entgegen- 
gesetzter Polarität  eine  Schwächung  hervorbringt.  Man  kann  sich 
am  leichtesten  hiervon  überzeugen,  wenn  man  30  bis  iO  Secunden 
nach  dem  Beginne  der  Bestrahlung  die  an  der  Kante  des  Krystalles 
stehende  und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  verbundene 
kupferne  Kugel  zur  Erde  ableitot  und  darauf  wieder  isolirt.  Es  zeigt 
sich  bei  ungeUnderter  Fortdauer  der  Strahlung  kein  neuer  Ausschlag 
nach  derselben  Seite  wie  zuvor;  es  tritt  vielmehr  aus  einer  sogleich 
zu  erörternden  Ursache  eine  sehr  langsame  Bewegung  des  Goldblätt- 
chens nach  der  entgegengesetzten  Seite  ein. 

Durch  die  Bestrahlung  wird  nämlich  auch  eine  geringe  Erwar- 
mung der  Masse  des  Krystalles  hervorgerufen.  Als  bei  Anwendung 
der  mittelst  des  Spiegels  concenlrirtcn  Strahlung  zweier  dicht  hinter- 
einander befindlichen  Gasflammen  an  die  Stelle  der  kupfernen  Kugel 
die  1 0””  im  Durchmesser  haltende  blanke  Kugel  eines  Thermometers 
gebracht  wurde,  stieg  das  Quecksilber  dieses  Instrumentes  in  35  Se- 
cunden um  3°  C.  Nun  habe  ich  zuvor  erwiihnt,  dass  die  aktino- 
eleklrische  Polarität,  welche  hei  der  Bestrahlung  auf  den  einzelnen 
Kanten  auflrilt,  mit  derjenigen  thermoelektrischen  itbcrcinstimmt, 
welche  eben  diese  Kanten  bei  der  Abkühlung  entnehmen;  sie  ist 
also  derjenigen,  welche  bei  der  Erwarmung  erzeugt  wird,  entgegen- 
gesetzt. Durch  die  eben  erwähnte  Steigerung  der  Temperatur  des 
Krystalles  wird  folglich  eine  der  Aklinoclcklriciiat  entgegengesetzte 
Tbcrmoclcktricitüt  entwickelt,  welche  entweder  den  Maximalausschlag, 
wenn  man  ihn  hat  fortbeslchcn  lassen,  etwas  vermindert,  oder  wenn 
man  durch  Ableitung  das  Goldblättchen  in  die  ursprüngliche  Ruhelage 
zurückgeführt  hat,  eine  langsame  Bewegung  desselben  nach  der 
entgegengesetzten  Seite  veranlasst. 
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Es  möge  die  Mitlhcilung  einer  Beobachtung  genügen.  Die  Kante 
(1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12,  an  welcher  oben  und  unten  eine  Trape- 
zoederflächc  liegt,  stand  an  der  kupfernen  Kugel  und  die  Strahlung  traf 
auf  die  Kante  (4,  5)  und  deren  Umgebung.  Die  Wirkung  der  Strahlung 
rief  eine  so  starke  positive  Aktinoelcktricität  hervor,  dass  das  Gold- 
blättchen schon  nach  wenigen  Secunden  aus  dem  Gesichtsfelde  des 
.Mikroskopes  verschwand.  40  Secunden  nach  Beginn  der  Strahlung 
wurde  nun  die  kupferne  Kugel  abgeleitet.  Bei  ungeändertcr  Fort- 
dauer der  Strahlung  bewegte  sich  das  Goldblättchen  in  negativem 
Sinne,  jedoch  in  45  Secunden  nur  um  7 Sklh.;  nach  einigen  Minuten 
betrug  der  negative  Ausschlag  erst  1 8 Skth.  u.  s.  vv.  Als  nun  die 
Strahlung  aufgehoben  und  die  auf  der  Kugel  vorhandene  Elcklriciläl 
abgeleitet  wurde,  ging  das  Goldblättchen  noch  ungefähr  I Minute 
lang  ein  wenig  nach  der  negativen  Seite  und  fing  dann  mit  dem 
Eintritt  der  Erkaltung  an,  sich  wieder  nach  der  positiven  zu  bewegen. 

Dieser  Gegensatz  zwischen  der  durch  die  Bestrahlung  erzeugten 
Aktinoelcktricität  und  der  durch  Steigerung  der  Temperatur  entstan- 
denen Thermöelektricität  zeigt  sich  auch  sehr  deutlich  in  folgendem 
Vorgänge:  Wenn  man  in  die  obere  Schale  des  kleinen,  neben  dem 
Elektrometer  befindlichen  eisernen  Ufens  II  Kupferfeilicht  bringt  und 
einen  Bergkrystall  gerade  so  in  dasselbe  einsetzt,  als  ob  man  eine 
Kante  auf  ihre  thermoelektrischen  Spannungen  untersuchen  wollte,  d.  h. 
nur  diese  Kante  und  die  sie  bildenden  Flächen  unbedeckt  lässt, 
so  treten  im  Anfänge  der  Erhitzung  aktinoeleklrische  Spannungen 
auf.  Ich  will  den  Vorgang  an  einem  spcciellen  Falle  erläutern  und 
bemerke  nur  noch  zuvor,  dass,  um  die  elektrische  Spannung  der 
Milte  der  Kante  zu  messen,  das  untere  Ende  des  dickeren  Platin- 
drahtes  V,  welcher  durch  den  Draht  IV  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  verbunden  war,  dieser  Mitte  mittelst  der  llebclvor- 
richlung  LL'  genähert  wurde. 

Der  Kryslall  Nr.  4 wurde  so  in  das  auf  dein  Ofen  heliudliche 
Kupferfeilicht  eingesetzt,  dass  nur  die  Kante  (6,  1),  welche  keine 
Hhombenlläeho  trägt,  nebst  dem  grössten  Theilc  der  Flächen  (i  und  I 
frei  blieb.  In  den  Ofen  wurde  eine  Alkohollampe  mit  kleiner  Flamme 
gestellt  und  die  elektrische  Beschaffenheit  der  Milte  der  Kante  in 
sehr  kurzen  Zwischenzeiten  mittelst  Annäherung  des  Platindrahtcs, 
wie  bei  den  thermoelektrischen  Untersuchungen  geprüft.  Sobald  nach 
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dom  Anzündcn  der  Lampe  die  Krhüliun^  der  Temperatur  bis  zu  den 
an  den  unteren  Theilen  des  Krvslalles  anliegenden  Kupferfeilspähnen 
hindurch  gedrungen  war,  entstand  infolge  der  von  diesen  erhitzten 
Kupfcrthcilchcn  in  den  Kry stall  dringenden  Strahlung  eine  aktino- 
elektrische  Erregung;  bereits  eine  Minute  nach  dem  Anzilnden  der 
Lampe  wurde  ein  Ausschlag  von  — 6 Skth.  beobachtet,  der  ziemlich 
rasch  bis  — 33  Skth.  stieg  und  dann  abnahm,  um  nach  und  nach 
in  den  dieser  Kante  bei  steigender  Temperatur  entsprechenden  thermo- 
elektrischen positiven  Ausschlag  Uberzugehen*). 


*)  Bei  meinen  früheren  im  13.  Bit.  dieser  Abhandlungen  veröffentlichten 
Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  ßcrgkryslalles  habe 
ich  sämml  liehe  Kn  stalle  auf  dem  zuvor  bezeichneten  kleinen  Ofen  erhitzt  und  ihr 
elektrisches  Verhalten  auch  während  des  Slcigcns  der  Temperatur  beobachtet.  Es 
könnte  daher  seltsam  erscheinen,  dass  von  mir  damals  die  aklinoelekt rischen  Span- 
nungen auf  den  Bcrgkrystalleu  nicht  bemerkt  worden  sind.  Dieselben  sind  nun 
aber  allerdings  von  mir  wahrgenommen  worden;  ich  habe  indess  damals  die  beim 
Beginne  des  Erhitzens  auftretende  Polarität,  welche  der  bei  steigender  Temperatur 
des  Krystalles  entstehenden  entgegengesetzt  ist,  also  mit  der  beim  Erkalten  sich 
zeigenden  iibereinstimmt,  durch  das  Versuchsverfahren  veranlasst,  als  eine  Wirkung 
der  Erkaltung  betrachtet. 

Die  Oberfläche  mancher  Bergkrystalle  isolirt  nämlich  öfter  sehr  mangelhaft 
infolge  der  Condensation  von  Wasserdämpfen.  Ich  habe  datier  hei  den  früheren 
Beobachtungen  den  Bergkry  stall  vor  dem  zur  genaueren  Ermittelung  seines  thermo- 
elektrischen Verhallens  bestimmten  Versuche  stets  vorläufig  auf  dem  kleinen  eisernen 
Ofen  in  Eisenfeilicht  eingehüllt  etwas  erhitzt  und  wieder  erkalten  lassen.  Beim 
Beginn  der  neuen  Erhitzung  trat  nun  eine  Polarität  auf,  wie  sic  der  vorhergehenden 
Abkühlung  entsprach  und  ich  habe  daher  diese,  wie  zuvor  nachgewiesen,  aktino- 
elektrische  Erregung  noch  als  einen  Rest  der  von  jener  Abkühlung  herrührenden 
Thennoelcktricitäl  angesehen. 

Wie  w enig  bisweilen  die  Oberfläche  der  Bergkry  stalle  isolirt.  möge  folgende 
Thatsache  beweisen.  Behufs  der  Untersuchung  der  Aktinoelektricitäl  halle  ich  einen 
an  seinem  unteren  Ende  ziemlich  ebenen  ßcrgkryslall  in  verlicaler  Stellung  mittelst 
arabischen  Gummis  auf  eine  Zinkplatte  aufgcklcbt  und  die  eine  Kaule  desselben 
an  die  mit  dem  Elektrometer  verbundene  kupferne  Kugel  herangerückt.  Sobald 
die  Kugel  isolirl  wurde,  zeigte  sich  im  Elektrometer  ein  langsam  wachsender 
positiver  Ausschlag,  dessen  Maxiinalwcith  sogleich  auf  ein  vorhandenes  Element 
Kupfcr-Zlok- Wasser  sch  Hessen  licss.  Es  blieb  jener  Ausschlag  aus,  wenn  die 
Kupferkugel  durch  eine  Zinkkugcl  ersetzt  wurde,  oder  auch  wenn  der  Bergkryslall 
einige  Grade  über  die  Temperatur  des  Zimmers  erwärmt  und  hierdurch  die  leitende 
Feuchtigkeitsschicht  von  seiner  Oberfläche  entfernt  wurde. 

Durch  die  mangelhafte  Isolation  der  Oberfläche  erklärt  cs  sich,  wenn  bei 
Krystallcn  von  der  Temperatur  des  Zimmers  je  nach  dem  Feuchtigkeitszustande 
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Beim  Beginn  der  Bestrahlung  eines  Bcrgkryslallcs  mittelst  einer 
Gasflamme  bewegt  sich  das  Goldblättchen  rasch  vorwärts,  später 
langsamer,  um  in  30 — 40  Sccunden  ein  .Maximum  zu  erreichen.  Als 
z.  B.  die  Kante  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12  an  der  kupfernen  Kugel 
stand  und  die  freie  Strahlung  einer  in  270"”  von  der  genannten 
Kante  abstehenden  Gasflamme  (Schnittbrenner)  auf  die  gegenüber- 
liegende Seite  des  Krystalles  fiel,  wurden  nach  Verlauf  der  in  der 
ersten  Columnc  der  nachstehenden  Tabelle  verzeichneten  Anzahl  von 
Sccunden  die  in  der  zweiten  Coluinne  stehenden  Ausschläge  beobachtet. 


Nach  Beginn  der 
Strahlung  ver- 
flossen 

Beobachtete 

Ausschläge 

Rcducirte 

Ausschläge 

0 Secunden 

0 Sktli. 

0 Skth. 

5 . - 

+ 19 

+ 18,7  - 

10 

+ 30 

+ 28,5 

15 

+ 36,5  - 

+ 34,5  - 

20 

+ 40,5  - 

+ 37,5  - 

25 

+ 43,5 

+ 39,5  - 

30 

+ 45,5 

+ 41,0  - 

Zuwachs 
in  5 Sccunden 

+ 18,7  Skth 

+ 0,8  - 

+ 6.0  - 

+ - 

+ 2,0  - 

+ 1,5  - 


Die  Ausschläge  des  Goldblättchens  wachsen,  wenn  sie  etwas 
grösser  werden,  nicht  mehr  den  elektrischen  Spannungen  genau 
proportional.  Es  wurde  durch  besondere  Versuche  die  Abweichung 
von  der  Proportionalität  ermittelt,  und  die  dritte  Columne  enthält 
die  Werthe,  welche  den  elektrischen  Spannungen  proportional  sind. 

Dass  die  Zuwachse  in  gleichem  Zeiträume  mit  der  Dauer  der 
Bestrahlung  abnehmen,  lässt  sich  auch  auf  die  Weise  zeigen,  dass 
man  die  kupferne  Kugel  erst  5,  10,  15  Sec.  u.  s.  f.  nach  Beginn  der 
Bestrahlung  isolirl.  In  einem  solchen  Versuche,  wo  die  Kante  (1,2) 
des  Krystalles  Nr.  12  von  einer  in  270““  Abstande  befindlichen  Gas- 
flamme bestrahlt  wurde,  entstanden  die  in  der  zweiten  Columne 
aufgefithrton  Ausschläge,  wenn  nach  dem  Beginn  der  Bestrahlung  die 


Her  Luft  gleiche  Bestrahlungen  derselben  Kanten  zu  verschiedenen  Zeilen  etwas 
verschiedene  aklinoelcktrische  Spannungen  Hervorrufen ; durch  geringe  Erwärmungen 
wird  infolge  besserer  Isolirung  der  Oberfläche  eine  grössere  Spannung  ermöglicht. 
Ebenso  erklärt  sich  hierdurch  die  Beobachtung,  dass  sehr  häutig  eine  zweite 
Bestrahlung  einen  etwas  höheren  Werth  giebt  als  die  erste,  infolge  deren  eben  der 
Krystal!  etwas  erwärmt  worden. 
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Isolirung  clor  kupfernen  Kugel  erst  nach  Verlauf  der  in  der  ersten 
Culumnc  angegebenen  Zahl  von  Sccunden  eintrat. 


Isolirung 

Beobachtete 

Corrigirte 

trat  ein  nach 

AusschlUgc 

Aufschläge 

0 Sccunden 

+ 44  Sklh. 

+ 40  Sklh. 

5 

+ 30 

+ 28,5  - 

10 

+ 1 4,5 

+ 14,5  - 

15 

+ 11 

+ 11 

etc. 

etc. 

etc. 

Erhält  man  die  Intensität  der  Strahlung  unverändert,  so  bleibt, 
wie  schon  hervorgehoben,  die  Aktinoeleklricilttt  auf  ihrem  Maximum. 
Wird  dabei  die  an  der  Kante  des  Kry Stalles  stehende  kupferne  Kugel 
abgeleitet,  so  kehrt  das  Goldblättchen  in  seine  Ruhelage  zurück  und 
geht  nach  wicderhergcslellter  Isolirung  infolge  der  entstehenden 
Thermoelektricitüt  langsam  in  geringem  Grade  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite.  Hebt  man  unmittelbar  nach  wiedercrfolgter  Isolirung 
der  Kugel  die  Strahlung  auf,  so  verschwindet  die  im  Krystall  erregte 
AktinoelektriciUit ; es  wird  die  durch  ihre  Einwirkung  auf  der  kupfernen 
Kugel  gebundene  Elektricilitt  frei  und  treibt  das  Goldblättchen  nach 
der  entgegengesetzten  Seite. 

Ebenso  wie  die  Intensität  der  AktinoelektriciUit  innerhalb  eines 
Zeitraumes  von  30 — 40  Secunden  nach  dem  Anzünden  der  Klamme 
ein  Maximum  erreichte,  ebenso  steigt  auch  nach  dem  Auslöschen 
der  Flamme  innerhalb  eines  gleichen  Zeitintervallcs  der  Ausschlag 
nach  der  entgegengesetzten  Seite  auf  ein  Maximum,  d.  h.  inner- 
halb dieses  Zeitintervallcs  sind  die  aktinoelektrischen  Schwingungen 
wieder  verschwunden.  Leitet  man  die  Kugel,  wenn  die  durch  die 
Strahlung  erzeugte  elektrische  Spannung  ihr  Maximum  erreicht  hat, 
nicht  ab,  so  kehrt,  abgesehen  von  der  schwachen  thermoelektrischen 
Erregung,  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  das  Goldblättchen  inner- 
halb des  obigen  Zeitinterv  alles  zur  Ruhelage  zurück. 

Der  Vorgang  beim  Verschwinden  der  AktinoelektriciUit  entspricht 
in  seinem  Verlaufe  dem  beim  Entstehen.  Das  Anwachsen  der  elek- 
trischen Spannung  ist  gleich  nach  dem  Beginn  der  Bestrahlung 
starker,  spiiter  mit  der  Annäherung  an  das  Maximum  immer  geringer; 
ebenso  erfolgt  das  Verschwinden  erst  rascher,  dann  gegen  das  Ende 
immer  langsamer.  Beide  Vorgänge  folgen  demselben  Gesetze. 
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Als  die  kupferne  Kugel  an  der  Kante  (1,  2)  des  Kryslalles  Nr.  12 
stand  und  die  durch  eine  in  270""”  Entfernung  stehende  Flamme  erzeugte 
AktinoclektricitUt  ihr  Maximum  erreicht  hatte,  wurde  die  Kugel  abge- 
leitet, wieder  isolirt  und  dann  die  Flamme  ausgelöscht.  Die  Beobachtung 
ergab  zu  den  in  der  ersten  Columne  stehenden  Zeiten  die  in  der 
zweiten  verzeiehneten  Ausschlage.  Die  dritte  Columne  enthalt  die 
reducirten  Ausschlage,  wie  sie  eiutreten  wurden,  wenn  dieselben  den 
elektrischen  Spannungen  genau  pro[>ortional  waren.  Die  vierte  Columne 
giebt  den  Zuwachs  in  je  5 Secundcn. 


Nach  dem 
Auslüschon  der 
Klamme  verflossen 

Beobachtete 

Ausschläge 

Reducirte 

Ausschläge 

Zuwachs 

in  je  5 »Secunden 

0 Secundcn 

0 Skth. 

0 Skth. 

3 

— 19,0  - 

— 18,5  - 

— 1 8,5  Skth. 

10 

— 27,0  - 

— 26,0  - 

- 7,5  - 

13 

— 33,0  - 

— 31,0  - 

— 5,0  - 

20 

— 39,0  - 

— 36,0  - 

— 5,0 

23 

— 41,0  - 

— 38,0  - 

— 2,0  - 

30 

— 44,0  - 

— 40,0  - 

- 2,0  - 

35 

— 45,0  - 

— 41,0  - 

- 1,0  - 

Ebenso  wie  beim  Anwachsen  lasst  sich  auch  beim  Verschwinden 


der  zuerst  raschere,  spater  langsamere  Verlauf  nach  weisen,  wenn 
man  die  kupferne  Kugel  nicht  bereits  im  Momente  des  Auslöschens 
der  Flamme  isolirt,  sondern  diese  Isolirung  erst  3,  1 0 u.  s.  f.  Secunden 
spater  bewirkt. 

Die  zuvor  beschriebene  Form  des  Anwachsens  der  Aktinoelek- 
tricitat  infolge  einer  eingetretenen  Bestrahlung  weist  auf  einen  zu 
überwindenden  Widerstand  hin,  welcher  durch  die  erforderliche  Be- 
theiligung der  materiellen  Moleküle  an  den  elektrischen  Schwingungen 
veranlasst  wird.  Dieser  Widerstand  wird  um  so  grösser,  jo  schneller 
die  Schwingungen  werden  und  kann  durch  eine  gegebene  Bcslrah- 
lungsintensitat  nur  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  überwunden  werden. 
Dauert  die  Strahlung  fort,  so  bleibt  die  aktinoelekt rische  Spannung 
auf  gleicher  Höhe,  und  die  fortwährend  zur  Erhaltung  der  elektrischen 
Schwingungen  in  unveränderter  Starke  verwendete  Arbeit  der  Wärme- 
strahlung setzt  sich  in  eine  Erhöhung  der  Temperatur  der  Moleküle  um. 

Dieser  Widerstand  der  materiellen  Moleküle  folgt  auch  aus  dem 
sofort  nach  dem  Aufhören  der  Strahlung  beginnenden  Abnehmen  der 
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aktinoclektrischcn  Schwingungen;  der  Verlauf  dieser  Abnahme  beweist 
ebenfalls  wieder,  ilass  der  Widerstand  bei  grösserer  Geschwindigkeit 
der  kreisförmigen  Schwingungsbewegungen  stärker  ist,  indem  die 
Schwingungen,  wie  oben  gezeigt,  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme 
anfangs  rascher,  später  langsamer  abnehmen. 

I)a  das  Maximum  der  Aktinoelektricität  von  der  Stärke  der 
Bestrahlung  abhängt,  so  muss  jedes  Schwanken  in  der  Intensität  der 
letzteren  eine  entsprechende  Veränderung  in  dem  Aussthlage  des 
Goldblättchens  zur  Folge  haben. 

Das  Maximum  der  aktinoelcktrischcn  Spannung  ist  nun,  wenigstens 
bei  schwachen  Einwirkungen,  der  Intensität  der  Bestrahlung  direct 
proportional,  wie  sich  aus  folgenden  Beobachtungen  ergiebt. 

Die  Kante  (1,2)  des  Krystallcs  Nr.  12  stand  an  der  mit  dem 
Goldblättchen  verbundenen  kupfernen  Kugel;  der  Kante  (4.  5)  gegen- 
über war  eine  Gasflamme  aufgestellt.  Als  sich  die  Flamme  in 
1 1 8"“'  Abstand  von  der  kupfernen  Kugel  befand , zeigte  sich  ein 
Ausschlag  von  -(-41  Sktli.  * ) ; wurde  die  Flamme  auf  166""”  entfernt, 
so  betrug  der  Ausschlag  -j-  20,5  Sktli.,  und  als  ihre  Entfernung  auf 
211'""  vergrössert  war,  nur  noch  12  Sktli.  Nun  verhält  sich 
1 66J : 1 1 82  = 41  : 20,7 
und  2I4J : I I8J  = 41  : 12,5. 

Die  aktinoclektrischen  Spannungen  verhalten  sich  also  umgekehrt 
wie  die  Quadrate  der  Abstände  der  Flammen  oder  wie  die  auf  den 
Krystall  fallende  Intensität  der  Strahlung. 

Es  wurden  ferner  anstatt  eines,  zwei  Gasbrenner  in  gleichen 
Abständen  von  der  Kante  des  Krystalles  nebeneinander  gestellt,  so 
dass  nach  Belieben  nur  der  eine  oder  der  andere  oder  beide  ange- 
zündet  werden  konnten.  Die  eine  Flamme  erzeugte  einen  Ausschlag 
von  11,5  Sktli.,  die  andere  von  10  Skth.;  beide  zusammen  gaben 
dagegen  22,5  Skth. 

Bei  den  vorstehenden  Versuchen  berührte,  die  kupferne  Kugel 
mit  ihrem  vordersten  l’unkte  die  Kante  des  Krystallcs.  Wird  die 
Kugel  von  der  Kante  mehr  und  mehr  entfernt,  so  nehmen  die  Aus- 
schläge ah.  In  der  folgenden  Bcobachlungsrcihc  berührte  die  kupferne 
Kugel  zuerst  die  Kaule  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12  und  wurde  danu 

*)  Das  Elektrometer  war  absichtlich  weniger  empfindlich  gemacht  als  sonst. 
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allmiihlig  von  dieser  entfernt.  Der  Abstand  zwischen  dem  vordersten 
Punkte  der  Kugel  und  der  Kante  (1,2)  liess  sich  aber  nur  angeniiherl 
messen.  Die  zur  Bestrahlung  dienende  Flamme  blieb  unverändert 
in  200“”  Abstand  von  der  Kante  (1,  2);  die  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  war  höher  als  gewöhnlich  gewühlt. 


Abstand  der  Kti^el  von 
der  Kante 


Ausschlag  des  Gold- 
blättchens im  Elektro- 
meter 


0 

2 

4 

6 

8 

10 

13 

32 


+ »3.0 
+ 44.5 
+ 27,8 
+ 19,8 
+ 17,0 
+ 14,5 
+ 10,0 
+ 4,7 


Der  Ausschlag  des  lilültchens  wird  durch  Entfernen  der  kupfernen 
Kugel  nicht  hlos  geringer,  weil  ihr  Abstand  von  der  positiven  Kante 
(1 , 2)  sich  vergrössert,  sondern  auch  durch  den  Umstund,  dass  dabei 
ihr  Abstand  von  den  benachbarten  negativen  Kanten  (0,  I)  und  2,3) 
iu  geringerem  Verhältnisse  wüchst  als  von  der  Kante  (1,2). 

Im  Allgemeinen  htlngt  bei  sonst  gleicher  Beschaffenheit  der  ein- 
fachen Bergkrystallc  die  Stürke  der  auf  den  Kanten  auftretenden 
Aklinoclektricilüt  ausser  von  der  Intensität  der  Strahlung  auch  von 
der  Grösse  der  Krvstalle  ab,  so  dass  Krystallc  mit  grösserem  Quer- 
schnitte eine  höhere  elektrische  Spannung  zeigen,  als  kleinere  Kryslalle. 
Es  wirken  ja  dann  eine  grössere  Anzahl  Schwingungen  oder  polar- 
elektrisch  gewordener  .Moleküle  auf  die  kupferne  Kugel  ein  und 
ausserdem  ist  die  Vertheilungswirkung  der  entgegengesetzten  Polarität 
auf  den  beiden  seitlich  liegenden  Kanten  durch  die  grössere  Ent- 
fernung derselben  von  der  Kugel  geschwächt. 


Es  liegt  wohl  die  Frage  nahe,  ob  die  Erregung  der  Aktino- 
clektricilüt  von  der  Temperatur  des  bestrahlten  Bergkrystalles  ab- 
hängig ist.  Entscheidende  Versuche  hierüber  waren  durch  die  mannig- 
fachen Störungen,  welche  die  auf  das  Gehäuse  des  Thermometers 


wirkenden  und  die  Ruhelage  des  Goldblättchens  verändernden  Wärme- 
einfltlsse  hervorriefen,  mit  unüberw  indlichen  Schwierigkeiten  verbunden. 
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Es  schien  jedoch , als  oh  eine  Temperaturerhöhung  des  Kryslalles 
his  70°  die  Erregung  der  Aklinoelektricilüt  durch  die  Strahlung  der 
Flamme  in  erheblicher  Weise  nicht  veränderte. 

Es  ist  schon  früher  erwähnt  worden,  dass  die  Erregung  der 
AktinoelektrieiUtt  durch  die  Wärmestrahlen,  namentlich  durch  die 
rothen  und  jenseits  des  Holh  gelegenen  Strahlen  mit  grossen  Wellen- 
längen erfolgt.  Zum  Nachweise  dieses  Ausspruches  mögen  folgende 
Angaben  dienen. 

Von  der  Wärmestrahlung  einer  Gasflamme  gingen,  wenn  der 
lletrag  derselben  durch  die  von  ihr  hervorgerufene  aklinoelektrische 
Spannung  gemessen  wird,  durch  ein  tiefdunkelviolettes  Glas  und 
ebenso  durch  ein  mit  Kupfcrnxydul  gefärbtes  rotlios  Glas  34  pGt., 
durch  eine  farblose  Glasplatte  25  pGt.,  durch  ein  nicht  sehr  tief  ge- 
P.lrbtcs  grünes  Glas  23  pGt.  und  durch  ein  dunkelblaues  Koball- 
glas 1 5 pGt. 

Als  die  Strahlung  einer  solchen  Gasflanime  mittelst  der  Melloni- 
sclien  Säule  untersucht  wurde,  Messen  die  zuvor  bezeichneleu  Gläser 
folgende  prnccnlischc  Mengen  durch : 

Tiefdunkelviolettes  Glas  53  pCt. 

Kolbes  Glas  53  p(X 

Farbloses  Glas  30  pGt. 

Dunkelgrünes  Glas  31  pGt. 

Dunkelblaues  Koballglas  27  pCt. 

Die  Reihenfolge  der  verschiedenen  Gläser  in  Betreff  ihrer  Fällig- 
keit, die  wirksamen  Strahlen  durchzulassen,  ist  für  die  aktinoclck- 
trischcn  Strahlen  dieselbe  wie  lür  die  auf  die  Thcnnosüulc  wirken- 
den; merkwürdig  ist  aber,  dass  die  aklinoelektrische  Wirkung  durch 
die  Einschaltung  der  Gläser  in  stärkerem  Maasse  geschwächt  wurde, 
als  die  vom  Kuss  der  Thermosüule  aufgcnomincne.  Die  aktinoelek- 
trischen  Wirkungen  sind  nur  ungefähr  | so  gross,  als  die  auf  die 
Thermosüule  ausgeübten. 

Als  eine  parallelepipedische  mit  Schwefelkohlenstoff  gefüllte  Glas- 
flasche,  deren  äussere  breitere.  Seiten  4 von  einander  abstanden, 
in  den  Weg  der  Strahlen  des  Gaslichtes  gestellt  wurde,  betrug  die 
aklinoelektrische  Spannung  20  pCt.  von  der  durch  die  freie  Strahlung 
bewirkten.  Eben  so  gross  war  die  Wirkung,  wenn  ein  durch  Jod 
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tiefdunkelroth  gefärbter  Schwefelkohlenstoff  angewandt  wurde.  Durch 
Wasser  und  AlaunlOsung  gingen  ungefähr  8 pCt.  hindurch. 

Hei  Messung  der  von  der  Gasflamme  ausgehenden  Strahlung 
durch  die  Thermo säule  liess  der  farblose  und  der  mit  Jod  gefärbte 
Schwefelkohlenstoff  37  pCt.,  Wasser  1 4 pCl.  und  AlaunlOsung  1 3 pCl. 
hindurch. 

Die  Klamme  des  Wasserstoffes  zeigte  ungefähr  dieselben  Wir- 
kungen wie  die  Gasflamme.  Eine  genaue  Messung  sowohl  der  freien 
Strahlung  als  auch  der  durch  farbige  Gläser  und  1'ltlssigkeitcn  hin- 
durch gelassenen  war  jedoch  nicht  möglich,  da  sich  die  Wasscrsloff- 
flammc  nicht  constanl  erhalten  liess. 

Das  elektrische  Kohlenlicht  erzeugte  nicht  so  starke  aktinoelek- 
trische  Spannungen,  als  man  wohl  erwarten  mochte.  Dasselbe  wurde 
durch  eine  dynamoelektrische  Maschine  (System  Hcfener  von  Alteneck) 
erzeugt  und  besass  eine  Helligkeit  von  4000  Normalkerzen,  oder  die 
mehr  als  200  fache  Intensität  einer  Gasflamme.  Als  dasselbe  in 
400”""  Abstand  den  Krystall  Nr.  1 2 bestrahlte  und  die  kupferne  Kugel 
in  der  Mitte  der  Kante  (4,  2)  stand,  gab  das  in  seiner  Empfind- 
lichkeit absichtlich  geschwächte  Elektrometer  einen  Ausschlag  von 
27  Skalenlheilen.  Wurde  dann  an  die  Stelle  der  Kohlenspitzen  eine 
Gasflamme  (Schnittbrenner)  gebracht,  so  rief  dieselbe  einen  Aus- 
schlag von  4 Skth.  hervor.  Es  war  also  die  Wirkung  des  Kohlen- 
lichtcs  nur  ungefähr  7 Mal  stärker  als  die  der  einfachen  Gasflamme. 
Als  die  obengenannten  Gläser  eingeschaltet  wurden,  erschien  die 
Schwächung  der  Strahlung  aber  geringer  als  bei  der  Gasflamme. 

Wie  schon  oben  S.  401  erwähnt,  wurden  die  ersten  Versuche 
Ober  die  Erregung  der  Aktinoelektricität  in  den  Bergkrystullcn  mittelst 
des  durch  einen  Spiegel  eoneentrirton  Sonnenlichtes  ausge fährt ; es 
soll  daher  jetzt  die  Wirkung  der  direkten  Strahlen  der  Sonne  mit 
der  einer  gewöhnlichen  Gasflamme  verglichen  werden.  Als  die 
Flamme  eines  einfachen  Schniltbrenners  270"""  von  der  Kante  (1,  2) 
des  Kryslalles  Nr.  12  entfernt  stand,  erzeugte  sie  bei  einer  bestimmten 
Empfindlichkeit  des  Elektrometers  einen  Ausschlag  von  19,3  Skth. 
Wurde  nun  der  Krystall,  während  die  Kugel  wieder  an  derselben 
Stelle  der  Kante  (I,  2)  stand,  der  freien  Strahlung  der  Sonne  aus-* 
gesetzt  (30.  Mai  Mittags),  so  entstand  ein  Ausschlag  von  23,8  Skth. 

Da  die  aklinoelektrische  Spannung  vorzugsweise  durch  die  dunklen 
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Wärmestrahlen  erzeugt  wird , so  Hess  sich  eine  solche  Wirkung 
auch,  wie  schon  oben  S.  508  angedeutet,  von  einem  mit  heisscm 
Wasser  gefüllten  Würfel  erwarten.  Als  die  berussle  Seite  eines 
Würfels  von  1 00""  Seite  von  der  Kante  (4,  5)  des  Kn. Stalles  Nr.  1 2 
um  20"'"  ahstand  und  die  kupferne  Kugel  die  Milte  der  gegenüber- 
liegenden Kante  (1,  2)  berührte  ■•),  so  gab  bei  einer  Temperatur  des 
Wassers  im  Würfel  von  50“  C.  das  Elektrometer  einen  Ausschlag 
von  26  Skth.;  derselbe  sank  auf  4 Skth.,  wenn  anstatt  der  berussten 
eine  blanke  Seile  derselben  Kante  gegenübergestelll  wurde. 

Schliesslich  mOgen  hier  noch  einige  nach  dem  letzten  S.  508 
beschriebenen  Verfahren  ausgeführte  Beobachtungen  eine  Stelle  finden, 
um  zu  zeigen,  welche  geringen  Strahlungen  erforderlich  sind,  um 
schon  merkbare  aktinoclektrische  Spannungen  auf  den  Bergkryslallen 
hervorzurufen. 

Der  Krystall  Nr.  12  war  so  in  Kupferfeilicht  eingehüllt,  dass 
nur  die  Kante  (1,2)  und  die  sie  umgebenden  FlitchenstUekc  aus 
demselben  hervorragten.  Das  kupferne  Kästchen,  welches  den  Kry- 
stall  enthielt,  wurde  neben  das  Elektrometer  auf  den  kleinen  Ofen  II 
gestellt,  eine  Messingkugcl  von  22,5*”  Durchmesser  an  den  dickeren 
IHatindrahl  V des  Hebelarmes  /.  //  befestigt  und  mittelst  des  Hebels 
der  Kante  (1,  2)  dieses  Krystallcs  gentthert  oder  ohne  erhebliche 
Reibung  auf  dieselbe  aufgelegt. 

Hatte  die  Kugel  nahe  dieselbe  Temperatur  wie  der  Krystall  (20” C.), 
so  entstand  beim  Annithern  ein  Ausschlag  von  -j-  I Skth.,  beim  Auf- 
legen ging  derselbe  in  — 1 Uber.  Als  dagegen  die  Kugel  eine 
Temperatur  von  ungefähr  80“  besass,  erzeugte  das  Annühern  einen 
Ausschlag,  der  innerhalb  20  bis  80  Secunden  sein  Maximum  -j-  1 2 Skth. 
erreichte  und  bis  -|-  23  stieg,  als  die  Kugel  bis  zur  Berührung  mit 
der  Kante  niedergelassen  wurde. 

Nun  wurde  die  Kugel  mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt  und 
sofort  wieder  isolirt.  Wahrend  die  Kugel  ruhig  auf  der  Kante  lag, 
entstand  jetzt  ein  negativer  Ausschlag,  der  nach  J Minute  — 3,  nach 
I Minute  — 6,  nach  1{  Minute  — 0 Skth.  u.  s.  w.  betrug;  er  war  die 
Folge  der  durch  die  Erwärmung  der  Kante  entstehenden  Thermo- 

*)  Der  Alist.iml  der  berussten  Würfeldiielie  von  der  Kugel  betrug  da 

der  Durchmesser  des  kn  Stalles  it " ,r  ntass. 
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elektricitiU.  Am  Ende  des  Versuches  betrug  die  Temperatur  der 
Kugel  höchstens  noch  40°  C.*). 

In  einer  anderen  Versuchsreihe  war  die  Temperatur  des  Krystalles 
21°  C.  Als  die  Temperatur  der  Kugel  ungefähr  50°  C.  betrug,  ent- 
stand beim  Annähern  an  die  zuvor  benutzte  Kante  ein  Ausschlag 
von  -(-5,  der  beim  Auflegen  auf  die  Kante  bis  + 16  stieg.  Hatte  die 
Kugel  nur  die  Temperatur  von  ungefähr  34°,  so  entstand  beim  Annähern 
ein  Ausschlag  von  2,5  Skth.,  und  beim  Auflegen  auf  die  Kante  von 
-|-1)  Sklh.  War  die  Temperatur  der  Kugel  auf  28°  C.  gesunken,  so 
betrug  der  Ausschlag  beim  Annähern  1 , beim  Auflegen  5 Skth. 
In  diesem  letzten  Falle  zeigte  also  die  Kugel  nur  eine  7°  C.  höhere 
Temperatur  als  die  Kante  des  Krystalles. 

Nach  der  im  Vorstehenden  gegebenen  allgemeinen  Darstellung 

*)  Im  Jahre  1880  hatte  Herr  Cb.  Friedet  (siehe  die  Anmerkung  auf  S.  483) 
Versuche  über  die  ThcnnoclekiriciUil  der  Kry stalle  in  der  Weise  angestellt,  dass 
*er  eine  metallene  Halbkugel,  welche  durch  einen  Draht  mit  der  Nadel  eines 
durch  ß ra  n ly  etwas  abgeänderten  T h o m s o n' sehen  Elektrometers  verbunden 
war.  in  heissem  Wasser  erwärmte  und  auf  den  Krystnll  legte.  Wird  dieses  Ver- 
fahren z.  B.  auf  den  Turmalin  angewandt,  so  zeigt  das  Ende  der  llauptaxe,  auf 
welches  die  heisse  Halbkugel  gelegt  wird,  eine  elektrische  Spannung,  welche  der 
Erwärmung  der  Masse  des  Turmalins  entspricht. 

Ganz  anderes  gestaltet  sich  nun  aber  der  Vorgang,  wenn  die  heisse  Kugel 
auf  die  Kante  eines  Bergkry Stalles  gelegt  wird.  Hier  tritt,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  zuerst  eine  andere  Erscheinung,  die  Aktinoeleklricitäl,  und  zwar  in  erheb- 
licher und  ziemlich  rasch  ein  Maximum  erreichender  Stärke  auf.  Erst  später  beginnt 
der  Einfluss  der  Erwärmung  sich  geltend  zu  machen  und  bewirkt  eine  langsame 
Bewegung  des  Goldblättchens  nach  der  entgegengesetzten  Seite,  oder,  wenn  die 
aktinoelektrische  Spannung  nicht  abgeleitet  ist,  ein  Abnehmen  des  Ausschlages. 
Während  in  dem  oben  angeführten  Versuche  infolge  der  entstandenen  Aklinoelek- 
tricität  das  Goldblättchen  in  höchstens  30  Secunden  eine  Ablenkung  von  +23  Skth. 
aus  der  Huhelage  zeigte,  betrug  infolge  der  Thermoelektriciläl  der  negative  Aus- 
schlag in  J Minute  nur  — 3 Skth. 

Herr  Friedei  hat  bei  seinen  Versuchen  nur  den  ersten  starken  Ausschlag, 
welcher  von  der  Aklinoelektricitäl  herrührt,  beobachtet,  die  bei  fortdauernder  Be- 
rührung' der  Kante  durch  die  heisse  Kugel  aber  entstehende  'Abnahme  desselben, 
oder  den  entgegengesetzten  Ausschlag,  welcher  nach  einer  Entladung  der  Kugel 
sich  zeigt  und  allein  der  Thennoelektricität  angehört,  nicht  wahrgenominen.  Indem 
nun  Herr  Friedei  die  aktinoelektrische  Spannung  für  die  bei  steigender  Temperatur 
entstehende  thermoelektrische  nahm , mussten  seine  Angaben  über  die  Lage  der 
positiven  und  negativen  thermoelektrischen  Pole  gerade  der  thatsächlich  auftretenden 
thermoelektrischen  Polarität  entgegengesetzt  lauten. 

Abtuadl.  d.  K.  S.  < d.  WisflenNch.  XX.  3g 
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der  nktinoeleklrischen  Vorgänge  bleibt  in  Bezug  auf  die  einzelnen 
einfachen  Krystalle  nur  wenig  hinzuzufilgon.  Von  allen  Krystallen, 
mit  Ausnahme  von  Nr.  2,  3 und  5,  welche  infolge  der  geringen 
Lange  ihrer  Nebenaxe  zu  aktinoeleklrischen  Untersuchungen  sich 
nicht  eigneten,  sind  neben  den  auf  die  Thcrnioclcktricität  bezüglichen 
Abbildungen  unter  dem  Buchstaben  C die  durch  die  Mitte  derselben 
gelegten  Querschnitte  gezeichnet  und  in  die  Eckpunkte  der  Sechsecke 
die  ungefähr  in  der  Mitte  der  betreffenden  Kante  gemachten  aktino- 
elektrischen  Messungen  eingetragen  worden.  Bei  diesen  Messungen 
wurden  die  Strahlen  zweier  dicht  hintereinander  gestellten  Gasflammen 
(gewöhnliche  Schnittbrenner)  durch  den  oben  S.  504  beschriebenen 
Hohlspiegel  auf  den  Kry stall  geworfen,  wahrend  die  mit  dem  Elektro- 
meter verbundene  kupferne  Kugel  nahe  in  der  Mille  der  Höhe  die 
zu  prüfende  Kante  berührte.  Es  sind  indess  die  auf  den  verschie- 
denen Krystallen  gefundenen  Werthe  nicht  streng  vergleichbar.  Wenn 
auch  die  Empiindlichkcit  des  Elektrometers  auf  ziemlich  gleicher  Höhe 
erhallen  wurde,  so  änderte  sich  mit  dem  im  Laufe  des  Tages  wech- 
selnden Gasdrucke  die  Grösse  der  Flamme  und  ausserdem  hatte  der 
Spiegel  für  die  verschiedenen  Krystalle  nicht  völlig  genau  dieselbe 
Stellung.  Dagegen  sind  die  auf  demselben  Individuum  ausgeführten 
Messungen  in  Bezug  auf  die  vorher  erwähnten  Umstande  im  Allge- 
meinen vergleichbar;  es  können  aber  auch  auf  einem  durchaus  ho- 
mogenen Krystalle  an  einzelnen  Kanten  Abweichungen  eintreten, 
wenn  die  Grössen  der  Nebenaxen  ungleich  sind  und  wenn  die  Langen 
der  Kanten  durch  ungleiche  Ausbildung  der  I’y  raiuidenflachen  sehr 
von  einander  verschieden  sind.  Auch  durch  die  Beschaffenheit  der 
Oberflächen  der  Prismenflachen  können  Abweichungen  hervorgerufen 
werden.  Wenn  z.  B.  die  direct  von  der  Strahlung  getroffenen  Flächen 
matt  oder  mit  feinem  Staube  bedeckt  sind,  so  wird  die  in  den  Kry- 
stall  eindringende  und  auf  die  hintere  an  die  kupferne  Kugel  an- 
liegende Kante  gelangende  Wärmestrahlung  geschwächt  werden  und 
also  die  Aktinoelektricitat  in  geringerer  Stärke  erscheinen.  Schliess- 
lich können  auch  kleine  um  1 80°  gedrehte,  sonst  nicht  weiter  er- 
kennbare Tlieile  in  manchen  Krystallen  vorhanden  sein,  die  zwar  die 
regelmässige  Vertheilung  der  Polaritäten  unter  die.  sechs  Kanten  noch 
nicht  stören,  wohl  aber  schwächend  auf  die  Elektricität  der  ihnen 
benachbarten  Kanten  cinwirken. 
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Auf  dem  Krystalle  Nr.  1 ist  an  der  Kante  (1,  2)  die  heim  Er- 
kalten auftrelende  thermoelektrische  Zone  etwas  verschoben,  so  dass 
diese  Kante  (Taf.  I,  Fig.  I ß,)  eine  schwache  negative  Spannung  an- 
statt der  positiven  zeigt.  Bei  der  Bestrahlung  erscheint  aber  auf 
dieser  Kante  nicht  die  negative,  sondern  die  normale  positive  Elek- 
tricittit ; (eben  so  tritt  daselbst  beim  Druck  S.  542  die  normale 
negative  auf).  Auch  die  Milte  der  Kante  (2,  3)  des  Krystalles 
Nr.  0 giebt  bei  der  Bestrahlung  noch  die  normale  negative  Spannung 
(Fig.  6 C),  wahrend  bei  der  Abkühlung  dieselbe  an  dieser  Stelle 
bereits  durch  die  positive  verdrängt  wird. 

Nachdem  im  Vorstehenden  die  auf  den  Kanten  auftretenden 
Vorgänge  beschrieben  sind,  will  ich  für  die  einfachen  Krystalle  auch 
wenigstens  ein  Beispiel  der  aktinoeleklrischen  Spannungen  auf  den 
PrismenflUehen  mittheilen.  Die  Flache  1 des  Krystalles  Nr.  1 2 stand 
dem  Spiegel  gegenüber,  die  auf  ihr  durch  die  Strahlung  zweier  Gas- 
flammen erzeugte  Elektricitüt  wurde  in  der  S.  500  beschriebenen 
Weise  mittelst  des  Taf.  IV,  Fig.  V abgebildeten  Drahtes  abede  ge- 
messen. Die  beobachteten  Werthe  sind  auf  der  neben  Fig.  12  C 
gezeichneten  Linie  ttß,  welche  den  Durchschnitt  einer  horizontalen 
Ebene  durch  die  Mitte  der  Flüche  I darstellt,  aufgeführt. 

Ähnlich  verhielt  sich  auch  die  über  dieser  Flüche  I liegende 
• grosse  Pyrainidendctchc ; die  nach  der  Kante  (6,  I)  hinliegenden  Theilc 
zeigten  negative,  die  der  Kante  (1,2)  benachbarten  positive  Elektricitüt. 
Die  beobachteten  Ausschläge  w aren  schwacher  als  auf  der  Prismen flüche. 


b.  Zusammengetzte  Krystalle. 

Krystall  Nr.  14.  Dieser  Krystall  (vergl.  S 401)  enthüll  in 
seiner  oberen  Hälfte  ein  um  I SO"  gedrehtes  Stück,  infolge  dessen 
die  obere  llülfte  der  Kante  (I,  2)  thermoelektrisch  negativ  erscheint 
(Fig.  1 4 ß).  Genau  in  gleicher  Weise  wie  die  thermoelektrischen 
sind  nun  die  aktinoeleklrischen  Spannungen  vertheilt. 

Fig.  14  </'  stellt  einen  Querschnitt  durch  diesen  Krystall  J vom 
oberen  und  Fig.  1 4 C einen  solchen  J vom  unteren  Ende  dar.  In 
diese  beiden  Zeichnungen  sind  die  aktinoeleklrischen  Spannungen 
eingetragen,  welche  beobachtet  wurden,  als  bei  Anwendung  des 
S.  50  4 beschriebenen  Verfahrens  die  kupferne  Kugel  an  den  Eck- 

if,  • 
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punkten  dieser  Querschnitte  stand.  Wahrend  nun  der  Querschnitt 
durch  die  untere  Hälfte  (Fig.  I i C)  die  normale  elektrische  Yerthei- 
lung  zeigt,  erscheint  in  der  oberen  Hälfte  Fig.  1 4 C auf  der  Kante 
(1,  2)  anstatt  der  |)ositiven  die  negative  Polarität,  und  auf  der  Kante 
(2,  3)  ist  ebenso  wie  auch  bei  der  Thermoelektrieitat  (vergl.  S.  493) 
infolge  des  anliegenden  eingewachsenen  Stückes  die  der  Hauptmasse 
des  Kry Stalles  entsprechende  negative  Spannung  geschwächt,  wahrend 
sie  in  der  unteren  Hallte,  wo  jene  Storung  fehlt,  krallig  hervortritl. 

Kryslall  Nr.  15.  Da  bei  den  grossen  Bcrgkrv  stallen  Nr.  15 — 20 
auch  die  Vcrtheilung  auf  den  PrismensflUchen  genauer  verfolgt  werden 
sollte,  so  wurde  ausser  dem  bisher  gewöhnlich  angewandten  Ver- 
fahren, wobei  die  kupferne  Kugel  an  einer  Kante  stand,  auch  das 
S.  50C  erläuterte  benutzt.  Der  Taf.  IV,  Fig.  5 abgebildete,  mehrmals 
rechtwinklig  gebogene  Kupferdrahl  abc.de.  berührte  dabei  mit  dem 
freien  Ende  e seines  kurzen  horizontalen  Theiles  die  betreffende  Stelle' 
der  Kante  oder  Flache  des  Krystalles,  und  die  durch  den  Spiegel  reflec- 
tirte  Strahlung  zweier  Flammen  fiel  direct  auf  die  zu  prüfende  Kaule 
oder  Flache.  Da  infolge  des  geringen  Querschnittes  des  Drahtes  die 
elektrische  Vcrtheilung  seitens  des  Krystalles  auf  diesen  Draht  schwacher 
wirkt  und  der  Leiter  ausserdem  eine  grössere  Lange  besitzt,  so  muss 
liei  diesem  Verfahren  der  Ausschlag  im  Elektrometer  geringer  atis- 
fallen  als  bei  Anwendung  der  Kugel.  Es  sind  daher  die  nach  beiden- 
Verfahren  gemachten  Beobachtungen  in  Bezug  auf  die  Intensität  nicht 
mit  einander  vergleichbar. 

Der  Krystall  Nr.  15  enthalt  ein  um  180°  gedrehtes  Stück,  welches 
von  der  rechten  Hälfte  der  Flache  4 bis  zur  rechten  Hälfte  der 
Flache  5 reicht  (vergl.  S.  493).  Die  in  einem  Querschnitte  durch 
die  Mitte  auf  den  Kanten  und  Flüchen  mittelst  der  Kugel  beobach- 
teten aklinoeleklrischen  Spannungen  sind  in  die  Zeichnung  Fig.  15  L' 
eingetragen.  Die  Vertheilung  der  positiven  und  negativen  KlektricitUl 
auf  den  Kanten  stimmt,  wie  eine  Vergleichung  von  Fig.  15  G mit 
Fig.  15  II  zeigt,  mit  den  beim  Fäkalien  auftretenden  thermoelektrischen 
Spannungen  im  Allgemeinen  überein;  nur  tritt  bei  der  Bestrahlung 
auf  der  Kante  (4,  5)  bereits  die  dem  eingeschobenen  Stucke  ent- 
sprechende positive  Spannung  auf,  wahrend  beim  Fäkalien  die  Kante 
(4,  5)  selbst  noch  eine  sehr  schwache  negative  Spannung  erhielt, 
und  erst  dicht  daneben  auf  der  Flüche  5 die  positive  sich  zeigte. 
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In  Fig.  I 5 C sind  die  Beobachtungen  eingetragen,  welche  mittelst 
des  gebogenen  Drahtes  n heile  auf  verschiedenen  Punkten  der  Flüchen  4, 
5 und  6 in  eben  diesem  Querschnitte  ausgeführt  wurden. 

Kry stall  Nr.  16.  Das  in  diesem  Krvstalle  vorhandene  um 
180"  gedrehte  Stück  reicht,  wie  bereits  S.  494  nachgewiesen,  von 
der  linken  Hülfle  der  Flüche  i bis  zur  rechten  Hüllte  der  Flüche  6. 
Fig.  1 6 C stellt  den  durch  die  Milte  des  Krystalles  geführten  Quer- 
schnitt dar  und  in  diesen  sind  die  an  den  einzelnen  Punkten  des- 
selben mittelst  der  Kugel  ausgeführten  Messungen  eingetragen  worden. 
Wie  bei  der  Thermoelektrieitüt  zeigen  auch  hier  die  Kanten  (4,  5) 
und  (3,  6)  eine  in  Bezug  auf  die  elektrische  Verthcilung  am  grösseren 
Stucke  umgekehrte  Polarität.  In  den  Querschnitt  Fig.  1 6 C'  sind 
die  mittelst  des  Drahtes  abcJe  auf  den  verschiedenen  Punkten  des- 
selben gemachten  Beobachtungen  eingeschrieben.  Die  beim  Erkalten 
auf  der  Flüche  4 (Fig.  I G A)  erscheinende  schwache  negative,  und 
ebenso  die  auf  der  Flüche  6 sich  zeigende  schwache  positive  treten 
bei  der  Bestrahlung  {Fig.  IG  C)  nicht  hervor,  sondern  geben  sich 
nur  durch  eine  Schwächung  der  positiven  Spannung  auf  der  Flüche  4 
und  der  negativen  auf  der  Flüche  G kund.  Diese  Abweichung  zwi- 
schen den  aktinoelektrischen  und  den  beim  Erkalten  auftretenden 
thermoelektrischen  Spannungen  hat  ihren  Grund  in  den  verschiedenen 
Verhältnissen,  unter  welchen  die  Beobachtungen  ausgeführl  worden 
sind.  Bei  den  thermoelektrischen  Untersuchungen  war  der  Krystall 
bis  auf  die  zu  prüfenden  Flüchen  4 und  resp.  G in  Kupferfeilicht 
eingehüllt  und  daher  an  dem  grössten  Thcile  seiner  Oberflüche  ab- 
geleitet, während  bei  den  aktinoelektrischen  Beobachtungen  der  Kry- 
stall  völlig  frei  stand  und  auf  allen  Theilen  seiner  Oberfläche  die 
daselbst  erregte  Eleklricitüt  behielt.  Es  liegen  mir  auch  thermo- 
elektrische Beobachtungen  vor,  bei  welchen  die  Einhüllung  nicht  so 
vollständig  war,  als  zuvor  angegeben,  was  zur  Folge  hatte,  dass  bei 
der  Abkühlung  die  negative  Zone  auf  der  Flüche  l nicht  erschien, 
sondern  sich  nur  durch  die  Schwächung  der  positiven  Spannung  zu 
erkennen  gah,  und  dass  auf  der  Flüche  G die  positive  Spannung 
nur  auf  einer  sehr  kurzen  Strecke  in  der  rechten  oberen  Hüllte 
auftral. 

Krystall  Nr.  17.  Das  eingeschobene,  um  180“  gedrehte  Stück 
reicht  von  der  Kante  (3,  G)  bis  nahe  zur  Mitte  der  Flüche  I (vergl. 
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oben  S.  404).  Fig.  I”  C stellt  die  in  dem  minieren  Querschnitte 
mittelst  der  Kugel  ausgefUhrten  aktinoeleklrischen  Beobachtungen  dar. 
In  Fig.  17  C sind  die  mit  dem  Drahte  dir  de  auf  den  verschiedenen 
Funkten  dieses  Querschnittes  beobachteten  aktinoeleklrischen  Span- 
nungen eingetragen.  Bei  der  thermoelektrischen  Untersuchung  er- 
schien auf  der  Kante  (5,  ß)  Fig.  1 7 A noch  die  dem  Hauptkrystalle 
entsprechende  positive  Spannung;  und  ebendiese  wurde  auch  bei 
der  Bestrahlung  unter  Anwendung  der  Kugel  beobachtet  (Fig.  1 7 (■) ; 
bei  dou  Versuchen  mit  dem  Drahte  ab  eile  dagegen  trat  bei  der 
Bestrahlung  auf  dieser  Kante  schon  die  dem  eingeschobenen  Stücke 
angehörendc  negative  auf. 

Kry stall  Nr.  18.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  ist 
S.  195  speeiell  oriiiuterl.  Fig.  18  C enthalt  die  im  mittleren  Quer- 
schnitte mittelst  der  Kugel  und  F'ig.  18  die  mittelst  des  Drahtes 
abede  gemachten  aktinoeleklrischen  Beobachtungen.  Die  Kante  (5,6; 
gab  mittelst  des  Drahtes  oben  eine  Spannung  — 12,  in  der  Mitte 
— 7 und  unten  -j-  5.  Sie  stimmt  also  in  ihrem  Verhalten  im  All- 
gemeinen mit  dem  bei  der  Erkaltung  beobachteten  überein,  nur  reichte 
die  negativo  Polarität  bei  der  Erkaltung  nicht  bis  zur  Mitte,  wahrend 
diese  Mitte  l>ei  der  Bestrahlung  noch  negativ  gefunden  wurde.  Die 
Kante  (3,  4)  zeigt  ein  eigcnthUmliches  Verhalten;  beim  Beginne  der 
Bestrahlung  giebt  das  Goldblättchen  einen  schwachen  positiven  Aus- 
schlag, der  aber  sehr  bald  abnimmt  und  in  einen  schwachen  nega- 
tiven übergeht. 

Kry  stall  Nr.  19.  Auf  S.  495  ist  die  Lage  der  beiden  in  diesen 
Krystall  eingeschobenen  Stücke  genauer  angegeben;  die  aktinoelck- 
trischen  Spannungen  stimmen  mit  den  bei  der  Erkaltung  auftretenden 
überein;  selbst  auf  der  Kante  (5,  6)  zeigt  sich  bei  der  thermoelek- 
trischen Prüfung  während  der  Abkühlung  ebenso  wie  bei  der  Be- 
strahlung der  obere  kleinere  Theil  positiv,  die  Mitte  und  der  untere 
Theil  aber  negativ. 

Krystall  Nr.  20.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  ist 
S.  496  erläutert.  Fig.  20  C stellt  die  in  dem  Querschnitte  durch  die 
Mille  mittelst  des  Drahtes  abede  ausgefUhrten  aktinoeleklrischen 
Beobachtungen  dar.  Dieselben  stimmen  mit  den  thermoelektrischen 
bei  der  Erkaltung  überein,  nur  ist  infolge  der  schon  mehrfach  er- 
wähnten verschiedenen  Verhältnisse  die  Ausbreitung  der  einzelnen 
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Zonen  etwas  abweichend  und  auf  der  Flüche  3 wird  bei  der  Be- 
strahlung die  schwache  positive  Spannung  nicht  sichtbar,  sondern  gieht 
sich  blos  durch  eine  beträchtliche  Schwächung  der  negativen  kund. 

C.  über  die  Wirkung  des  Überstreichens  eines  Bergkrystalles  mit  einer 

Alkoholfl  amme. 

Ein  im  Allgemeinen  sehr  brauchbares  Verfahren,  um  einen  an 
seiner  Oberllüche  elektrisch  geladenen  Nichtleiter  unclektrisch  zu 
machen,  besteht  in  dem  Überstreichen  dieser  Oberfläche  mit  einer 
Alkoholfläiume.  Am  bequemsten  wendet  man  die  Flamme  eines  au 
dem  unteren  Ende  eines  müssig  starken  Kupferdrabtcs  befestigten 
und  in  Alkohul  getauchten  kleinen  Baumwollcnbuusches  an.  Liegt 
die  zu  bestreichende  Flüche  horizontal,  so  treibt  man  beim  Über- 
fahren durch  schwaches  Blasen  die  Flamme  gegen  die  Flüche.  Dabei 
wird  die  an  der  Oberllüche  selbst  befindliche  Elektricitiit  von  der 
Flamme  hinweg  genommen,  die  an  den  unterhalb  der  Oberfläche 
liegenden  Theilehen  haftende  aber  in  ihrer  Wirkung  nach  aussen 
dadurch  aufgehoben,  dass  die  Flamme  eine  für  die  Neutralisirung 
erforderliche  Menge  entgegengesetzter  Elektricitüt  auf  die  Oberfläche 
führt,  welche  dann  durch  die  in  den  unterhalb  liegenden  Schichten 
befindliche  gebunden  wird. 

Ich  halte  dieses  Verfahren  bei  meinen  thermoelektrischen  Unter- 
suchungen vielfach  benutzt,  um  die  Oberflächen  der  Krystalle  un- 
elektrisch  zu  machen.  Bei  Krystallen,  welche  durch  Teiuperatur- 
ünderungen  nur  schwach  elektrisch  werden,  wirkt  nach  kurzem 
Anblasen  mit  der  Flamme  die  Obcrllüche  derselben  nicht  mehr  auf 
den  mittelst  des  Hebels  genäherten  Platindraht ; dagegen  tritt  bei 
Krystallen,  welche  schon  durch  sehr  schwache  Temperaturünderungen 
starke  elektrische  Spannungen  erlangen,  unmittelbar  nach  dem  An- 
blasen, wenn  solches  nicht  sehr  kurz  gewesen,  eine  der  Abkühlung  der 
betreffenden  Stelle  entsprechende  Elektricitüt  auf.  Wird  der  mit  dem 
Elektrometer  in  Verbindung  stehende  I’lalindrahl  V entladen,  und  die 
Oberfläche  des  Kryslalles  durch  Anhauchen  (Beschlag  mit  Wasser)  für 
den  Augenblick  unelektrisch  gemacht,  so  zeigt  sich,  wenn  man  den 
Plalindraht  wieder  nähert,  nochmals  eine,  wenngleich  schwächere  Span- 
nung in  demselben  Sinne,  weil  eben  die  Abkühlung  noch  fortdauert. 
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In  der  beschriebenen  Weise  treten  z.  B.  die  Erscheinungen  beim 
Turmalin  und  brasilianischen  Topas  ein.  Die  nach  dem  Anblasen 
mit  der  Flamme  wahrnehmbare  Elektricitüt  entspricht  also  der  Ab- 
kühlung, die  durch  die  Erwarmung  erzeugte  wurde  bereits  durch 
die  Flamme  selbst  hinweggenommen  oder  neutralisirt. 

Ganz  anders  gestalten  sieh  nun  die  Vorgänge  beim  Bergkrystalle, 
wenn  seine  Oberflüche  mit  einer  Alkoholflamme  iiberstrichen  wird. 
Die  von  der  Alkoholflamme  ausgehende  Strahlung  erregt  in  dem 
Krvstalle  eine  aktinoelektrische  Spannung;  dieselbe  wird  aber  durch 
die  mittelst  der  Flamme  aul  die  Oberflüche  Übertragene  entgegengesetzte 
Elektricitüt  neutralisirt.  Würde  die  Strahlung  unverändert  forthe- 
stehen.  so  würde  also  der  Krystall  unelektrisch  erscheinen.  Mit  dem 
Zurückziehen  der  Flamme  hört  aber  die  Strahlung  auf  und  zugleich 
verliert  die  Oberfläche  ihre  Ableitung.  Sofort  verschwindet  nun  die 
im  Krystall  entstandene  aktinoelektrische  Spannung,  wahrend  die  ihr 
entgegengesetzte  auf  der  isolirenden  Oberfläche  haftende  nicht  ent- 
weichen kann,  und  nach  aussen  hin  wirksam  wird.  Die  Oberflüche 
des  Krystalles  muss  also  nach  dem  Bestreichen  mit  der  Alkohol- 
flamme eine  elektrische  Spannung  zeigen,  welche  mit  der  beim  Er- 
wärmen auftretenden  ubereinslimmt ; denn  die  aktinoelektrische  Span- 
nung hat  dasselbe  Vorzeichen,  wie  die  beim  Erkalten  erscheinende, 
die  durch  sie  auf  der  Oberfläche  gebunden  gewesene  und  jetzt  frei 
gewordene  daher  dasselbe,  wie  die  beim  Erwärmen  entstehende, 
und  diese  letztere  ist  es  eben,  welche  auf  den  genäherten  Platin- 
draht \ertheilend  wirkt.  Auch  erreicht  der  im  Elektrometer  ent- 
stehende Ausschlag  sehr  schnell  sein  Maximum,  weil  die  Aklino- 
elektricitüt  rasch  verschwindet,  während  beim  Turmalin  der  nach 
dem  Bestreichen  mit  der  Alkoholflamme  sich  zeigende  Ausschlag 
nur  mit  sehr  müssiger  Geschwindigkeit  auf  sein  Maximum  ansleigt. 

Auf  warmen  Bergkrv stallen  tritt  derselbe  Vorgang  beim  L'ber- 
streichen  mit  der  Alkoholflamme  auf,  wie  bei  Krystallen  von  gewöhn- 
licher Temperatur. 

Auf  Kn  stallen,  welche  durch  Strahlung  stark  aktinoelektrisch 
erregt  werden,  lässt  sich  durch  F borst  reichen  mit  der  Alkoholflamme 
leicht  eine  so  starke  elektrische  Spannung  erzeugen,  dass  das  Gold- 
blättchen des  Elektrometers  ganz  aus  dem  F'elde  des  Mikroskopes 
getrieben  wird. 
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Besitzt  ein  Bergkrystall  die  Temperatur  des  Zimmers,  so  ist  es 
leicht,  denselben  durch  Anhauchen,  also  durch  Erzeugung  eines  lei- 
tenden Beschlages,  unelektrisch  zu  machen.  Dagegen  giebt  es  kein 
sicheres  Mittel,  die  Oberfläche  eines  heissen  Bergkryslalles  in  un- 
elektrischen Zustand  zu  versetzen.  Bisweilen  gelingt  cs  wold,  durch 
ein  ausserordentlich  kurzes  Anblasen  der  Oberfläche  mit  der  Alkohol- 
flammc  den  grössten  Theil  der  vorhandenen  Elektricitiit  zu  beseitigen, 
gewöhnlich  aber  häuft  man  auf  den  überstrichenen  Kanten  eine  in 
ihrem  Vorzeichen  mit  der  beim  Erwärmen  entstehenden  überein- 
stimmende Elektricitül  an.  Dass  diese  ElektriciUit  nicht  durch  die 
geringe  Erwärmung  der  Masse -des  Bergkryslalles  hervorgerufen  wird, 
crgicht  sich  mit  voller  Bestimmtheit  aus  dem  Umstande,  dass  solche 
schwachen  Temperaturerhöhungen  unfähig  sind,  so  starke  elektrische 
Wirkungen  hervorzurufen;  ferner  müsste  ja,  wenn  die  Erwärmung 
der  Grund  wäre,  wie  beim  Turmalin,  infolge  der  nach  dem  Zurück- 
ziehen  der  Flamme  eintretenden  Abkühlung  eine  dieser  entsprechende 
elektrische  Spannung  sich  zeigen. 


D.  Umkehrung  der  im  Vorhergehenden  beschriebenen  aktinoelektrischen 

Erscheinungen. 

Die  durch  Wärmeänderungen  hervorgerufenen  Erscheinungen 
haben  meistens  die  Eigenschaft,  dass  bei  entgegengesetzt  gerichteter 
Wärmebewegung  auch  ein  in  bestimmter  Weise  entgegengesetzter 
Erfolg  resultirl.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  eine  warme  Kugel 
der  Kante  eines  auf  gewöhnlicher  Temperatur  befindlichen  Berg- 
krystalles  genähert,  und  wollen  nun  dio  Frage  stellen,  welcher 
Vorgang  eintrilt,  wenn  eine  kalte  Kugel  an  die  Kante  eines  heissen 
Bergkrystalles  gebracht  wird. 

Wenn  die  warme  Kugel  der  Kante  eines  kälteren  Bergkrystalles 
genähert  wird,  so  entsteht,  wie  wir  sahen,  diejenige  ElektriciUit  auf 
dieser  Kante,  welche  dieselbe  bei  sinkender  Temperatur  annimmt. 
Ist  dieser  Vorgang  umkehrbar,  so  steht  zu  erwarten,  dass  durch 
Annäherung  einer  kalten  Kugel  an  die  Kante  eines  erhitzten  Berg- 
krystalles eine  Polarität  auf  derselben  erzeugt  wird,  wie  sie  daselbst 
bei  der  Erwärmung  auflritl. 


Digitized  by  Google 


530 


W.  G.  ÜAMKEL, 


[7i 


Im  Folgenden  werde  ich  naehweisen,  dass  der  zuletzt  ange- 
deulele  Vorgang  in  der  Thal  erzeugt  wird.  1 Ander  ist  es  aber  nicht 
möglich,  denselben  so  rein  darzustollcn,  wie  die  Elektrieitätserregung 
im  kalten  krystallc  durch  den  Eintritt  einer  Wärmestrahlung.  Bei 
dein  umgekehrten  Versuche  wirkt  fortwährend  die  durch  Änderung 
der  Temperatur  in  der  Masse  des  Kryslalles  entstehende  Thermo- 
eleklriciliit  in  hohem  Grade  sUircnd  ein,  und  dies  um  so  mehr,  als 
sich  nicht  der  Bergkryslall,  wie  andere  thermoelektrische  Krystallc, 
durch  l.  herstreichen  mit  der  Alkoholflainme  für  einige  Augenblicke 
unelcktrisch  machen  lässt. 

Ich  will  zunächst  die  Vorgänge,  wie  sie  sich  der  Beobachtung 
darbielcn,  an  zwei  spcciellen  Fallen  erläutern. 

Der  Kryslall  Nr.  8 wurde  so  in  das  in  einem  passenden  kupfernen 
Kästchen  befindliche  Kupferfeilicht  eingehullt,  dass  die  Kante  (5,  (>) 
nehsl  den  anliegenden  FlächcnstUcken  aus  demselben  hervorragte, 
und  eine  halbe  Stunde  in  den  1 50"  G.  heissen  Ofen  gestellt.  Sofort 
nach  dem  IlerausnchmcD  aus  dem  Ofen  wurde  das  Kästchen  auf 
den  Ofen  II  neben  das  Elektrometer  gestellt,  und  eine  an  dem  Platin- 
drahte V des  Hebels  LL'  befestigte  messingene  Kugel  von  21 
Durchmesser,  welche  die  Temperatur  des  Zimmers  bcsass,  der  Mitte 
der  Kante  genähert  und  dann  durch  Drehung  der  Schraube  N'  Fig.  IV 
ohne  Reibung  auf  dieselbe  aufgelegt. 

Die  Kante  (5,  0}  wird  heim  Erhitzen  negativ;  unmittelbar  nach 
dem  Herausnehmen  aus  dem  Ofen  zeigte  das  Elektronieter  beim 
Annähern  der  Kugel  bis  zu  0,5“  Abstand  einen  Ausschlag  von 
— 100  Skth.;  dieser  Ausschlag  stieg  beträchtlich,  als  die  kalte  Kugel 
auf  die  Kante  gelegt  wurde. 

Durch  die  cintretende  Abkühlung  nahm  die  negative  Spannung 
ab.  Nach  vier  Minuten  erzeugte  die  Annäherung  der  Kugel  auf 
0,5”"  einen  Ausschlag  von  — 9 Skth.,  der  beim  Auflegen  auf  die 
Kante  bis  — 52  stieg.  Nach  Verlauf  von  noch  drei  Minuten  erzeugte 
dieselbe  Annäherung  schon  einen  positiven  Ausschlag  -j-  4,  der  beim 
Auflegen  in  — 4 4 überging;  bald  darauf  betrug  der  Ausschlag  beim 
Annähern  -f-  8,  beim  Auflegen  — 26.  Wurde  die  Kugel  ohne  Rei- 
bung von  der  Kante  abgehoben  und  in  isolirtcm  Zustande,  aber  mit 
dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  Verbindung  bleibend,  entfernt, 
so  ging  das  Goldblättchen  in  die  Ruhelage  zurück,  ein  Beweis,  dass 
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auf  die  .Mutallkugel  keine  Elcktricitüt  ubergegangen  war,  sondern  nur 
Vertheilungswirkungen  stattgefunden  hatten. 

Nach  weiterer  Abkühlung  entstand  Ijei  Annäherung  auf  0,5”” 
ein  Ausschlag  von  -{-31  Sktli.,  der  durch  Auflegen  der  Kugel  sich 
auf  -{-2  verminderte.  Als  die  Kugel  mit  der  Kante  in  Berührung 
blieb,  wuchs  der  Ausschlag  wieder  im  positiven  Sinne,  eine  Folge 
der  Abkühlung  der  Masse  des  Krystalles  durch  die  kalte  Kugel. 
Bald  darauf  gab  dieselbe  Annäherung  einen  Ausschlag  von  -j-  43, 
der  beim  Auflegen  der  Kugel  auf  -J-  26  zurück  ging,  aber  beim  ruhigen 
Liegen  der  Kugel  auf  der  Kante  bald  über  -J-  50  Sktli.  stieg. 

Es  mögen  noch  die  Beobachtungen  auf  einer  beim  Erwärmen 
positiven  Kante  folgen. 

Der  Krystall  Nr.  1 3 wurde  so  in  Kupferfcilicht  eingesetzt,  dass 
nur  die  Kante  (4,  5)  liebst  den  anliegenden  Fltichenstücken  frei  blieb; 
er  wurde  eine  Stunde  auf  1 25“  C.  erhitzt.  Nach  dem  Uerausnelunen 
ergab  sich  bei  Annäherung  der  Kugel  ein  starker  positiver  Ausschlag, 
der  beim  Aullegen  der  kalten  Kugel  sich  noch  vergrösserte.  Sieben 
Minuten  später  erzeugte  die  Annäherung  einen  Ausschlag  -j-  20,  der 
beim  Auflegen  bis  zu  -{-  35  stieg.  Nach  Verlauf  von  noch  einer 
Minute  brachte  die  Annäherung  bis  auf  3 oder  4””  Abstand  einen 
Ausschlag  — 4 hervor,  der  bei  weiterer  Annäherung  bis  auf  0,5”” 
in  — |-  7 Uberging,  und  beim  Auflegen  der  Kugel  bis  -(-  20  stieg. 

Drei  Minuten  später  wurde  der  Krvstall  mit  einer  Alkoholflamme 
überblascn,  was,  wie  im  Vorhergehenden  (S.  528)  nachgewiesen,  den 
Krystall  wieder  stark  positiv  machte.  Nach  einiger  Zeit  betrug  der 
Ausschlag  beim  Annäbern  -(-  20  und  stieg  beim  Auflegen  der  Kugel 
auf  -f-  45.  Nach  einigen  Minuten  wurde  beim  Annähern  bis  3“'" 
ein  Ausschlag  — 3 beobachtet,  der  bei  weiterer  Annäherung  bis 
0,5'°”  in  -j-6  überging,  und  beim  Auflegen  der  Kugel  bis  -f-  19  stieg. 

Aus  den  vorstehenden  Versuchen  ergiebl  sich,  dass  die  An- 
näherung der  kalten  Kugel  an  die  Kante  eines  heissen  Bergkrystalles 
und  noch  mehr  das  Auflegen  der  kalten  Kugel  auf  die  Kante  eine 
Elektricitüt  hervorruft,  welche  in  ihrem  Vorzeichen  nicht  mit  der 
durch  Abkühlung,  sondern  vielmehr  mit  der  durch  Steigerung  der 
Temperatur  auf  derselben  Kante  erzeugten  thermoelektrischen  Spannung 
übereinstimmt.  Die  Wirkung  der  infolge  der  Berührung  der  heissen 
Kante  mit  der  kalten  Kugel  eintretenden  Abkühlung  der  Masse  des 
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Bergkrystalles  beginnt  erst  mehrere  Secunden  später  sich  bemerkbar 
zu  machen.  Oie  beim  Annähern  und  beim  Auflegen  der  kalten  Kugel 
auftretende  elektrische  Erregung  kann  also  nicht  thermoelektrischen 
Ursprunges  sein,  sondern  hat  ihren  Grund  in  den  zwischen  dein 
heissen  Krystalle  und  der  kalten  Kugel  eintretenden  Wärmestrahlungen. 

Ich  wende  mich  nun  schliesslich  zur  Erklärung  der  zuvor  be- 
schriebenen Erscheinungen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jede  Wärmestrahlung  aktinoelektriscbc 
Spannungen  in  den  Bcrgkrystallen  hervorruft,  welche  Richtung  die- 
selbe  auch  haben  möge.  So  entstanden  solche  (S.  SH)  auch  beim 
Erhitzen  der  Krystalle  in  Kupferfeilicht,  und  konnten  beim  Beginnen 
des  Erhitzens  an  der  freiliegenden  Kante  nachgewiesen  werden;  bei 
weiterem  Fortschreiten  der  Temperatursteigerung  in  der  Masse  des 
Krystalles  wurden  sie  jedoch  durch  die  stärker  hervortretende  ent- 
gegengesetzte thermoelektrische  Erregung  verdeckt.  Ebenso  entstehen 
sie,  wenn  als  Wärmequelle  ein  erhitzter  Bergkryslall  genommen  wird. 
Es  dauern  ferner  bei  eonstantcr  Strahlung  die  aktiuoclekl rischen 
Spannungen  in  gleicher  Stärke  fort;  der  Wärme  ausstrahlcnde  Körper 
kommt  dabei  nur  insofern  in  Betracht,  als  er  eben  Wärme  ausstrahlt. 
Es  werden  daher  bei  einem  Bergkryslalle  alle  erhitzten  Moleküle 
durch  ihre  allseilige  Strahlung  in  demselben  aktinoelektrischc  Span- 
nungen hervorrufen ; dieselben  können  aber  nicht  in  ihrer  Polarität 
auftrclen,  weil  sie  durch  die  stärkeren  entgegengesetzten  thermo- 
elektrischen verdeckt  werden.  Je  höher  die  Temperatur  eines  Berg- 
krystallcs  ist , desto  stärker  müssen  auch  die  aktinoelcklrischcn 
Schwingungen  oder  Spannungen  werden. 

In  einem  Bergkrystalle , der  erhitzt  wird  und  eben  z.  B.  die 
Temperatur  1 30"  erreicht  hat,  linden  sich  also  gleichzeitig  zwei  ent- 
gegengesetzte elektrische  Erregungen,  eine  thermoelektrische  und  eine 
aktinoelek Irische;  in  der  Wirkung  nach  aussen  Uberwiegen  jedoch 
die  ersteren.  Trägt  eine  Kante  die  Rhomben-  oder  Trapezoederflächen, 
so  erscheint  sie  also  jetzt  negativ  elektrisch ; diese  Polarität  giebt 
sich  auch  kund,  wenn  ihr  die  kalte  Kugel  langsam  genähert  wird. 
Durch  weitere  Annäherung  und  besonders  durch  Aullegen  der  Kugel 
auf  die  Kante  steigt  der  negative  Ausschlag  des  Goldblättchens, 
erstens  infolge  der  Annäherung,  dann  aber  auch  zweitens,  weil  in- 
folge der  Strahlung  aus  dem  Innern  des  Krystalles  gegen  die  kalte 
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Kugel  die  positive  Aktinoelektricität  geschwächt  wird,  während  die 
negative  Thermoelektricität  nicht  so  schnell  abnimmt,  d.  h.  durch 
die  infolge  einer  Abkühlung  entstehende  positive  Thermoelektricität 
nicht  so  stark  geschwächt  wird,  da  die  Abkühlung  in  den  materiellen 
Molekülen  langsamer  vor  sich  geht. 

Durch  die  Erhitzung  ist  ein  Quantum  negativer  Eleklricitüt  auf 
der  Oberfläche  jener  Kante  und  ihrer  Umgebungen  angchäufl,  das 
wegen  der  isolirenden  Eigenschaft  des  Bergkryslalles  nicht  sofort  von 
selbst  verschwinden  kann;  dasselbe  wird  theils  durch  die  Berührung 
mit  den  Lufltheilchen,  theils  auch  durch  vielleicht  nicht  vollkommene 
Isolation  etwas  vermindert  werden,  aber  im  Beginne  der  Abkühlung 
und  in  den  nächstfolgenden  Minuten  immer  noch  so  beträchtlich 
sein,  dass  es  nach  aussen  hin  stärker  wirkt,  als  die  durch  die  all- 
mühligc  Abkühlung  entstehende  positive  Elektricitäl  und  die  auf  dieser 
Kante  vorhandene  positive  Aktinoelektricität,  welche  letztere  sich 
allerdings  mit  dem  Sinken  der  Temperatur  auch  vermindert. 

Nehmen  wir  den  Zeitpunkt,  wo  beim  Erkalten  die  Kante  nach 
aussen  keine  elektrische  Wirkung  ausübt,  also  z.  B.  auf  dem  ge- 
näherten Platindrulite  V keine  elektrische  Vertheilung  erzeugt . so 
heben  sich  die  thermoelektrischen  und  aklinoclektrischcn  Spannungen 
in  ihrer  Wirkung  nach  aussen  auf.  Da  nun  die  aktinoelektrischen 
Spannungen  auf  der  gewählten  Kante  positiv  sind,  so  muss  die  von 
der  Erhitzung  herruhrende  negative  Spannung  noch  gerade  um  den 
Betrag  der  aktinoelektrischen  grösser  sein,  als  die  bis  jetzt  durch 
die  Erkaltung  erzeugte  positive.  Wird  nun  die  kalte  Kugel  genähert 
und  aufgelegt,  so  nimmt  die  Aktinoelektricität  sehr  schnell  ab,  wäh- 
rend die  Thermoelektricität  sich  in  den  ersten  Sccunden  fast  nicht 
ändert;  es  entsteht  also  ein  negativer  Ausschlag,  weil  jetzt  die  nega- 
tive noch  von  der  Erwärmung  herrührendo  iil>erwiegl. 

Ist  die  Temperatur  dann  so  weil  gesunken,  dass  die  Resultirende 
sümmllinher  elektrischer  Erregungen  nach  aussen  schwach  positiv 
wirkt,  so  ist  die  Summe  der  durch  die  Erkaltung  erzeugten  positiven 
Thermoelektricität  und  der  positiven  Aktinoelektricität  um  ein  Geringes 
stärker,  als  der  Best  der  von  der  Erwärmung  herrührenden  negativen 
Thermoelektricität.  Die  kalte  Kugel  wird  also  bei  Annäherung  bis 
auf  3 oder  im"  einen  schwach  positiven  Ausschlag  gel>en,  der  aber 
bet  weiterer  Annäherung  und  namentlich  beim  Auflegen  auf  die 
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Kante  in  einen  negaliven  Ubergehl.  Die  Schwächung  der  positiven 
aklinoelektrischen  Spannungen  hisst  dann  die  noch  vorhandenen  ne- 
gativen thermoelektrischen  wieder  übervviegen. 

Wenn  nun  schliesslich  die  von  der  Erhitzung  herrührende  negative 
Elcktriciläl  von  der  infolge  der  Abkühlung  entstandenen  positiven 
überwunden  ist,  so  wirken  nach  aussen  die  aklinoelektrischen  und 
die  thermoelektrischen  Spannungen  in  gleichem  Sinne;  die  kalte  Kugel, 
bis  auf  imm  genähert,  theilt  dem  Goldblättchen  starke  positive  Span- 
nung mit.  Wird  die  kalte  Kugel  weiter  genähert,  oder  noch  besser 
aufgelegt,  so  wird  die  Aktinoelcktricität  sofort  geschwächt,  die  Summe 
der  positiven  Elektricitäten  also  kleiner,  und  der  positive  Ausschlag 
des  Goldblättchens  vermindert  sich.  Lässt  man  die  Kugel  auf  der 
Kante  liegen,  so  sinkt  auch  die  Temperatur  der  .Masse  des  Krystalles 
und  es  steigert  sich  dadurch  die  positive  Thermoelektricität,  so  dass 
also  der  positive  Ausschlag  des  Goldblättchens  wieder  zu  wachsen 
beginnt. 

Da  durch  die  Strahlung  des  heissen  Krystalles  gegen  die  kalte 
Kugel  stets  sofort  die  positiven  aklinoelektrischen  Spannungen  der 
in  Rede  stehenden  Kante  geschwächt  werden,  so  muss  der  Aus- 
schlag, welcher  bei  Annäherung  der  Kugel  auf  massigen  Abstand 
entsteht,  durch  weitere  Annäherung  und  besonders  durch  Auflegen 
auf  die  Kante  in  der  Weise  sich  ändern,  dass  das  Goldblättchen  sich 
in  der  Richtung  der  negativen  Elektricitat  bewegt. 

Hiernach  sieht  man  leicht,  dass  der  Vorgang  beim  Auflegen  der 
kalten  Kugel  auf  die  Kante  des  Krystalles  genau  derselbe  bleibt, 
wenn  auch  der  Kante  auf  irgend  eine  Weise  noch  ElektricilUt  von 
aussen  her  zugefUhrt  worden  ist. 

Gesetzt,  es  gelänge,  wenn  der  auf  130“  erhitzte  Krystall  aus 
dem  Ofen  genommen  ist,  die  Kante  durch  kurzes  Abblasen  mit  einer 
Alkoholflamme  unelektrisch  zu  machen,  so  dass  sie  also  nach  aussen 
nicht  wirkt.  Soll,  wie  angenommen,  die  Kante  nach  aussen  unelek- 
trisch erscheinen,  so  muss  die  Flamme  der  Oberfläche  so  viel  positive 
Zufuhren  oder  von  der  auf  ihr  durch  die  thermoelektrische  Erregung 
entstandenen  negativen  so  viel  übrig  lassen,  dass  die  Wirkung  der 
positiven  Aktinoelcktricität  und  der  auf  der  Oberfläche  vorhandenen 
negativen  sich  im  äusseren  Raume  aufhoben.  Wird  nun  die  kalte  Kugel 
der  Kante  genähert  oder  aufgelegt,  so  nimmt  sofort  die  positive  Aktino- 
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elcktricität  ab,  die  in  ihrer  Starke  last  unverändert  gebliebene  negative 
ElektricitUt  Uberwiegt  also  in  der  Wirkung  nach  aussen  und  das 
Elektrometer  zeigt  negative  Spannung  an,  d.  h.  dieselbe  Polarität, 
wie  sie  beim  Erhitzen  der  Kante  auftritt. 

Wird  die  kalte  Kugel  der  Kante  eines  erhitzten  Bergkrystalles 
genähert,  auf  welcher  keine  Rhomben-  und  Trapezoederflüchen  er- 
scheinen können,  so  treten  genau  dieselben  Vorgänge,  nur  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  auf. 

Die  Einwirkungen  der  kalten  Kugel  auf  den  erhitzten  Kryslall 
sind  um  so  stärker,  je  höher  die  Temperatur  der  Kante  und  je  nie- 
driger die  Temperatur  der  Kugel  ist. 


IV.  PiezoelektrieitiU, 

A.  Verfahren  bei  den  Beobachtungen. 

Bei  den  oben  S.  IG2  erwähnten  Versuchen,  polare  Elcktricil.-t 
in  hemitnorphen  Kry. stallen  durch  Druck  zu  erzeugen,  brachten  die 
Herren  J.  und  P.  Curie  die  Kry  Stulle,  an  welche  senkrecht  gegen 
die  hemimorph  gebildete  Axe  ebene  Flachen  ungeschliffen  waren, 
zwischen  die  Backen  eines  Schraubstockes,  welche  inwendig  behufs 
der  Isolirung  mit  parallelepipedischen  Stücken  von  Hartgummi  be- 
kleidet waren.  Die  inneren  Seiten  dieser  Parallclcpipeda  waren  mit 
Stanniol  belegt  und  an  diese  Stanniolflächen  wurden  dann  die  senk- 
recht gegen  die  hemimorph  gestaltete  &xe  ungeschliffenen  Flächen 
angelegt.  Die  eine  Stanniolbelegung  stand  mit  dem  Elektrometer, 
die  andere  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung. 

Es  lag  mir  daran,  die  Kryslallc  auch  in  ihrer  natürlichen  Be- 
grenzung, also  ohne  Anschleifen  von  Flächen,  zu  untersuchen  und 
es  gelang  dies  in  vollständigster  Weise.  Es  genügte  z.  B.  einen 
einfachen  Bergkrystall  mit  zwei  gegenüberstehenden  Prismcnkanlen 
zwischen  die  zuvor  beschriebenen  Backen  des  Schraubstockes  zu 
bringen,  um  durch  Druck  und  Nachlassen  des  Druckes  sehr  starke 
elektrische  Spannungen  zu  erzeugen. 

Bei  diesem  Verfahren  Hess  sich  jedoch  die  Stärke  des  Druckes 
nicht  wohl  abmessen;  ferner  trat  bei  manchen  Krystallen  eine  eigen- 
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thümliche  Nachwirkung  ein,  welche  durch  die  inangelharte  ElaslicitSt 
des  Hartgummis  veranlasst  sein  konnte. 

Ich  wühlte  daher  ein  anderes  Verfahren,  bei  welchem  der  Druck 
in  völlig  constanler  Weise  unterhalten  und  seiner  Grosse  nach  genau 
gemessen  werden  konnte. 

An  einen  einarmigen,  Ü“'”  langen,  ans  einem  auf  die  hohe  Kante 
gestellten  Eisenstreifen  gebildeten  Hebel,  dessen  Axe  von  zwei 
auf  einem  starken  Zinkbleche  befestigten  Eisenstitben  gehalten  wurde, 
war  1 2'm  von  dem  Drehpunkte  entfernt  auf  seiner  unteren  Seite  ein 
würfelförmiges  Stück  Hartgummi  angeschraubt  lind  dessen  untere 
Flüche  mit  einer  2"'"  dielten  Zinnplatte  belegt.  Ein  gleiches  Stück 
Hartgummi,  aber  auf  seiner  oberen  Flüche  mit  einer  Zinnplatle  belegt, 
konnte  in  verschiedenen  Höhen  unterhalb  des  ersten  aufgestelll  werden. 
Diese  Höhe  wurde  der  Dicke  des  zu  prüfenden  Krystalles  angemessen 
stets  so  gewühlt,  dass,  wenn  der  Kry stall  sich  in  der  richtigen  Lage 
zwischen  den  beiden  mit  Zinn  belegten  Hartgummistucken  befand, 
der  Hebel  möglichst  horizontal  stand.  Das  zur  Erzeugung  des  Druckes 
bestimmte  Gewicht  befand  sich  am  Ende  des  Hebels.  Das  blosse 
Aufheben  und  Niederlassen  desselben,  wozu  nur  eine  geringe  Be- 
wegung der  Hand  erforderlich  war,  genügte  somit  zur  Aulhebung 
und  Wiederherstellung  des  Druckes. 

Dieser  kleine  Apparat  lioss  sich  sehr  bequem  gleich  neben  dem 
öfter  erwühnten  Hebelwerk  LL'  (S.  477)  auf  einem  niedrigen  Stative 
befestigen;  die  eine  der  auf  den  Hartgummistücken  sitzenden  Zinn- 
plattcn  wurde  sodann  mit  dem  dicken  INatindraht  V jenes  Hebelwerkes 
verbunden,  die  andere  aber  zur  Erde  abgeleitet.  Durch  eine  geringe 
Abwärtsbewegung  des  Platindrahtcs  V,  welcher  den  Draht  wir  be- 
rührte, mittelst  des  Hebels  L L'  konnte  die  mit  dem  Goldblättchen 
dos  Elektrometers  in  Verbindung  stehende  Zinnplatle  isolirt  und  durch 
eine  AufwUrtsbcwegung  des  Hebels  (bis  zum  Anlegen  an  den  Draht 
«ui)  wieder  zur  Erde  abgeleitet  werden. 

An  demselben  Hebel  suss  neben  dem  erwühnten  HartgummistUck 
ein  zweites  gleiches,  aus  dessen  unterer  Flüche  aber  ein  ungeführ 
2"""  dicker  schmaler  Zinnstreifen  hervorragte.  Derselbe  war  in  einen 
Fanschnitt  des  Hartgummistückes  eingeschoben.  Seine  untere  hervor- 
stehende Kante  war  zu  einer  stumpfen  Schneide  zugeschürft,  und 
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wurde  benutzt,  wenn  der  Druck  auf  eine  bestimmte  linienfürmige 
Stelle  einer  Krystallfltlche  ausgetibt  werden  sollte. 

Der  Faden,  an  welchem  das  zur  Ausübung  des  Druckes  bestimmte 
Gewicht  hing,  ging  durch  einen  Schlitz  in  der  Zinkplatte;  die  Hand 
zum  Heben  und  Niedcrlassen  des  Gewichtes  befand  sich  also  unter- 
halb der  mit  der  Erde  leitend  verbundenen  Zinkplatte.  Ausserdem 
hing  zum  weiteren  Schutze  gegen  möglicherweise  durch  die  Be- 
wegung der  Hand  entstehende  ElcktricitiU  ein  breiter  Staniolstreifen 
von  der  Zinkplatte  herab  und  schützte  die  Leitung  zum  Elektrometer 
vollständig  gegen  jeden  störenden  Einfluss. 

Sollte  die  Elektricität  beim  Eintritt  und  beim  Aufliören  des 
Druckes  gemessen  werden,  so  wurde  das  Goldblättchen  kurz  vor 
dem  Niederlassen  und  Aufheben  des  Gewichtes  durch  Abwürtsbe- 
wegen  des  Hebels  L L'  isolirt.  Handelte  es  sich  um  die  elektrischen 
Erregungen,  welche  eine  oder  mehrere  Secunden  nach  dem  Eintritte 
oder  dem  Aufhören  des  Druckes  auftreten,  so  blieb  beim  Nieder- 
lassen oder  resp.  Aufheben  des  Gewichtes  das  Goldblättchen  noch  zur 
Erde  abgeleitet  und  wurde  erst  eine  oder  mehrere  Secunden  später 
isolirt. 

Bei  der  Prüfung  der  prismatischen  Seitenflächen  erhielt  der 
Krystall  durch  das  blosse  Auflegen  einer  Seitenfläche  auf  eine  Zinn- 
platte  infolge  der  nicht  völlig  ebenen  Beschaffenheit  dieser  Fläche 
öfter  eine  unsichere  Lage;  eben  dies  trat  auch  bei  der  Untersuchung 
der  Kanten  ein,  wenn  dieselben  nicht  geradlinig  ausgebildcl  waren, 
oder  wenn  der  Querschnitt  des  Krystalles  ein  Sechseck  von  sehr 
ungleichen  Seiten  darstellte.  Um  diesen  Übelsland  zu  beseitigen,  wurden 
die  betreffenden  Krystalle  gerade  wie  bei  den  thermoelektrischen 
Versuchen  in  Kupferfeilicht  eingehüllt,  so  dass  nur  die  zu  prüfenden 
Flächen  oder  Kanten  frei  blieben.  Durch  mehrmaliges  Aufstauchen 
des  Kästchens,  welches  das  Kupferfeilicht  enthielt,  legten  sich  die 
Fcilspähne  so  dicht  an  den  Krystall,  dass  bei  der  nicht  unbedeutenden 
Grösse  desselben  eine  feste  Lage1  erzielt  wurde,  und  ein  Druck  von 
I Kilogr.  keine  Verschiebung  bewirkte.  Dies  Verfahren  balle  ausser- 
dem noch  den  Vortheil,  dass  ausser  der  Kante  oder  Fläche,  auf 
welche  der  Druck  ausgellbt  werden  sollte,  alle  übrigen  Theile  des 
Krystalles  zur  Erde  abgeleitet  waren.  Wurde  das  Kästchen  mit  dem 
Krystall  selbst  isolirt,  und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers 
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durch  den  Draht  IV  verbunden,  so  licss  sich  auch  die  der  Spannung 
der  gedrückten  Kante  entgegengesetzte  Klektricitüt  beobachten. 

B.  Gesetze  der  piezoelektrischen  Vorgänge  auf  Bergkry stallen, 
a.  Einfache  Kry stalle. 

Die  auf  den  Kanten  der  einfachen  Krystalle  Nr.  I bis  13  durch 
einen  Druck  von  I Kilogramm  erzeugten  elektrischen  Spannungen 
habe  ich  in  die  bei  jedem  Krystalle  mit  />  bczcichncte  Figur,  welche 
den  Querschnitt  durch  die  .Mitte  desselben  darstellt,  eingetragen.  Heim 
Nachlassen  dieses  Druckes  tritt  ein  gleich  grosser  Ausschlag  des 
Goldblättchens  nach  der  entgegengesetzten  Seile  ein.  Da  die  Be- 
schreibung der  einzelnen  Krystalle  früher  gegeben  und  ihr  Netz  in 
den  mit  A bezciehnelen  Figuren  dargestellt  ist,  so  liisst  sich  leicht 
die  Beziehung  der  piezoelektrischen  Spannungen  zu  der  Krystallforiu 
erkennen. 

Für  alle  Kanten  sitmmllicher  einfachen  Bergkrystalle  gilt  aus- 
nahmelos  das  Gesetz:  Auf  denjenigen  Kanten,  welche  Rhomben-  oder 
Trapezoederllachen  tragen,  oder  wo  sie  bei  vollzähliger  Ausbildung 
liegen  würden,  tritt  bei  Vermehrung  des  Druckes  negative,  bei  Ver- 
minderung desselben  positive  Spannung  auf;  die  anderen  drei  Kanten 
verhalten  sich  gerade  umgekehrt;  heim  Druck  erscheint  auf  ihnen 
positive,  beim  Nachlassen  desselben  negative  Polarität. 

Auch  auf  den  Kanten  (1,  2)  der  Krystalle  Nr.  I und  3 (Fig.  I I) 
und  3 0),  sowie  auf  der  Kante  (5,  G)  des  Key  slullcs  Nr.  3 (Fig.  3 D) 
und  in  der  Mitte  der  Kante  (2,  3)  des  Krvstallcs  Nr.  0 (Fig.  G D) 
treten  die  dem  soeben  aufgestellten  Gesetze  entsprechenden  elektrischen 
Spannungen  auf.  Die  bezeichnetcn  Kanten  der  Krystalle  Nr.  I und  G 
gaben  auch  bei  der  Bestrahlung  die  normalen  aklinoelcktrischcn  Pola- 
ritäten (S.  323) , während  sich  in  dem  bei  der  Erkaltung  auftretenden 
thermoelektrischen  Spannungen  Störungen  zeigten. 

Aus  den  vorhergehenden  Angaben  folgt,  dass  sänuntliche  Kanten 
bei  Vermehrung  des  Druckes  dieselbe  Polarität  zeigen,  wie  sie  thermo- 
elektrisch bei  steigender  Temperatur  beobachtet  wird,  und  ebenso 
andererseits  bei  Verminderung  des  Druckes  in  ihrer  elektrischen 
Spannung  mit  der  beim  Erkalten  entstehenden  übereinstimmen. 
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Schon  oben  S.  462  habe  ich  erwähnt,  dass  die  Herren  J.  und 
P.  C.  u r i e zufolge  ihrer  Versuche  die  allgemeine  Regel  glaubten  auf- 
stellen zu  können,  dass  jede  Anniiherung  der  Moleküle,  möge  sie 
durch  Druck  oder  Abkühlung  erzeugt  werden,  und  ebenso  anderer- 
seits jede  Entfernung  der  Moleküle,  möge  sie  eine  Folge  des  Nach- 
lassen eines  Druckes  oder  einer  Erwärmung  sein,  dieselbe  elektrische 
Polarität  hervorbringc.  Wie  man  sieht,  widersprechen  die  obigen 
Beobachtungen  an  den  Bergkrystallen  diesem  Gesetze.  J.  und  P.  Curie 
geben  fitr  die  piezoelektrischen  Spannungen  die  richtige  Polarität  für 
die  einzelnen  Kanten  an,  dagegen  sind  ihre  Ansichten  Uber  die 
thermoelektrischen  irrthümlich;  die  wirklich  auftretenden  thermoelek- 
trischen Spannungen  sind  nämlich  auf  den  Kanten  den  von  ihnen 
angenommenen  gerade  entgegengesetzt* **)). 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  erwähnen,  dass  sich  ihre  Enter- 
suchungen erstreckt  haben  auf  die  Krystalle  der  Blende,  des  chlor- 
sauren  Natrons,  des  Boracits,  des  Turmalins,  des  Bergkrystalles,  des 
Kiesclzinkerzes,  des  Topases,  der  gewöhnlichen  Weinsäure,  des  Zuckers 
und  des  Scigncltcsalzcs. 

In  dieser  Aufzählung  findet  sich  ein  Mineral,  der  Topas, 
welches,  wie  ich  gezeigt  habe,  nicht  hemimorph  ist“*).  Ferner  sind 
die  thermoelektrischen  Vorgänge  bei  der  Blende,  dem  chlorsauren 
Natron  und  dein  Seignettesalzc  noch  nicht  hinreichend  festgestellt. 
Es  bleiben  also  von  den  zuvorgenannten  Substanzen  nur  sechs  übrig, 
welche  in  ihrem  thermoelektrischen  Verhalten  vollständig  bekannt  sind. 

Es  existiren  nun  aber  noch  drei  ausgezeichnet  hemimorphe  Sub- 
stanzen: das  neutrale  weinsaure  Kali,  der  Milchzucker  und  der  Struvit. 
Das  thermoelektrische  Verhalten  des  neutralen  Weinsäuren  Kalis  habe 


•)  Die  Herren  J.  und  P Curie  sind  zu  ihrer  Annahme  durch  die  Angabe 
des  Herrn  Friedei  (s.  oben  S.  483  und  S.  54  t)  veranlasst  worden.  Ich  habe 
oben  S.  541  bereits  gezeigt,  dass  Herr  Friedei  bei  seinen  Versuchen  mittelst 
Auflegens  einer  heissen  Kugel  gar  nicht  die  infolge  der  Erwärmung  eintretende 
thermoelektrische  Spannung,  sondern  die  aklinoelektrische  beobachtet  hat.  Da 
nun  diese  letztere  mit  der  heim  Erkalten  entstehenden  übereinstimmt,  Herr 
Fried el  aber  glaubte  die  bei  der  Erwärmung  entstehende  Thcrmoelektricität 
beobachtet  zu  haben,  so  musste,  wie  schon  hervorgehoben,  seine  Angabe  gerade 
die  umgekehrte  Polarität  enthalten. 

**)  Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV,  S.  359  lf. 
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icli  bereits  I8H  ’)  dargelegt;  meine  Beobachtungen  über  den 
Milchzucker  werde  ich  in  einer  späteren  Abhandlung  erläutern, 
wahrend  die  elektrische  Verthoilung  am  Struvil  schon  1846  von 
II  aus  mann* **) ***)4)  angegeben  worden  ist. 

In  einer  kurzen  Miltheilung  in  den  Berichten  dieser  Gesell- 
schaft'“) habe  ich  ausgesprochen,  dass  die  von  J.  und  P.  Curie 
aufgestellte  Bcgel  nicht  hlos  beim  Bergkrystalle,  soiideru  auch  bei 
zwei  der  zuletztgcnanulcn  hemimorphen  Substanzen,  dem  neutralen 
weinsauren  Kali  und  dem  Struvil,  nicht  zutrilft. 

Nehmen  wir  beim  neutralen  weinsauren  Kali  die  hemimorphe 
Axe  als  Bauplatte,  so  zeigt  dasjenige  Kode,  welches  durch  die  Flachen 
eines  horizontalen  Prismas  zugescharft  wird,  beim  Erwärmen  negative 
und  beim  Erkalten  positive  Spannung,  wahrend  die  entgegengesetzte 
an  dem  gegenüberliegenden  Bude,  welches  ausser  anderen  Flachen 
die  gegen  die  llauptaxe  senkrechte  Endfläche  trügt,  erscheint.  Beim 
Druck  wird  nun  das  erslere  (beim  Erkalten  positive)  Ende  negativ 
und  das  zweite  (beim  Erkalten  negative)  Ende  |Kisitiv.  Beim  Nach- 
lassen des  Druckes  treten  die  entgegengesetzten  Elcktricilitlcn  auf. 

Der  Struvil  trügt  an  dem  einen  Ende  grosse  Flüchen  eines 
horizontalen  Prismas,  an  dem  anderen  die  gerade  Endllüehe.  Das 
erstere  Ende  wird  beim  Erkalten  positiv,  durch  Druck  aber  negativ, 
das  zweite  beim  Erkalten  negativ  und  beim  Druck  positiv.  Beim 
Erwärmen,  ebenso  wie  beim  Nachlassen  des  Druckes  sind  die  Polari- 
täten den  zuvor  angegebenen  entgegengesetzt. 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  fügen  ihrer  allgemeinen  Regel  den 
Zusatz  bei,  dass,  wenn  ihre  Auffassung  richtig  wäre,  ein  Krystall, 
welcher  nach  seiner  hemimorphen  Ave  einen  negativen  Ausdehnungs- 
coellicicnlcn  besitzt,  durch  Druck  dieselbe  Polarität  zeigen  müsste, 
wie  durch  Erwärmung. 

Beim  neutralen  Weinsäuren  Kali  und  beim  Struvil  sind  die  Aus- 
dehnungscoenicienten  durch  die  Wärme  unbekannt;  für  den  Berg- 
krystall  folgt  aber  aus  Fizeau's  Bestimmungen  ein  positiver  Aus- 
dehnungscoeflicient  nach  den  hemimorphen  Nebenaxen,  der  sogar 


*)  Poggcndorll's  Aanalcn,  Ilil.  53,  S.  6*0. 

**)  Nachrichten  von  der  G.-A. -Universität  zu  Güttingen.  1846.  S.  lät. 

***)  Berichte  der  inalli.-phys.  Klasse  d.  K.  Stichs.  Ges.  d.  Wiss.  1880.  S.  144. 
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grosser  ist  als  nach  der  Hauptaxe,  so  dass  also  die  Abweichung  von 
der  durch  J.  und  1*.  Cur  io  aufgcstellten  Regel  nicht  durch  diesen 
Umstand  erklärt  werden  kann. 

Überblicken  wir  die  in  den  Figuren  Nr.  I bis  13  unter  Ü bei 
den  einfachen  Bergkrvstallcn  eingetragenen  Zalijen,  so  zeigen  die 
meisten  derselben  sich  nahe  gleich.  Wo  einzelne  Kanten,  z.  B. 
Kante  (5,  (>)  von  Nr.  5 einen  von  den  auf  den  übrigen  Kanten 
beobachteten  merklich  verschiedenen  Werth  geben,  liegt  wohl  der 
Grund  in  einer  sonst  nicht  erkennbaren  Einschaltung  eines  um  180" 
gedrehten  kleinen  Stückes;  für  eben  diese  Kante  giebl  auch  die  Be- 
strahlung den  geringsten  Werth  und  bei  der  Abkühlung  erscheint 
daselbst  schwache  negative  Spannung  anstatt  der  positiven,  wie  sie 
der  Vertheilung  auf  den  übrigen  Kanten  entsprechen  würde. 

Wahrend  also  die  einfachen  Bergkrystalle  durch  einen  gleichen 
Druck  nahe  dieselbe  elektrische  Spannung  zeigen,  treten  in  den 
thermoelektrischen  Spannungen  sehr  beträchtliche  Unterschiede  auf. 
Die  Kryslalle  Nr.  4 und  12  erhallen  durch  gleichen  Druck  nahe  die- 
selben elektrischen  Spannungen;  bei  der  Abkühlung  sind  dieselben 
auf  dem  Krystall  Nr.  4 viel  grösser  als  bei  dem  Krystall  Nr.  12. 

Zur  Erklärung  dieses  Unterschiedes  zwischen  den  Intensitäten 
der  durch  Druck  und  Erkaltung  erzeugten  ElektriciUilcn  könnte  man 
vielleicht  die  Ansicht  aufstellen  wollen,  dass  derselbe  durch  eine 
Verschiedenheit  in  der  isolirenden  Eigenschaft  der  Oberfläche  der 
einzelnen  Kryslalle  bedingt  sei.  Für  die  Grösse  der  piezoelektrischen 
Spannungen  würde  nämlich  eine  etwas  weniger  isolirende  Ober- 
flUchenbeschaflenheit  ohne  wesentlichen  Einfluss  sein,  weil  die  Elek- 
tricilüt  plötzlich  einlrill  und  unmittelbar  darauf  gemessen  wird,  wahrend 
bei  der  thermoelektrischen  l'ritfung  die  Entwickelung  der  elektrischen 
Spannungen  erst  allmUhlig  in  längerer  Zeit  erfolgt.  Eine  Vergleichung 
der  untersuchten  Kryslalle  bestätigt  die  Ansicht  aber  nicht.  So  hat 
der  Krystall  Nr.  I nahe  denselben  Querschnitt  wie  der  Krystall  Nr.  6; 
wahrend  nun  der  erstere  eine  vollkommen  glatte  OberllUche  zeigt, 
erscheint  dieselbe  bei  Nr.  6 matter,  noch  viel  matter  isl  dieselbe 
beim  Krystall  Nr.  3,  und  dessenungeachtet  geben  die  Kryslalle  Nr.  5 
und  Nr.  li  viel  stärkere  thermoelektrische  Spannungen  als  der  Krystall 
Nr.  I.  Übrigens  ist  auch  eine  grosse  Verschiedenheit  in  der  isolirenden 
Beschaffenheit  der  Oberfläche  bei  den  thermoelektrischen  Versuchen 
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um  so  weniger  wahrscheinlich,  als  wahrend  ihrer  Ausführung  die 
Temperatur  des  Krystalles  Uber  der  des  Zimmers  liegt,  also  ein  Nieder- 
schlag von  Wasserdampf  nicht  wohl  eintreten  kann. 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  haben  angegeben,  dass  die  elektrische 
Spannung  proportional  mit  dem  Drucke  wachst.  Es  möge  hier  eine 
Versuchsreihe  zur  Bestätigung  dieses  Gesetzes  folgen,  die  zugleich 
zeigen  soll,  welche  geringen  Drucke  Oberhaupt  erforderlich  sind, 
um  noch  merkbare  piezoelektrische  Spannungen  zu  erhalten.  Da  beim 
Nachlassen  des  Druckes  stets  gleich  grosse  Ausschläge  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  erfolgen,  so  beschranke  ich  mich  auf  die  Angabe 
der  beim  Eintritt  des  Druckes  entstehenden  elektrischen  Spannung. 

Auf  der  Kante  (5,  6)  des  Krystalles  Nr.  12  entstand  durch  den 
Druck  von  1000  gr.  ein  Ausschlag  von  iS  Skth.;  bei  500  gr.  be- 
trug er  + 23,5;  bei  200  gr.  -(-0;  bei  100  gr.  +1,0;  bei  50  gr. 
+ 2,2;  bei  20  gr.  + I und  bei  10  gr.  +0,5  Skth.  Da  sich  die  bei 
diesen  Messungen  benutzte  Empfindlichkeit  meines  Elektrometers  noch 
mehr  als  verdoppeln  lasst,  so  wurde  selbst  eine  Veränderung  des 
Druckes  auf  der  Kante  eines  Bergkryslalles  um  I gr.  hinreichen, 
um  eine  merkbare  piezoelektrische  Spannung  zu  erzeugen. 

Bisher  waren  nur  die.  elektrischen  Spannungen  in  Betracht  ge- 
zogen, welche  an  den  Endpunkten  derjenigen  Nebenaxen  auftreten, 
in  deren  Richtung  der  Druck  stattfand.  Es  entsteht  nun  aber  die 
Frage,  wie  sich  bei  dem  Drucke  in  der  Richtung  einer  bestimmten 
Nebenaxc  die  beiden  anderen  Nebenaxen  verhalten.  Durch  die 
Pressungen  in  der  Richtung  einer  Nebenaxo  wird  nach  dieser  Dimen- 
sion eine  Zusammendrückung,  dagegen  nach  der  Richtung  der  beiden 
anderen  Nebenaxen  eine  Ausdehnung  eintreten  und  einer  solchen 
entsprechen  in  der  Thal  die  Beobachtungen. 

Die  beiden  Zinnsttlcke,  an  welchen  die  obere  und  untere  Kante 
des  Bergkrv Stalles  anlagen,  wurden  mit  der  Erde  leitend  verbunden, 
so  dass  die  in  den  gedruckten  Kauten  selbst  entwickelte  ElektrieitiU 
abgeleitet  ward,  und  an  die  Mille  einer  der  seitlichen  Kanten  wurde 
eine  kleine  messingene  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in 
Verbindung  stehende  Kugel  bis  zur  Berührung  herangeruckt.  Diese 
Ausschläge  sind  übrigens  ihrer  Grösse  nach  nicht  mit  denen  ver- 
gleichbar, welche  bei  gleichem  Drucke  durch  die  Vertheilungswirkung 
der  gedrückten  Kante  auf  die  ihnen  anliegenden  Zinnstucke  ausgeüht 
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werden.  Als  z.  It.  beim  Krystall  Nr.  13  die  Zusammendrückung  in 
der  Richtung  von  der  Kante  (I,  2)  zur  Kante  (4,  5}  slaltfand,  zeigte 
die  Mitte  der  Kante  (5,  6)  bei  einem  Drucke  von  2 Kilogr.  -f-  5 Sklh. 
und  die  Mitte  der  Kante  (0,1)  — 16  Sklh..  wahrend  die  erstere 
Kante  (Fig.  13  fl),  wenn  der  Dniek  von  I Kilogr.  auf  sie  direct  aus- 
geübt wird,  — 45,  die  zweite  aber  bei  gleichem  Verfahren  + 44  ergab. 

Ein  gleicher  Erfolg,  wie  zuvor,  stand  auch  zu  erwarten,  wenn 
der  Krystall  in  der  Richtung  einer  sogenannten  Zwischenaxe,  d.  h.  der 
Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  zweier  parallelen  Prismenflachen, 
gedrückt  und  die  um  90°  von  dieser  Richtung  abstehende  Kante  geprüft 
wird.  Der  Druck  auf  die  Flache  kann  durch  ein  elienes  Zinnstück 
oder  durch  eine  aus  Zinn  bestehende  Schneide  (siehe  S.  536)  erfolgen. 
Als  z.  R.  ein  Druck  von  1,6  Kilogr.  mittelst  einer  Schneide  auf  die 
Mittellinie  der  einzelnen  nach  oben  gewandten  Flüchen  des  Krystalles 
Nr.  13  ausgeübt  wurde,  gaben  die  um  DO”  abstehenden  Kanten  die 
folgenden  Ausschlage: 


Druck  auf  <lje 

Kugel  an 

Ausschlag 

Flüche 

Kante 

1 

(5,  6) 

+ ii 

2 

(6,  1) 

— 21 

3 

(1,  2) 

+ 21 

4 

(2,  3) 

— 14 

5 

(3,  4) 

+ 1» 

G 

(4,  5) 

— 14 

Die  Polaritäten  sind  also  auch  hier  gerade  die  entgegengesetzten 
von  den  in  Fig.  13  fl  eingetragenen.  Die  Intensitäten  gestatten  wegen 
der  verschiedenen  Verhältnisse  keine  Vergleichung. 

Als  bei  einein  Bergkrystalle,  an  welchem  zwei  gegen  die  llaupt- 
axe  senkrechte  Ebenen  angeschliffen  waren,  ein  Druck  parallel  mit 
der  llauplaxc  ausgcubl  wurde,  traten  auf  den  Seitenkanten  auch 
schwache  elektrische  Spannungen  ein;  dieselben  Messen  sich  aber 
nicht  mit  Sicherheit  deuten,  weil  die  beiden  ungeschliffenen  Flüchen 
nicht  völlig  parallel  waren,  und  nicht  ermittelt  werden  konnte,  welche 
ihrer  Punkte  eigentlich  aufgelegcn  hatten. 

Wird  ein  Krystall  mit  einer  Prisinenflüche  auf  eine  Zinnplalte 
gelegt,  und  auf  die  obere  Flüche  an  verschiedenen  Stellen  mittelst 
der  S.  536  beschriebenen  und  durch  den  dünnen  Draht  IV  mit  dem 
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Goldblättchen  des  Elektrometers  verbundenen  Zinnsebneide  ein  Druck 
ausgeübt,  so  treten  daselbst  ebenfalls  elektrische  Spannungen  auf; 
sie  nehmen  von  den  Kündern  der  Flüche  nach  der  Mitte  hin  ab, 
jedoch  ohne  dass  der  Chergangspunkl  der  einen  Klektricitüt  in  die 
andere  genau  in  die  Mitte  füllt.  Als  Beispiel  mögen  die  Beobach- 
tungen auf  den  Flüchen  3 und  6 des  Krystallcs  Nr.  12  dienen;  die 
an  den  einzelnen  Punkten  gemessenen  Intensitäten  der  durch  einen 
mittelst  der  Schneide  ausgellhten  Druck  von  0,8  Kilogr.  sind  in 
Fig.  12  l>  und  U"  an  den  betreffenden  Stellen  eingetragen  worden. 

b.  Zusammengesetzte  Krystalle. 

Wie  die  in  die  mit  D bezeichneten  Querschnitte  Nr.  1 bis  1 3 ein- 
getragenen Polaritäten  lehren,  entsprechen  bei  den  einfachen  Berg- 
kryslallen  die  piezoelektrischen  Spannungen  den  thermo-  und  aklino- 
elektrisehen,  d.  h.  an  den  Kanten,  wo  hei  der  Abkühlung  oder  der 
Bestrahlung  positive  Polariliit  auftrilt,  erscheint  heim  Zusammenprcssen 
negative,  und  ebenso  umgehrt  für  die  anderen  Kanten.  Es  ist  ferner 
beim  Druck  und  ebenso  beim  Nachlassen  des  Druckes  die  Polariliit 
auf  der  ganzen  Kante  dieselbe. 

In  diesem  Verhalten  entstehen  nun  Abweichungen,  wenn  der 
Krystall  um  180"  gedrehte  Stücke  enthüll,  in  der  Nültc  dieser  Ein- 
wachsungen. Es  zeigt  oft  eine  Kante  beim  Druck  nicht  in  ihrem 
ganzen  Verlaufe  dieselbe  Polarität,  sondern  wird  an  einem  Ende 
negativ,  am  anderen  positiv;  oder  es  findet  sich  auf  einer  z.  B.  im 
Allgemeinen  positiven  Kante  eine  kleine  Stelle,  welche  negativ  ist. 

Ferner  tritt  in  der  Ntthe.  dieser  Einschiebungen  sehr  oft  eine 
eigenthttmliehe  Erscheinung  auf  und  zwar  ebenso  beim  Zusammen- 
pressen, als  beim  Nachlassen  des  Druckes.  Beim  Eintritt  des  Druckes 
wird  z.  B.  eine  Kante  erst  positiv;  das  Goldhlüllchen  bleibt  aber 
nicht  in  dieser  Ablenkung  stehen,  sondern  kehrt  langsam  zurück  und 
gehl  nach  der  negativen  Seite.  Beim  Nachlassen  des  Druckes  er- 
scheint an  derselben  Stelle  des  Krystalles  zuerst  negative  Spannung, 
die  aber  allmühlig  abnimmt  und  in  eine  positive  übergeht.  Wird 
in  diesem  Falle  die  Ableitung  des  Goldblättchens  erst  zwei  Sccunden 
nach  »lern  Wegnehmen  des  Druckes  aufgehoben,  so  geht  das  Gold- 
blättchen langsam  nach  der  positiven  Seite.  Eine  derartige  Nach- 
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Wirkung  findet  bei  einfachen  Kristallen  nicht  statt ; meistens  bleibt, 
wenn  bei  ihnen  erst  eine  Secunde  nach  Eintritt  oder  nach  Weg- 
nahme des  Druckes  die  Ableitung  zur  Erde  aufgehoben  wird,  das 
Goldblättchen  ruhig  stehen;  erfolgt  aber  noch  eine  sehr  geringe 
Bewegung,  so  geschieht  sie  in  demselben  Sinne,  wie  sie  der  Eintritt 
oder  die  Wegnahme  des  Druckes  erzeugte. 

ln  welcher  Reihenfolge  die  beiden  Eleklricitäten  beim  Druck 
(und  ebenso  beim  Nachlassen  desselben)  bei  zusammengesetzten 
Kryslallen  in  der  Nahe  der  Einwachsungen  auftreten,  lässt  sich,  da 
die  genauen  Grenzen  der  Verwachsungen  im  Innern  der  Krystallc 
nicht  bekannt  sind,  zuvor  nicht  bestimmen.  Wenn  in  manchen  Falleu 
zuerst  die  Polarität  auftrilt,  welche  der  Hauptmasse  des  Kryslalles 
entspricht  und  in  die  dem  eingeschobenen  Stücke  entsprechende 
übergeht,  so  erscheint  in  anderen  Fallen  zuerst  die  dem  einge- 
schobenen Stücke  entsprechende  und  geht  dann  in  die  der  Haupt- 
masse Uber. 

Da  bei  diesen  Versuchen  die  Stelle,  auf  welche  der  Druck  aus- 
geübt wird,  genau  bekannt  sein  muss,  so  darf  man  keine  Melall- 
llache  zum  Drücken  benutzen,  sondern  muss  die  Metallschneide 
(siehe  S.  536)  verwenden  und  dieselbe  quer  zur  Kante  stellen,  so 
dass  die  letztere  nur  in  einem  genau  bestimmbaren  Punkte  den  Druck 
empfängt. 

Die  Versuche  an  den  folgenden  zusammengesetzten  Kryslallen 
sind  sammtlich  mittelst  einer  solchen  Schneide  ausgeführt  worden, 
und  es  betrug  der  Druck,  welchen  dieselbe  auf  die  von  ihr  be- 
rührte Stelle  des  Kryslalles  ausübte,  0,8  Kilogr. 

Krystall  Nr.  14.  Die  Zusammensetzung  des  Kryslalles  ist 
S.  491  erläutert.  Fig.  14  D stellt  einen  Querschnitt  4 vom  oberen 
und  Fig.  1 4 I)  einen  Querschnitt  4 vom  unteren  Ende  dar.  Die 
untere  Hälfte  enthalt  kein  um  1 80°  gedrehtes  Stück,  die  Pole  wech- 
seln also  auf  den  Kanten  regelmassig  als  positiv  und  negativ  ab. 
Anders  ist  dies  im  oberen  Querschnitte.  Auf  der  Kante  (I,  2)  er- 
scheint beim  Druck  positive  Spannung,  und  auf  der  Kante  (2,  3) 
negative.  Wird  auf  der  Kante  (1,  2)  eine  Stelle  der  oberen  llalfle 
gedrückt,  welche  nahe  an  der  Grenze  (/?  Fig.  1 4)  liegt,  so  erscheint 
beim  Druck  zuerst  eine  schwache  negative,  welche  dann  in  eine 
stärkere  positive  übergeht.  Wird  die  Mitte  der  oberen  Hälfte  (also 
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{ vom  oberen  linde)  der  Kante  (2,  3)  gedruckt,  so  steht  das  Gold- 
blättchen erst  sehr  kurze  Zeit  still,  als  wollte  es  einen  |>ositi\en 
Ausschlag  anzeigen,  und  geht  dann  nach  der  negativen  Seite;  beim 
Nachlassen  des  Druckes  tritt  erst  ein  geringer  negativer  Ausschlag 
ein.  der  bald  in  einen  positiven  übergeht. 

Kry stall  Nr.  15.  Über  die  Zusammensetzung  siehe  S.  493. 
Kig.  14  I)  giebt  die  in  einem  ) vom  oberen  und  Fig.  15  I)  j vom 
unteren  linde  abstehenden  Querschnitte  beobachteten  Polaritäten. 
Während  die  positiven  und  negativen  Pole  im  oberen  Theile  noch 
regelmässig  abwechseln,  erscheint  auf  dem  unteren  Theile  der  Kante 
(4,  5)  entsprechend  dem  eingeschobenen  Stücke  negative  Spannung. 

Kry  stall  Nr.  16.  Die  Zusammensetzung  siehe  S.  494.  Das 
eingeschobene  Stück  liegt  auf  den  Kanten  (4,  5}  und  (5,  6:.  Die 
Kante  (4,  5.  wird  in  der  Mitte  beim  Druck  erst  — 2,  dann  -f- 18;  die 
Kante  (5,  6 erst  -j- 2,  dann  — 15.  Die  zuerst  auftretende  Modili- 
cation  der  Glektricitäl  entspricht  dem  eingeschobenen  Stucke;  sie 
geht  dann  in  die  der  Hauptmasse  Uber.  Beim  Nachlassen  tles  Druckes 
erscheint  auf  der  Kante  4,  5)  erst  -)-,  dann  — , auf  der  Kante 
(5,  6)  erst  — , dann  -|-. 

Krystall  Nr.  17.  Die  Zusammensetzung  siehe  S.  494.  Die 
piezoelektrischen  Spannungen  in  der  .Mitte  der  Prismenkanten  (Fig.  1 7 />) 
entsprechen  den  thermoelektrischen,  d.  h.  sind  überall  den  beim 
Erkalten  entstehenden  entgegengesetzt;  doch  treten  Schwankungen 
ein.  So  bleibt  die  Spannung  auf  der  Kante  (3,  4)  nicht  auf  ihrem 
Maximum,  sondern  nimmt  sehr  bald  ab. 

Krystall  Nr.  18.  Die  Zusammensetzung  siehe  S.  495.  Die 
piezoelektrischen  Spannungen  in  der  Mitte  der  Prismenkanten  ent- 
sprechen den  thermo-  und  aktinoelektrisehen  Spannungen.  Eine 
Abweichung  von  dem  Wechsel  der  positiven  und  negativen  Pole 
findet  sich  nur  an  der  Kante  (4,  5),  wo  eben  ein  um  180“  gedrehtes 
Stück  eingeschoben  ist. 

Krystall  Nr.  19.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  siehe 
S.  495.  In  Fig.  19  l>  sind  auf  dem  Querschnitte  die  in  der  Mitte 
der  Kanten  mittelst  der  Zinnplalte  und  in  Fig.  19  D'  die  auf  vier 
Kanten  mittelst  der  Zinnschneidc  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
dargestellt.  Die  Kante  (6,  I)  zeigt  in  der  Mitte  nur  geringe  elektrische 
Spannung;  es  geilt  das  Goldblättchen  erst  auf  — 3,5  und  dann  auf 
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3.  Ein  wenig  nach  oben  und  ebenso  nach  unten  tritt  aber  sofort 
eine  ziemlich  starke  positive  Spannung  ein.  Auf  der  Kante  (1,  2) 
zeigt  das  obere  Ende  positive  Spannung,  der  ganze  übrige  Theil 
derselben  aber  negative. 

Krystall  Nr.  20.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  siehe 
S.  496.  ln  der  thermoelektrischen  Untersuchung  zeigten  die  Kanten 
(6,  I),  (1,  2),  (2,  3)  und  (3,  4)  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  dieselbe 
Polarität;  dies  gilt  auch  von  den  piezoelektrischen  Spannungen.  Die 
auf  den  Kanten  (3,  4),  (4,  5)  und  (5,  6)  auftretenden  piezoelektrischen 
Spannungen  habe  ich  speciell  in  die  drei  unter  Fig.  20  D'  gezeich- 
neten Linien  eingetragen.  Auf  der  Kante  (3,4)  erscheint  meistens  überall 
noch  positive  Spannung,  die  aber  in  der  Milte  schwächer  wird  und 
auch  wohl  in  eine  negative  übergeht.  Auf  der  Kante  (4,  5)  tritt 
in  der  unteren  Hälfte  und  auf  der  Kante  (5,  6)  oben  negative 
Spannung  hervor. 


(Die  Zeichen  """  und  = auf  den  Tafeln  bedeuten  so  starke  positive,  resp. 
negative  Ausschlage,  dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  aus  dem  Gesichtsfelde 
des  Mikroskope*  liinausgetricben  wurde.) 


Berichtigungen. 

S.  493  Z.  9t  v.  0.  ist  nach  »Kanten«  cinzuschaiten  «und  Flächen«. 
S.  506  Z.  7 v.  o.  ist  »elektrische«  zu  streichen . 
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In  der  nachfolgenden  Abhandlung  habe  ich  die  Beobachtungen 
über  das  thermoelektrische  Verhalten  einer  Anzahl  von  Kryslallen, 
welche  den  verschiedensten  Systemen  angeboren,  zusaminengcstclli, 
und  bemerke  zuvor  im  Allgemeinen,  dass  die  Angaben  über  die  auf- 
tretenden elektrischen  Spannungen,  wenn  kein  weiterer  Zusatz  bei- 
gefiigl  ist,  sich  stets  auf  den  Zustand  des  Krkaltens  beziehen.  Das 
Verfahren  bei  diesen  Versuchen  war  das  früher  von  mir  angewandte. 

Auf  den  beigegebenen  drei  Tafeln  sind  die  Netze  oder  Ansichten 
der  zur  Bestimmung  der  Thermoelektricilül  verwandten  Krystalle,  so 
gut  und  so  weit  es  bei  der  oft  sehr  grossen  Lnregelmüssigkeit  in 
der  Ausbildung  der  Gestalten  möglich  war,  entweder  in  natürlicher, 
oder  iu  doppelter  oder  in  halber  Grüsse*)  gezeichnet,  und  in  die- 
selben die  bei  der  Abkühlung  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
eingetragen  worden.  Der  leichteren  Übersicht  wegen  habe  ich  die 
positiven  Stellen  durch  eine  rothliche  und  die  negativen  durch  eine 
grünliche  Farbe  von  einander  unterschieden. 


Heivia. 

Die  Krystalle  des  Helvins  sind  meistens  eine  Üorabinalion  zweier 
Tetraeder  in  verschieden  grosser  Ausbildung,  und  stellen  eine  liemi- 
luorphe  Gestalt  dar.  An  dem  einzigen  mir  zur  Verfügung  stehenden 
Krystalle  von  Schwarzenberg  (Sachsen),  für  dessen  Benutzung  ich 
Herrn  Bergrath  Weissbach  zu  Danke  verpflichtet  bin,  sind  die  grossen 
Tetraederflllcheu  glanzender  als  die  kleinen,  welche  vielmehr  mall 
erscheinen.  Die  Farbe  des  untersuchten  Krystallcs  ist  röthlichbraun. 


",  Das  Zeichen  t/t  neben  der  Abbildung  bedeutet  die  Darstellung  in  naliir- 
lieber  Grosse,  ilas  Zeichen  I in  doppelt  linearer  Vergrösserun#  und  das  Zeichen 
1/2  in  halber  linearer  Grosse. 

:.b  • 
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ln  Nr.  I Taf.  I.  ist  das  Netz  desselben  in  doppelt  linearer  Ver- 
grössorung  abgebildet,  leb  habe  dabei  den  krystali  so  gestellt,  dass 
die  vier  grossen  mit  den  Zahlen  I bis  i bezeichneten  Tetraeder- 
flüchon  eine  auf  der  Klitche  4 als  Grundfläche  stehende  dreiseitige 
Pyramide  bilden,  deren  Ecken  durch  die  kleinen  Tetraederfläehen 
abgestumpn  werden. 

I brigens  ist  der  Krystali  nur  auf  einem  Theile  seiner  Oberfläche 
vollkommen  ausgebildet.  Luten  auf  der  Flitche  I und  dem  anliegen- 
den Theile  der  Flüche  4 ist  derselbe  verletzt;  die  Flüche  4 hat  an- 
gesessen und  ist  überhaupt  mangelhall  ausgebildet.  Eben  dies  gilt 
auch  von  der  auf  die  Ecke  (2.3. 4.)  fallenden  kleinen  Telraeder- 
lliiche  und  von  dem  linken  Theile  der  Flüche  3. 

Der  llelvin  ist  merkwürdig  durch  seine  chemische  Zusammen- 
setzung, die  sich  als  eine  Verbindung  von  kieselsaurer  Beryllerde 
und  kieselsau  rem  .Mangan-  und  Eisenoxydul  mit  Sehwefelmangan  und 
Schwefeleisen  ergibt. 

Die  elektrischen  Spannungen  erreichten  auf  dem  vorliegenden 
Krystalle  bei  der  Abkühlung  nur  eine  geringe  Grösse;  dessenunge- 
achtet ist  es  mir  gelungen,  die  beim  Erkalten  auftretende  elektrische 
Vcrtheilung  feslzustellen. 

Die  drei  grossen  Tetraederflüchen  1 , 2 und  3,  welche  wenig- 
stens zum  Theil  gut  ausgebildet  sind,  zeigten  in  ihrer  Mitte  beim 
Erkalten  positive  Spannung;  dagegen  war  auf  der  Flüche  4,  mit  wel- 
cher der  Krystali  angewachsen  gewesen,  keine  Elektricilüt  wahrzu- 
nehmen. Die  grösste  Stürke  erreichte  die  positive  Spannung  in  der 
Mitte  der  Flüche  2.  Auf  den  kleinen  Tetraederflüchen  und  auf  den 
durch  die  Durchschnitte  der  grossen  Tetraederflüchen  gebildeten  Kan- 
ten wurde  negative  Spannung  beobachtet;  am  stärksten  trat  dieselbe 
auf  der  von  den  Flüchen  I und  2 gebildeten  Kante  auf. 

Ob  auf  den  Helvinkryslallen  bei  höheren  Temperaturen  etwa 
eine  l'mkehrung  der  elektrischen  Polaritäten,  wie  ich  solche  beim 
Boracit  *)  nachgewiesen  habe,  stattlindet,  habe  ich  nicht  untersucht, 
weil  ich  den  Krystali  nicht  der  Gefahr  dos  Zerspringens  auszusetzen 
wagte. 

Vergleichen  wir  die  auf  dem  llelvin  auftrelenden  elektrischen 


*j  Diese  Ahliandl.  Bil.  VI.  S.  153. 
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Spannungen  mil  den  von  mir  a uf  den  telraedrischen  Boracitkrystallen 
beobachteten*),  so  haben  die  Pole  zwar  im  Allgemeinen  dieselbe 
Lage,  jedoch  ist  in  jedem  Pole  beim  Iielvin  die  Eleklricitül  gerade  die 
entgegengesetzte  als  beim  Boracittetraeder.  Wahrend  beim  Helvin 
die  grossen  Tetraederflachen  positiv  werden,  sind  sie  beim  Boraeil 
negativ,  und  ebenso  haben  auf  den  Ecken  und  Kanten  die  elektri- 
schen Spannungen  bei  beiden  Mineralien  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. 

Mil  diesem  Gegensätze  steht  das  Verhalten  der  grossen  und 
kleinen  Tetraederflachen  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glatte  im  Einklänge. 
Üben  habe  ich  angeführt,  dass  an  dem  untersuchten  Helvinkrystalle 
die  grossen  Tetraederflachen  glänzend,  die  kleineren  fast  matt  er- 
scheinen. Umgekehrt  sind  bei  den  Tetraedern  des  Boracites  die 
grossen  Flächen  die  malten;  sie  erscheinen  slels  weniger  glänzend 
als  die  Flächen  des  Würfels  und,  falls  sie  vorhanden  sind,  die  kleinen 
Tetraederflachen  auf  den  Ecken.  Bei  beiden  Mineralien  sind  also 
beim  Erkalten  die  glänzenderen  Flächen  positiv,  die  matteren  negativ. 

Mellit  Uonigstein  . 

Der  Mollil  kryslallisirl  im  tetragonalcn  Systeme  und  gehört  zur 
negativen  Abtheilung  der  optisch  einaxigen  Kn  stalle.  Der  Winkel  an 
der  Grundkante  misst  93"  5',  woraus  sich  das  Verhältnis  der  Neben- 
axen  zur  llauptaxe  wie  I : 0,7454  ergibt.  Die  Krystalle  sind  ge- 
wöhnlich honiggelb,  und  bestehen  aus  40,30  Mellitsüure  (Honigstein- 
saure),  14,30  Thonerde  und  45,34  Wasser.  Trotz  des  sehr  hohen 
Wassergehaltes  ist  die  Substanz  ein  Nichtleiter.  Das  Wasser  ent- 
weicht schon  bei  Temperaturen  unter  100";  die  Krystalle  werden 
bei  diesem  Wärmegrade  durch  Wasserverlust  weisslich. 

Ich  habe  nur  einen  sehr  grossen,  aus  der  hiesigen  Universitäts- 
sammlung mir  durch  meinen  Gollegen  Herrn  Prof.  Zirkel  freund- 
lichsl  zur  Verfügung  gestellten  Kry stal)  auf  sein  elektrisches  Verhalten 
genauer  geprüft,  und  denselben,  um  ihn  nicht  zu  schädigen,  nur  bis 
70“  C.  erwärmt.  Nr.  I Taf.  I.  stellt  eine  Ansicht  desselben  in  na- 
türlicher Grösse  dar.  Beim  Abkühlen  zeigten  die  beiden  Enden  der 
llauptaxe  und  ihre  Umgebungen  positive,  und  die  eine  vollkommen 

*)  Diese  Abhandl.  bd.  VI.  S.  245. 
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ausgchildete  Bamlkaulc  nebst  den  anliegenden  Flachensltlcken  nega- 
tive Spannung.  Dins«1  elektrische  Vertheilung  auf  dem  Mellit  .stimmt 
also  mit  der  auf  dem  Kalkspntli  von  Srhneclierg.  auf  dem  Smaragd 
und  Beryll,  auf  dem  Apophyliit,  auf  dem  Idokras  (Wiluit)  und  dem 
Apatit  beobachteten  ttherein. 

Hin  anderer  kleinerer  Kryslall,  Bei  welchem  die  Enden  der 
llauptaxe  durch  convexe  Flachen  0/’  abgestumpft  waren,  zeigte  heim 
Erkalten  keine  wahrnehmbaren  elektrischen  Spannungen. 

Pyromorphit, 

Die  Kry  stalle  des  Pyromorphits  gehören  zum  hexagonalen  Systeme 
und  sind  mit  den  Kryslallen  des  Apatits  isomorph.  Die  Polkanle 
der  sechsseitigen  Pyramide  misst  80°  40’.  An  den  von  mir  unter- 
suchten, siimmtlich  von  Zschopau  stammenden  Kryslallen  fanden  sich 
die  Flachen  von  coP,  OP.  P und  oo Pi. 

Der  Pyromorphit  besieht  aus  einer  Verbindung  von  phosphor- 
saurem  Bleioxyd  mit  Uhlorhlci,  in  welcher  jedoch  etwas  Phosphor- 
saure  durch  Arsensaure  und  etwas  Blei  durch  Calcium  vertreten  sein 
kann.  Die  Farbe  der  drei  im  Nachfolgenden  liesehriebenen  Krystalle 
ist  zeisiggrün;  stellenweise  erscheint  ein  Anflug  von  ockcrigem  Braun- 
eisenerz. 

Auf  Tat’.  I sind  die  Netze  dreier  Pyromorphitkrystalle  (Nr.  I und 
3 in  natürlicher.  Nr.  2 in  doppelt  linearer  Grtisso)  ahgehildet. 

Kryslall  Nr.  I.  (Taf.  I.  Nr.  I.)  Der  Kryslall  gehört  der  Frci- 
herger  Sammlung  und  ist  ringsum  ziemlich  vollkommen  ausgchildel. 
Am  oberen  linde  treten  die  Flüchen  P in  etwas  grösserer  Ausdehnung 
auf,  als  am  unteren.  Die  beiden  lindflaehen  0 P zeigen  heim  Erkalten 
positive  Spannung,  jedoch  die  obere  in  etwas  grösserer  Starke  als 
die  untere;  die  prismatischen  Scitcnllüchcn  sind  heim  Erkalten  nega- 
tiv, und  zwar  tritt  die  grösste  Intensität  der  negativen  Polarität  in 
der  Mitte  der  Prismenflachen  auf.  Der  Pyromorphit  gleicht  also  in 
seinem  thermoelektrischen  Verhalten  dem  Apatit,  mit  welchem  er 
auch,  wie  oben  schon  angeführt,  in  seiner  Gestalt  iibereinstimml. 
Zwischen  dem  rechten  und  linken  Hamle  der  Prismenflachen  scheint 
in  Bezug  auf  die  Starke  der  negativen  ElektricittU  kein  Unterschied 
vorhanden  zu  sein,  wie  ein  solcher  hei  manchen  Apalilkrystallen'1} 

*)  Diese  Abhawll.  I1U.  XX.  S.  9,  II  und  13. 
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ans  iloii  Smaragdgruben  vom  Ural,  von  Ehren  Tri cdersdmT  und  vom 
St.  Gotthardt*}  von  mir  beobachtet  wurde. 

Kry  stall  Nr.  2.  Der  gleichfalls  der  Freiberger  Sammlung  enl- 
lelintc,  auf  Taf.  I.  in  doppelter  Grosse  abgeliildete  Krystall  Nr.  2 ist 
durch  eine  Verwachsung  zweier  in  paralleler  Stellung  befindlicher 
Individuen  gebildet,  wie  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  oberen 
Endfläche  und  der  beiden  prismatischen  Seitenflächen  1 und  G er- 
gibt. Das  obere  Ende  wird  von  der  Endfläche  0 P begrenzt , an 
deren  Bändern  die  Flächen  von  P auftreten;  dabei  reicht- aber  das 
in  den  Flächen  1 und  5 sichtbare  Individuum  nicht  ganz  bis  zu  dem 
Niveau  des  grösseren  Individuums,  welchem  die  Flächen  I,  2 und  3 
angehören.  Die  obere  Endfläche  ist  theilweise  mit  ockcrigem  Braun- 
eisenerz bedeckt.  Das  untere  Ende  scheint  überall  von  einer  Bruch- 
lläche  gebildet  zu  sein.  Die  elektrische  Yertheilung  gleicht  der  auf 
dem  vorhergehenden  Krvstallc  beobachteten.  Dass  das  obere  Ende 
eine  geringere  positive  Spannung  zeigt,  als  das  untere,  ist  eine  Folge 
der  unvollkommenen  Ausbildung  und  der  Bedeckung  mit  Braun- 
eisenerz. 

Krystall  Nr.  3.  (Taf.  I.  Nr. 3.)  Der  Krystall  besteht  aus  zwei 
grösseren  und  einem  kleineren  Individuum,  welche  in  paralleler 
Stellung  verwachsen  sind.  Das  kleinere  Individuum  reicht  am  oberen 
Ende  nicht  bis  zum  Niveau  der  Endfläche  der  beiden  grösseren. 
Das  obere  von  0 P begrenzte  Ende  ist  stark  positiv,  und  es  greift 
diese  Polarität  auch  etwas  auf  die  oberen  Theile  der  Prismenfläche  I 
hinüber.  Auf  dem  unteren  verbrochenen  Ende  ist  die  positive 
Spannung  geringer,  und  gebt  in  der  Nähe  der  Flächen  2 und  3,  wo 
die  Bruchfläche  am  weitesten  in  den  Krystall  hineinschneidet,  in  eine 
schwache  negative  Uber.  Die  prismatischen  Seitenflächen  sind  mit 
Ausnahme  des  zuvor  erwähnten  oberen  Randes  der  Fläche  I negativ. 

nimetesit. 

Diu  Krystalle  des  Mimelcsits  sind  mit  denen  des  A|>atils  und 
Pyromorphits  isomorph . gehören  also  ebenfalls  zum  hexagoualeu 
Systeme.  Der  Polkantenwinkel  beträgt  nahe  SO”. 

*)  Hoi  den  Apalilkryslallen  vom  St.  Gutlhardt  sind  an  dem  Hände,  an  welchem 
die  flächen  der  Pyramiden  dritter  Art  auftreten,  die  negativen  Spannungen  ge- 
ringer, als  an  dem  gegenüberliegenden. 
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Während  ilcr  Pyromorphit  aus  |>hos|ihorsaurt'ni  Bleioxyd  mul 
Ghlorblei  bestellt.  isl  der  Mimetesit  eine  Verbindung  von  arsensaurem 
Bleioxyd  und  Ghlorblei ; jedoch  erscheint  ein  Theil  der  Arsensäure 
durch  Phosphorsäure  ersetzt.  Die  Krystallc  haben  eine  wachsgelbe 
oder  gelblichgrUnc  Farbe.  Die  Doppelbrechung  des  Mimetesils  wird 
als  negativ  angegeben,  während  der  Apatit  und  Pyromorphit  eine 
positive  besitzen. 

Auf  Tafel  I.  habe  ich  die  Netze  dreier  von  Johann -Georgen- 
stadt stammender  .Vlimetcsilkrystalle  in  natürlicher  Grtisse  abgebildel; 
die  beiden  ersten  Krystalle  gehören  der  Freiberger,  der  dritte  der 
hiesigen  mineralogischen  Sammlung. 

Kry stall  Nr.  I.  Der  gelblichgrUnc  Kry stall  Nr.  I Taf.  1.  be- 
steht aus  mehreren  in  paralleler  Stellung  verwachsenen  Individuen 
von  ungleicher  Länge,  welche  von  den  Flächen  oo  /*,  0 /*  und  7’  be- 
grenzt werden.  Die  Prismenlläche  3 isl  sehr  unvollkommen  ausge- 
bildet; auf  der  Prismenfläche  4 treten  zwei  Individuen  mit  ziemlich 
breiten  Flächen  auf;  unterhalb  derselben  ist  der  Kryslall  angewachsen 
gewesen. 

Die  lindflächen  0 7*  sind  positiv,  die  Pyramiden-  und  Prismen- 
llachen  negativ  elektrisch,  jedoch  mit  Ausnahme  der  Prismenlläche  4, 
die  auf  den  inneren  Theilen,  sowie  auf  der  unter  ihr  liegenden  Au- 
wachsungsstelle  positive  Spannung  zeigt. 

Kry  stall  Nr.  2.  (Taf.  I.  Nr.  2.)  Der  vvachsgelbe  Kry  stall  trögt 
die  Flächen  oo/',  7* und  0 7’,  und  ausserdem  noch  sehr  kleine  Flächen 
2 7*.  Die  Fläche  0 7*  am  oberen  Ende  ist  klein,  am  unteren  selo- 
klein.  Mil  den  Prismenflächen  3 und  4 isl  der  Kryslall  angewachsen 
gewesen,  und  auch  auf  den  Flächen  2 und  5 linden  sich  an  den 
der  Anwachsungsstelle  benachbarten  Bändern  noch  Verletzungen. 

In  elektrischer  Beziehung  gleicht  dieser  Kryslall  dem  vorher- 
gehenden ; auch  darin,  dass  die  Prismentlächcn  3 und  4,  mit  welchen 
derselbe  angewachsen  gewesen,  nicht  wie  die  Übrigen  negativ,  son- 
dern positiv  erscheinen. 

Kryslall  Nr.  3.  (Taf.  I.  Nr.  3.)  Der  gelblichgrUne  Kryslall 
Nr.  3 wird  nur  von  den  Flächen  oo7*,  0 7'  und  7’  begrenzt.  Er 
sitzt  noch  an  einem  kleinen  Quarzgesteine,  und  ist  mit  den  unteren 
Theilen  der  Prismenlläche  4 und  besonders  der  Fläche  5 an  dasselbe 
angewachsen.  Die  Fläche  4 zeigt,  dass  der  Kryslall  aus  drei  in 
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paralleler  Stellung  belindlichen  Individuen  bestellt.  Unten  links  auf 
der  Prismenfläche  6 ist  ein  anderer  nur  wenig  kleinerer  Mimelesit- 
kryslall  (in  der  Zeichnung  nicht  abgebildct)  eingewachsen. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  dein  grösseren  Kryslalle  ent- 
spricht der  auf  den  beiden  vorhergehenden  beschriebenen;  auch  bei 
ihm  sind  die  beiden  Prismenflüchen  4 und  5,  mit  deren  unteren 
Theilen  er  angewachsen  ist,  positiv.  Die  untere  Endfläche  0 P Hess 
sich  wegen  der  daneben  und  darüber  liegenden  Prismenflächen  des 
zweiten  Krystalles  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  nicht  untersuchen. 

Diu  eigentümliche  Erscheinung,  dass  beim  Mimelesit  eine  oder 
zwei  Prismenflüchen  positive  Spannung  anstatt  der  negativen  zeigen, 
steht  nicht  vereinzelt  da;  ich  habe  dieselbe  beim  Beryll,  der  in  seinem 
elektrischen  Verhalten  mit  dem  Mimelesit  Ubereinstimmt,  gleichfalls 
beobachtet*).  Während  bei  den  Smaragden  und  einer  Anzahl  Berylle 
sämmtliche  Prismenflächen  negativ  erschienen,  fand  ich  andere  grüne 
und  gelbe  Berylle,  bei  welchen  eine  oder  zwei  Prismenflächen  po- 
sitive Elektricilät  zeigten.  Bei  den  untersuchten  Beryllkrystallcn  liess 
sich  in  den  meisten  Füllen  kein  Grund  für  diese  Abweichung  nach- 
weisen,  da  die  Kryslalle  am  unteren  Ende  verbrochen  und  die  vor- 
handenen Stucke  der  Prismenflächen  vollkommen  ausgebildel  waren; 
nur  in  einem  Falle,  bei  dem  in  meiner  früheren  Abhandlung  unter 
Nr.il")  abgebildeten  Kryslalle,  war  die  Anwachsungsstelle  deutlich 
sichtbar.  Dieselbe  lag  unterhalb  der  mit  3 Gezeichneten  Fläche,  und 
auf  dem  oberen  gut  ausgebildeten  Ylicile  dieser  Fläche,  sowie  auf 
dem  unteren  in  seiner  Bildung  gehemmten  trat  die  fiosilive  Polarität 
anstatt  der  negativen  auf. 

In  gleicher  Weise  sehen  wir,  dass  auch  beim  Mimelesit  auf  den 
Flächen,  mit  welchen  die  Kryslalle  dieses  Minerals  angesessen  haben, 
die  positive  Spannung  erscheint.  In  dem  erwähnten  Umstande  haben 
wir  daher  jedenfalls  den  Grund  für  das  Auftreten  der  zuletzt  ge- 
nannten Polarität  zu  suchen.  Anwachsungs-,  Bruch-  und  Durch- 
gangsflächen zeigen  bei  bestimmten  Lagen,  wie  ich  dies  durch  viel- 
fache Beispiele  in  meinen  früheren  Abhandlungen  nachgewiesen  habe, 
gerade  die  entgegengesetzte  Elektricilät , als  sulche  bei  normaler, 


•)  Diese  Abh.  Bd.  Will.  S.  *38. 
♦•)  übend.  Taf.  II. 
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vollkommener  Ausbildung  an  den  betreffenden  Stellen  entstehen  würde. 
Der  Einfluss  der  mangelhaft  gebildeten  oder  in  ihrem  Wachslhum 
gehemmten  Stellen  übertrügt  sieh  denn  auch  noch  auf  die  mit  ihnen 
zusammenhängenden  Krystallflüehen. 

Welchen  Einfluss  die  Anwaehsungsstellc  ausüben  kann,  habe!  ich 
in  meiner  Abhandlung  Uber  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der 
Schwerspathkrystalle';  nachgewiesen.  Wahrend  nitndich  die  Au- 
vergner  Schwerspathkrystalle  gewöhnlich  in  der  Richtung  der  Brach  y- 
diagonale  verlängerte  Süulen  bilden,  existiren  auch  einzelne,  welche 
in  ihrer  Form  sich  mehr  den  Przibramer  Krystallen  nühern  und  in 
der  Richtung  der  .Makrodiagonale  verlängerte  Süulen  darstellen.  Die- 
selben sitzen  aber  auf  einem  Krystalle  der  gewöhnlichen,  in  der 
Richtung  der  lirachydiagonale  verlängerten  Form  wie  auf  einem  Stiele 
oder  schliossen  einen  Kern  von  der  genannten  Form  ein;  infolge 
dessen  stimmen  sie  in  ihrer  elektrischen  Verlheilung  auch  mit  der 
diesem  Stiele  oder  Kerne  zugehörigen  überein. 

Nach  Zerenner  finden  sich  zu  Almodovar  del  Gampo  in  der 
Provinz  Murcia  lose  Krystalle  von  Mirnetesit,  die  von  ihm  als  he.mi- 
morph  bezeichnet  werden.  Das  elektrische  Verhalten  beweist  jedoch, 
dass  die  Krystalle  des  Mimetesils  nicht  hemiuiorph  sind.  Wenn  das 
eine  Ende  in  seiner  Kildung  von  dem  anderen  etwas  abweicht,  so 
ist  diese  Abweichung  eine  Folge  zufälliger  Störungen  bei  der  Bil- 
dung der  Krystalle,  wie  solehe  beim  Topas"*)  und  Schwcrspath  *"*) 
ebenfalls  \orkommen,  ohne  dass  die  Krystalle  als  hemimorph  zu 
betrachten  sind. 


Phrnakit. 

Der  Phenakil  besieht  aus  kieselsaurer  Beryllerde,  und  ist  bis 
jetzt  nur  an  drei  Orten  gefunden  worden.  Zuerst  entdeckte  ihn 
Nordcnskiöld  1855  unter  Mineralien  aus  den  Smaragdgruben  bei 
Katharinenburg  am  Ural,  1854  fand  ihn  Be y rieh  bei  Framont  in 
Lothringern,  und  18 4 4 erkannte  G.  Rose  sein  Vorkommen  im  Ilmen- 
gehirge. 


')  Diese  Abbaiull.  tbl.  \\.  S.  315. 
")  Diese  Abhunill.  Hit.  XIV.  S.  370. 
'**}  Diese  Abli.tnül.  Bit.  \\.  S.  i 7 7 . 
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Die  Krystalle  ilcs  Phcnakits  gehören  /.um  hexagonalen  Systeme 
und  /war  zu  der  rhomboedrisch-tetartocdrischen  Ablhcilung  desselben. 
Der  Polkantenwinkel  des  Grundrhomboeders  misst  1 1 6"  36'. 

Ich  habe  vier  Krystalle  zur  Untersuchung  verwenden  können. 
Der  erste  ’ weingelb  gefärbte  (Nr.  1)  gehört  dem  hiesigen  mineralo- 
gischen Museum  und  stammt  von  Framont;  der  zweite  (Nr.  i),  der 
Freiberger  Sammlung  entliehene  und  schlechthin  als  vom  Ural  stammend 
bezeichnet,  weist  durch  seine  Beschaffenheit  auf  das  llmcngebirgc 
hin;  er  ist  farblos  und  in  den  gut  ausgebildeten  Thcilen  ziemlich 
durchsichtig.  Die  beiden  anderen  dem  hiesigen  mineralogischen 
Museum  gehörigen  grossen  Krystalle  waren  in  den  Smaragdgruben 
bei  Katharinenburg  gefunden. 

Krvstall  Nr.  1.  Das  Netz  dieses  Krystalles  ist  Nr.  1 Taf.  I. 
in  natürlicher  Grösse  abgebildel.  Er  ist  eine  Gombination  eines  sechs- 
seitigen Prismas  zweiter  Art  oo  Pi  mit  der  entsprechenden  sechsseitigen 
Pyramide  oder  den  beiden  Rhomboedern  zweiter  Art  -(-  § Pi  und 

— I Pi.  Die  Polkanlcn  dieser  sechsseitigen  Pyramide  sind  sUmmt- 
lich  abgestumpft;  es  treten  also  beide  Rhomboeder  { It  und 

— J It  auf.  Die  Seitenkanlen  des  verticalen  Prismas  oo  Pi  stumpft 
schwach  das  Prisma  erster  Art  oo  P ab.  An  den  oberen  Enden  der 
beiden  benachbarten  Kanten  (I.  2i  und  (2.  3)  scheinen  Flächen  des 
Grundrhomboeders  -(-  It  und  — It  zu  liegen.  Eine  Fläche  derselben 
Gestalt  liegt  am  unteren  Ende  der  Kante  (6.  1),  und  die  Combina- 
tionskantc  dieser  Fläche  mit  der  Fläche  I des  Prismas  oo  Pi  wird 
durch  eine  Fläche  des  Rhomboeders  dritter  Art  — ~ 3 P\  abge- 
stumpft*). 

Der  Krvstall  ist  Übrigens  nur  an  seinem  oberen  Ende  gut  aus- 
gebildet,  also  in  den  oberen  Flächen  }-  Pi  und  J It.  Von  den  Pris- 
mcnfläclicn  oo  Pi  sind  die  mit  I,  i und  3 bezeiebneten  Flächen 


' Nach  Bciricli  (Pogg.  Annal.  Bd.  3t.  S.  SSI)  sind  die  zu  Praiiimil  ver- 
kommenden Krystalle  sehr  häufig  durcheinander  gewachsene  Zwillinge,  bei  denen 
die  llauptaxc  beiden  Individuen  gemein  ist,  die  Hhonibocderllachcn  aber  umgekehrt 
gegen  dieselbe  liegen.  Ob  der  vorliegende  Krystall  auch  als  solcher  aufzufassen 
ist,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden;  ausser  dem  Auftreten  der  Flächen  von  fl 
und  | fl  auf  benachbarten  Kanlen  war  auf  seinen  Flächen  kein  weiteres  Anzeichen 
einer  Zvvillingsbildung  zu  finden.  Die  elektrische  Verlheilung  würde  durch  eine 
solche  Zw  illingshildong  nicht  geändert  werden. 


Digitized  by  Google 


W.  G.  Hhüiiil, 


[•* 


560 

ziemlich  vollständig  vorhanden;  von  der  Fläche  6 (indet  sich  nur  ein 
Rest,  wahrend  die  Flachen  i und  5 verbrochen  sind.  Auf  der  un- 
teren Seite  liegen  nur  unterhalb  der  Prismenflächen  1 und  2 unvoll- 
kommene Flachen  von  J /'2. 

Die  beim  Erkalten  auf  diesem  Krystalle  beobachteten  elektrischen 
Spannungen  sind  schwach ; die  beiden  Enden  der  Hauptaxc  und  die 
sie  umgebenden  Pyramidenflachen  zeigen  positive,  die  vorhandenen 
prismatischen  Seitenflächen  dagegen  negative  Elektricitat.  Die  an- 
gegebene elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  den  meisten 
früher  untersuchten  optisch  einaxigen  Kry  stallen  gefundenen  Uberein. 

Krv stall  Nr.  2.  Dieser  Krystall  ist  nur  ein  Bruchstück,  wel- 
ches ungeflthr  ein  Drittel  des  vollständigen  darslellt.  Er  ist  eine 
Combinalion  der  Gestalten  -j-  /{,  — { /{,  \ /'2,  — J /'2,  -j- 

-|-  | J /*!,  oo  l‘  und  oo/*2.  Ich  bilde  das  Bruchstück  in  einer  An- 
sicht von  oben  (Fig.  2 A.)  und  einer  solchen  von  unten  (Fig.  2 U.) 
ab.  Die  links  neben  A gezeichnete  Fläche  C bildet  auf  der  linken 
Seite  die  Begrenzung;  sie  ist  ziemlich  eben,  und  scheint  durch  An- 
liegen an  einer  fremden  Flüche  entstanden  zu  sein.  Die  rechts  ge- 
zeichnete Flüche  I),  welche  rechts  hinten  den  Krystall  begrenzt,  ist 
uneben  und  durch  Bruch  entstanden;  an  dieser  Stelle  ist  der  Krystall 
angewachsen  gewesen. 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  durch  die  Hemmnisse  bei  der 
Bildung  und  durch  die  Verletzungen  sehr  gestört.  Das  obere  und 
untere  Ende  der  Hauptaxe  ist  positiv ; ebenso  sind  auf  der  oberen 
Seile  die  gegen  die  Axe  geneigten  Flächen  positiv.  Auf  der  unteren 
Seite  findet  sich  diese  Polarität  nur  auf  dem  in  der  Nähe  der  Bruch- 
fläche liegenden  Theile  der  Fläche  -j-  H,  während  die  übrigen  Tlieile 
negative  Spannung  zeigen.  Die  Bruehflächc  l)  ist  positiv,  die  durch 
Aldiegen  gebildete  Fläche  C aber  negativ.  Während  die  elektrischen 
Spannungen  auf  dem  Krystall  Nr.  I nur  schwach  auflreten,  erreichen 
sie  auf  dem  Krystall  Nr.  2 eine  ziemliche  Stärke. 

Auf  den  beiden  grossen  aus  den  Smaragdgruben  bei  Katharinen- 
burg stammenden  Phcnakitkrystallen,  die  noch  zum  Thcil  mit  einer 
dünnen  Lage  von  Glimmerschiefer  bedeckt  sind,  habe  ich  die  Lage 
der  Pole  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen  können. 
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Pennia. 

Die  Kry sta Ile  fies  Pennins  sind  gewöhnlich  Rhomboeder,  deren 
Polecken  durch  die  Flüchen  0 /{  abgestumpft  sind.  Der  Polkanten- 
vvinkel  des  Rhomboeders  betragt  angenahert  65°.  Ausser  diesem 
Rhomboeder  -|-  ß kommt  auch  das  Gegenrhomboedcr  — li,  welches 
das  erstere  zu  einer  hexagonalen  Pyramide  ergänzt,  und  zwar  bis- 
weilen in  gleich  grosser  Entwickelung  vor.  Doch  zeigt  sich  in  dem 
letzten  Falle  ein  mehr  oder  minder  grosser  Unterschied  in  dem  Glanze 
der  abwechselnden  Flachen  dieser  beiden  Rhomboeder.  Wenn  ich 
eine  Beobachtung  an  einem  Krystalle,  an  welchem  das  Gegenrhom- 
boeder  nur  in  kleinen  Flachen  auftrat,  als  ganz  allgemein  geltend  be- 
trachten darf,  so  würden  die  Flachen  des  Gegen rhomboeders  — li 
etwas  stärkeren  Glanz  besitzen,  als  die  des  Grundrhomboeders  -f-  II. 

Der  Pennin  ist  senkrecht  gegen  seine  Ilauptaxe,  also  parallel 
mit  0 li  sehr  vollkommen  spaltbar,  und  die  meisten  in  den  Samm- 
lungen aufbewahrten  Exemplare  sind  an  beiden  Enden  von  diesen 
Durchgangsflachen  begrenzt.  Seltener  sind  sie  an  einem  Ende,  noch 
seltener  an  beiden  Enden  mit  Krystallflachen  versehen;  dabei  ist 
jedoch  die  Ausbildung  insofern  unvollkommen,  als  sich  das  betreffende 
Ende  in  zahlreiche  durch  kleine  Flachen  0 li  abgestumpfte  Spitzen 
auflösl. 

Die  chemischen  Bestandtbeile  des  Pennins  sind:  32, ö Kiesel- 
säure, 14,3  Thonerde,  34  Magnesia,  5 Eisenoxydul  und  14  Wasser. 
Durch  das  Eisenoxydul  ist  das  Mineral  grün  gefttibt;  die  Oberfläche 
der  Krystalle  sieht  dunkel  grünschwarz  aus.  Das  Wasser  ist  in  einer 
eigenthümlichen  Verbindung  vorhanden,  da  es  erst  in  starker  Glüh- 
hitze entweicht.  Der  hohe  Wassergehalt  ist,  ebensowenig  wie  beim 
Apophyllit  und  beim  Honigstein,  ein  Hinderniss  für  die  Fähigkeit  der 
Masse  gut  zu  isoliren,  die  auch  durch  das  vorhandene  Eisenoxydul 
noch  nicht  vermindert  wird. 

Wahrend  ein  Theil  der  Penninkrystalle  durch  Temperaturande- 
rungen ziemlich  starke  elektrische  Spannungen  erhalt,  erscheinen 
dieselben  auf  anderen  Individuen  desselben  Fundortes  ganz  ausser- 
ordentlich schwach,  und  es  giebt  kein  Anzeichen,  um  im  Voraus  zu 
erkennen,  ob  ein  Krystall  starke  oder  schwache  Elektriciiat  beim  Er- 
hitzen und  beim  Erkalten  zeigen  wird. 
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Die  Kryslalle,  welche  ich  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten 
untersucht  liahe,  slaiuinen  von  Zermatt  im  t'.aiilon  Wallis;  fiir  einige 
derselben  war  spccicll  der  Findelenglelscher  daselbst  als  Fundort  an- 
gegeben. 

Auf  den  beigcfUglen  Tafeln  habe  ich  acht  Kryslalle,  theils  in 
ihren  Netzen,  theils  in  projeclivischer  Ansicht,  wie  es  eben  die  Form 
derselben  gestattete,  in  natürlicher  Grosse  abgebildet. 

A.  Kryslalle,  welche  seitlich  vorzugsweise  von  den 
Flachen  des  Rhomboeders  -}-  II  begrenzt  werden. 

Kryslall  Nr.  I.  (Taf.  I.  Nr.  I.)  Das  obere  Ende  dieses  Kry- 
slallcs  lauft  in  zahlreiche  von  kleinen  Flachen  0 II  abgestumpfte  Spitzen 
aus;  au  dem  unteren  Ende  ist  er  von  dem  mit  0 II  parallelem  Durch- 
gänge begrenzt.  Seine  Seitenflächen  werden  von  den  Flachen  des 
Hliomboeders  -f-  II  gebildet;  doch  treten  am  oberen  Ende  auch  kleine 
Flachen  — II  auf. 

Beim  Erkalten  sind  die  Enden  der  llauplaxe  negativ,  die  Seiten- 
flächen aber  |>osiliv;  jedoch  breitet  sich  die  negative  ElektriciUtt  von 
der  oberen  Spitze  noch  Uber  die  benachbarten  Theile  der  Hhom- 
boederflUchcn  aus.  Diu  Intensität  der  elektrischen  Spannuugcn  ist  au 
manchen  Stellen  sehr  beträchtlich;  am  oberen  Ende  wurde  das  Gold- 
blättchen des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikro- 
skopes  hinausgetrieben*).  Der  Durchgang  am  unteren  Eude  ist  be- 
trächtlich schwacher  negativ  elektrisch,  als  das  obere  ausgebildete 
Ende. 

Ob  ein  solcher  Durchgang  überhaupt  noch  negativ,  oder  theils 
negativ  theils  positiv,  oder  ganz  positiv  ist,  htingl  von  seiner  Stellung 
zu  dem  ganzen  Kryslalle  ab.  Liegt  er  nahe  am  natürlichen  Ende, 
so  erscheint  er  noch  negativ,  wenn  auch  schwacher  als  das  ausge- 
bildete Ende,  wie  bei  vorliegendem  Kryslalle;  je  weiter  er  sieb  von 
diesem  Ende  entfernt,  um  so  mehr  nimmt  die  negative  Spannung  ab, 
und  geht  in  die  positive  Ubi'r  *“*) . 

Kryslall  Nr.  t.  Die  von  Herrn  Baron  v.  Seherr- Thoss  mir 
geliehene  kleine  Kry  stallgruppe  besteht  hauptsächlich  aus  drei,  jedoch 


*)  tu  der  Zeichnung  durch  — angedeulel. 

**'  Ich  habe  dieses  Verhallen  der  Durchgänge  bereits  am  Topas  Bd.  XIV. 
S.  Hl  , am  üyps  Bd  Will  S.  1h:|)  und  anderen  Kryslalle«  nachgrw iesen. 
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nicht  in  paralleler  Stellung  verwachsenen  Individuen,  die  an  Gestalt 
dem  unter  Nr.  I beschriebenen  gleichen.  Am  oberen  Ende  werden 
zwei  Individuen  von  krystallflUchen  0/i,  das  dritte  aber  von  einem 
dicht  unter  dem  ursprünglichen  Hilde  angeschlagenen  Durchgänge 
begrenzt.  Am  unteren  Ende  tindel  sich  meistens  ebenfalls  der  Durch- 
gang, jedoch  auf  den  hervorragenden  Spitzen  zeigen  sich  die  Flüchen 
0/i.  In  Nr.  2 Taf.  I.  habe  ich  eine  Art  Netz  des  krvslalles,  so  gut 
es  eben  anging,  abgebildet. 

Die  elektrische  Yerlheilung  stimmt  mit  der  auf  dem  vorhergehen- 
den Kry  stalle  beobachteten  iiberein. 

kry  stall  Nr.  3.  (Nr.  3 Taf.  1.)  Als  Fundort  dieses  kry  Stalles 
ist  specicll  der  Findelenglelscher  angegeben.  Das  obere  Hilde  trügt 
noch  eine  natürliche  Kndflüche,  wahrend  das  untere  von  einem  Durch- 
gauge begrenzt  wird,  der  aber  nicht  weil  Uber  dem  Ende  gelegen 
hat.  Die  Seitenflächen  bildet  das  Rhomboeder  -|-  It.  Die  elektrische 
Yertheilung  gleicht  der  auf  den  beiden  vorhergehenden  beobachteten. 
Hei  ihm  ist  ebenso  wie  bei  diesen  die  negative  Spannung  auf  der 
oberen  ausgebildelen  Endfläche  viel  starker,  als  auf  der  unteren  Durch- 
gungsflUche. 

krystall  Nr.  i Wie  aus  dem  Nr.  4 Taf.  I.  gezeichneten  Netze 
hervorgeht,  bildet  der  krystall  eine  mit  den  Flüchen  I und  4 par- 
allele Tafel.  Sein  oberes  Ende  zeigt  noch  die  natürlichen  Endflächen 
(l  It;  auch  um  unteren  Ende  treten  nach  den  Flüchen  2 und  3 hin 
einige  kleine  kryslallflUchen  0 It  auf,  wahrend  den  grössten  Thcil  der 
Begrenzung  eine  nicht  sehr  weit  über  dem  natürlichen  Ende  ange- 
schlagene Durchgungsllüchc  bildet.  Die  seitliche  Begrenzung  bildet 
das  Rhomboeder  -j-  It.  Auf  der  Flache  4 erscheint  der  krystall  aus 
mehreren  in  paralleler  Stellung  befindlichen  Individuen  zusammen- 
gesetzt. Die  RhomboederflUche  3 ist  verbrochen. 

Die  obere  Endfläche  ist,  wie  bei  den  beiden  vorhergehenden 
krystallen,  sehr  stark  negativ;  auf  der  unteren  tritt  auf  den  noch 
vorhandenen  Flachen  0 It  in  der  Nahe  der  Flüchen  2 und  3,  und 
ebenso  auf  dem  benachbarten  Theile  der  Durchgangsflüche  gleichfalls 
die  negative,  dagegen  auf  dem  übrigen  nach  den  F’lüchen  5 und  (i 
hin  gelegenen  Theile  des  Durchganges  bereits  die  positive  Elektricitüt 
auf.  Die  seitlichen  RhombocdcrflUchcn  sind  im  Allgemeinen  positiv, 
mit  Ausnahme  der  Flüche  ö,  auf  welcher  sich  die  negative  Polarität 
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in  abnehmender  Stärke  von  oben  nach  unten  herabzieht.  Es  liegt 
hier  also  ein  ähnliches  Verhalten  vor,  wie  ich  solches  früher  bereits 
beim  Beryll ' und  beim  Mimetesit  ’ *)  gefunden  habe,  bei  denen  bis- 
weilen eine  oder  zwei  der  prismatischen  Seitenflächen  die  den  Enden 
entsprechende  Polarität  annehmen.  Bei  den  Mimetesitcn  liess  sich 
als  Grund  für  diese  Abweichung  das  Anwachsen  mit  den  betreffen- 
den Flächen  anführen.  Ob  der  vorliegende  Pennin  in  der  Nähe  der 
Fläche  6 angewachsen  gewesen  ist . lässt  sich  aus  seiner  gegen- 
wärtigen Form  nicht  mit  Gewissheit  bestimmen,  da  das  untere  Ende 
an  dieser  Stelle  von  einem  Durchgänge  glatt  begrenzt  ist.  Hat  hier 
in  der  Thal  die  Anwachsung  stattgefunden,  so  fände  damit  die 
positive  Spannung  auf  der  linken  Seite  der  unteren  Endfläche  und 
die  negative  auf  der  Fläche  6 ihre  Erklärung. 

Kry stall  Nr.  5.  Der  Krystall  (Nr.  5 Taf.  I.)  ist  seitlich  von 
den  Flächen  des  Bhotnbocdcrs  -|-  It  [«‘grenzt.  Am  oberen  und  unteren 
Ende  linden  sich  Durchgangsflächen,  die  aber,  wie  aus  der  Beschaffen- 
heit des  Kryslalles  zu  erkennen,  nahe  unter  den  ausgebildeten  Fanden 
angeschlagen  sind,  und  daher  auch  noch  negativ  erscheinen.  Die 
elektrische  Vertheihing  entspricht  den  auf  den  Krystallon  Nr.  t,  £ 
und  3 beobachteten. 

Krystall  Nr.  6.  (Nr.  6 Taf.  I.)  Der  vom  Findelenglelscher 
stammende  Krystall  wird  seitlich  von  dem  Rhomboeder  -f-  It,  am 
oberen  und  unteren  Ende  almr  von  Durchgangsflächen  begrenzt. 
Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf  Nr.  I bis  3 beobachteten, 
nur  erscheint  die  untere  Durchgangsfläche  |«)sitiv;  sie  hat  also  weiter 
ab  vom  unteren  Ende  gelegen,  als  die  obere  vom  oberen  Ende. 

It.  Krystalle,  bei  welchen  die  beiden  Rhomboeder 
-f  It  und  — It  gleich  stark  ausgebildet  sind. 

Krystall  Nr.  7.  (Nr.  7 Taf.  I.)  Der  Krystall  besteht,  wie 
die  Abbildung  der  oberen  und  unteren  Durchgangsfläche  zeigt,  aus 
einem  grossen  und  einem  kleinen  in  paralleler  Stellung  verwachsenen. 

An  beiden  Enden  wird  er  von  Durchgangsflächen  begrenzt;  man 
erkennt  aber  an  den  Seitenflächen,  welche  von  den  oberen  Flächen 
»ler  beiden  Rhomboeder  -j-  It  und  — II  gebildet  werden,  dass  die 

'}  lliesc  Ablianül.  BU.  Will.  S.  t \ 5 . 
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obere  Durchgangsflüche  dem  natürlichen  Ende  näher  gelegen  hat. 
Sie  zeigt  daher  auch  auf  dem  grössten  Thcile  noch  negative  Spannung, 
während  die  untere  nur  an  dem  einem  Rande  negativ,  in  dem  bei 
weitem  grössten  Theile  aber  positiv  ist.  Dafür  breitet  sich  die  negative 
Polarität  von  der  oberen  Durchgangsflüchc  über  die  Flächen  6 und  4 
aus.  Sehr  eigenthüinlich  ist  die  elektrische  Vertheilung  auf  der 
Fluche  5,  die  oben  einen  positiven  Streifen  zeigt,  während  die  Milte 
und  der  untere  Theil  wieder  negativ  erscheint;  ein  Verhalten,  das 
sich  bei  dem  folgenden  Krystalle  fast  auf  allen  Seitenflächen  wiederholt. 

Kry stall  Nr.  8.  Wie  aus  dem  in  Nr.  8 Taf.  I.  gezeichneten 
Netze  hervorgeht,  werden  die  Seitenflächen  dieses  Krystalles,  der 
nur  das  obere  Ende  eines  grösseren  Individuums  darstcllt,  von  den 
oberen  Flächen  der  beiden  Rhomboeder  -)-  H und  — H in  gleich 
starker  Entwickelung,  aber  in  eigenthllmlich  nach  innen  gekrümmter 
Weise  gebildet.  Auf  dem  oberen  knopfförmig  verdickten  Endo  selbst 
liegen  ferner  noch  kleine  Flächen,  welche  jedoch  eine  Messung  nicht 
gestatten.  Die  Rhoinbooderflüehen  sind  abwechselnd  mehr  oder 
weniger  glänzend. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  Krystalle  ist  sehr  eigen- 
thümlich.  Das  obere  ausgebildetc  Ende  ist  sehr  stark  negativ,  der 
Durchgang  am  unteren  Ende  sehr  stark  positiv '),  und  es  greift  auch 
diese  positive  Spannung  noch  auf  die  anliegenden  Theile  der  meisten 
Rhomboederflächen  Uber.  Auf  den  Rhomboederflüchen  erscheint  oben 
unterhalb  des  knopfförmigen  Endes  auf  allen  Flächen  (mit  Ausnahme 
der  Fläche  3)  eine  schmale  positive  Zone,  während  die  weiter  ab- 
wärts gelegenen  Theile  wieder  negativ  sind. 

Ilioptas, 

Der  Dioplas  kommt  in  dem  Kalksteine  eines  Berges  bei  dem 
Flusse  Altyn-Ssu,  300  Werst  südlich  von  dem  Vorposten  Kariakowsky 
(mittlere  Kirgiscnstoppe)  vor,  und  wurde  daselbst  von  einem  bucha- 
rischen  Kaufmann  Aschir  Achmed  aufseinen  Handelsreisen  ent- 
deckt. Später  hat  man  ihn  auch  in  den  sibirischen  Goldseifen,  so- 
wie in  Südamerika  gefunden.  Nach  seinem  ersten  Entdecker  erhielt 


•J  ln  der  Zeichnung  durch  jj"  angedeutet. 
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dies  Mineral  den  Namen  Aschiril;  Werner  bezeichncle  es  als  Kupfer- 
smaragd ; der  Name  Dioplas  oder  Cuivre  dioplase  wurde  ihm  von 
H a u y beigelegt. 

Die  Krystalle  des  Dinptases  sind  meistens  durch  Verwachsung 
einer  Anzahl  nicht  genau  in  paralleler  Stellung  befindlicher  Indivi— 
viduen  gebildet ; ihre  Farbe  ist  vorzugsweise  smaragdgrün.  Sie  sind 
durchsichtig  bis  durchscheinend.  Als  chemische  Bestandtheile  ent- 
halten sie:  36  Kieselsäure,  50,5  Kupferoxyd  und  11,5  Wasser; 
letzteres  entweicht  erst  liei  Temperaturen  Uber  400°. 

Der  Dioplas  gehört  seiner  Gestalt  nach  zum  hexagonalen  Systeme, 
und  zwar  zu  der  rhombocdrisch  - tetartoedrischen  Ablheilung  des- 
selben. Er  besitzt  eine  vollkommene  Spaltbarkeit  nach  den  Flüchen 
eines  Rhomboeders  mit  einem  Polkantenwinkel  von  1 25°  55'.  Nimmt 
man  dieses  Rhomboeder,  welches  aber  nicht  als  Krystallflüche  er- 
scheint, zur  Grundgestalt  R,  so  zeigen  die  Krystalle  gewöhnlich  das 
Rhomboeder  — 2/?,  und  das  zweite  sechsseitige  Prisma  oo  Pi.  Die 
Flüchen  des  Rhondioeders  — 2/1  sind  also  auf  die  Kanten  des  Pris- 
mas ca  Pi  aufgesetzt.  Das  Grundrhomboeder  stumpft  die  Kanten 
des  Rhomboeders  — 2/1  ab.  Ausserdem  treten  Oder  auf  den  ab- 
wechselnden von  — i II  und  oo  Pi  gebildeten  Kanten  die  Flüchen 
eines  Rhomboeders  dritter  Ordnung  (eines  Halbflächners  des  Ska- 
lenoeders oder  eines  rhomboedrisehen  Viertelflüchners  der  dihexa- 
gonalen  Pyramide)  auf. 

Die  Feststellung  des  thermoelektrischen  Verhaltens“)  der  Dioptase 
wird  durch  -den  Mangel  an  ringsum  vollkommen  ausgebildeten  Kry- 
stallen  sehr  erschwert.  Es  gelingt  aber  doch  durch  Vergleichung 
der  auf  verschiedenen  mehr  oder  minder  vollständigen  Krystallen  und 
Bruchstücken  derselben  ausgefülirten  Beobachtungen  das  Gesetz  für 
die  normale  Vertheilung  der  Eleklricitül  aufzustellcn. 

Die  Netze  der  abgebildeten  Krystalle  sind  in  doppelter  Grösse 
gezeichnet,  jedoch  mit  Ausnahme  von  Nr.  8,  welcher  nur  in  natür- 
licher Grösse  dargcstellt  ist. 


*)  Hauy  (Traile  de  mineral.  II.  cd.  t.  III.  p.  478)  nennt  den  Dioplas  einen 
Leiter  der  Klektricitat.  Diese  Angabe  ist  irrtluimlirh ; wäre  der  Dioptas  in  der 
Thal  ein  Leiter,  so  könnten  thermoelektrische  Spannungen  auf  ihm  nicht  beob- 
achtet werden. 


Digitized  by  Google 


49)  Elektrische  Untersuchungen.  567 

Kry stall  Nr.  1.  In  Nr.  1 Taf.  I.  ist  das  Netz  dieses  Krystallcs 
so  weit  es  möglich  allgebildet  worden.  Mit  dem  Hanptkrystalle,  der 
in  den  Prismenflächen  6,  1 und  dem  linken  Theile  der  Fläche  2 
ziemlich  gut  ausgebildet  erscheint,  sind  andere  kleinere  Individuen, 
oft  in  nicht  paralleler  Stellung  verwachsen ; namentlich  finden  sich 
oben  auf  der  Fläche  3 zwei  kleinere  Dioptase  mit  ihren  Hauptaxen 
schief  gegen  die  Hauptaxe  des  grösseren  Krystallcs  aufgelagert.  Auf 
der  Fläche  5,  besonders  aber  auf  der  Fläche  4,  liegt  eine  tiefe  Grube; 
überhaupt  ist  die  Fläche  4 äusserst  mangelhaft  gebildet.  Das  obere 
linde  läuft  infolge  der  Zusammensetzung  in  mehrere  Spitzen  aus; 
das  untere  Ende  besitzt  noch  grössere  Theile  der  beiden  auf  die 
Kanten  (6.1)  und  (2.3)  aufgesetzten  Rhomboederflächen;  an  Stelle 
der  dritten  findet  sich  eine  Bruchfläche. 

Beim  Erkalten  sind  die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  negativ; 
die  Seitenflächen  zeigen  positive  Spannung,  mit  Ausnahme  der  Fläche  5 
und  des  anliegenden  Stückes  der  Fläche  6. 

Krystall  Nr.  2.  Der  Nr.  2 Taf.  I.  abgebildete  Krystall  besteht 
aus  zwei  Individuen  A und  ß,  deren  Hauptaxen  gegen  einander  ge- 
neigt sind.  In  der  Zeichnung  sind  nur  die  an  dem  Krystall  A sicht- 
baren Flächen  abgebildet.  An  A sind  beide  Enden  ziemlich  gut  aus- 
gebildet,  von  den  Prismenflächen  sind  nur  die  Flächen  1,  2 und  zum 
Theil  3 vorhanden;  an  Stelle  der  Flächen  4 und  5 findet  sich  eine 
unebene,  durch  Anliegen  in  ihrer  Ausbildung  gehemmte  Fläche,  welche 
auch  über  das  Individuum  lt  hinweggeht. 

Die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  des  Individuums  A sind  wie 
bei  dem  vorhergehenden  Krystalle  negativ;  die  gut  ausgcbildeten 
Seitenflächen  zeigen  positive,  die  in  ihrer  Bildung  gehemmte  Fläche 
dagegen  wieder  negative  Spannung. 

Krystall  Nr.  3.  In  Nr.  3 Taf.  II.  ist  das  Netz  dieses,  Herrn 
Baron  von  Seher-Thoss  gehörigen  Krystallcs  gezeichnet.  Das  obere 
Ende  ist  ziemlich  gut  ausgebildet;  das  untere  zeigt  noch  grössere 
Stucke  von  zwei  Rhomboederflächen,  ist  aber  in  dem  übrigen  Theile 
in  zahlreiche  Spitzen  aufgelöst.  Unten  an  der  Fläche  5 hat  der  Kry- 
stall angesessen,  und  es  liegt  daselbst  noch  eine  kleine  Kalkspath- 
massc  mit  blätterigem  Durchgänge. 

Die  Enden  der  Hauptaxe  sind  negativ,  jedoch  verhalten  sich 
am  oberen  Ende  die  drei  Rhomboederflächen  nicht  in  gleicher  Weise; 
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auf  der  Rhomboederflüche  (Iber  der  Kanle  (5 . 0)  zeigt  sich  bereits  in 
der  linken  unteren  Hüllte  die  positive  Spannung.  Auf  den  Prismen- 
flächcn  waltet  zwar  die  positive  Spannung  vor,  doch  zieht  sich  über 
die  Flüche  2 die  negative  Spannung  vom  unteren  Ende  aus  an  Starke 
abnehmend  nach  oben,  und  über  die  Flüche  3 vom  oberen  Ende 
aus  abnehmend  nach  unten.  Es  bildet  sich  gewissermassen  ein  seit- 
licher Gegensatz  zwischen  den  Kanten  (2 . 3)  und  (5 . 6)  aus,  der 
möglicherweise  durch  die  unten  auf  5 erfolgte  Anwachsung  bedingt 
sein  konnte. 

Krystall  Nr.  4.  Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum 
gehörige  Krystall  Nr.  4 Taf.  II.  zeigt  das  obere  Ende  ziemlich  gut 
ausgebildet;  das  untere  Ende  ist  verbrochen,  trügt  aber  noch  beste 
von  Rhomboederflüchen. 

Am  oberen  Ende  sind  die  Rhomboederflüchen  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negativ,  und  es  verbreitet  sich  die  negative  Spannung 
auch  Uber  die  anliegenden  Künder  mehrerer  Prismenflachen,  die 
ganz  oder  in  ihrem  grössten  Theile  positiv  sind,  jedoch  mit  Ausnahme 
der  Flüche  1,  wo  die  positive  Polarität  nur  in  der  Milte  erscheint. 
Das  untere  Ende  zeigt  theils  negative,  theils  positive  Spannung. 

Krystall  Nr.  5.  Der  Herrn  Baron  von  Seher-Thoss  gehörige 
Krystall  Nr.  5 Taf.  II.  trügt  nur  am  oberen  Ende  Rhomlmederflüchen, 
am  unteren,  wo  er  angewachsen  gewesen,  ist  er  verbrochen.  Die 
vorhandenen  Theile  der  Seitenflächen  sind  ziemlich  gut  ausgebildet. 

Das  obere  Ende  der  Hauptaxe  ist  negativ,  jedoch  findet  sich 
auf  der  einen  Rhomboederfläche  nur  oben  negative  Spannung,  wäh- 
rend der  mittlere  und  untere  Theil,  ebenso  wie  die  darunter  liegende 
Prismenflüche  3 unelektrisch  erscheint.  Die  übrigen  Prismenflüchen 
sind  mit  Ausnahme  der  Flüche  I positiv.  Das  untere  verbrochene 
Ende  zeigt  positive  Spannung. 

Krystall  Nr.  6.  Der  Krystall  Nr.  6 Taf.  II.  gehört  der  Frei- 
berger Sammlung  und  ist  nur  am  oberen  Ende  ausgcbildet,  am  unteren 
verbrochen.  Die  Seitenflächen  sind  meistens  sehr  mangelhaft  gebildet. 

Die  Rhomboederflüchen  am  oberen  Ende  zeigen  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negative  Spannung,  die  sich  auch  noch  Uber  die  an- 
liegenden Ränder  der  Prismenflüchen  verbreitet.  Die  Prismenflächen 
sind  auf  ihrem  grössten  Theile  positiv,  ebenso  das  untere  verbrochene 
Ende. 
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Krystall  Nr.  7.  Dieser  ebenfalls  der  Freiberger  Sammlung 
entlehnte  Krystall  Nr.  7 Taf.  II.  ist  nur  am  oberen  Ende  gut  ausge- 
bildet; eine  Streifung  der  Rhomboederflächen  — 2/1  rührt  von  einer 
oscillatorischen  Coinbination  derselben  mit  einem  Rhomboeder  dritter 
Ordnung  her,  welches  die  links  von  den  Seitenkanten  liegenden 
Durchschnittskanten  von  — 2 II  und  oo  P2  ubstumpfl.  Das  untere 
Ende  ist  thcils  von  einem  Bruche  begrenzt,  theils  linden  sich  daselbst 
noch  kleine  Reste  einer  Rhomboederfltiche,  und  eine  nach  II  ange- 
schlagene Durchgangsfläche.  Die  prismatischen  Seitenflächen  sind 
sehr  mangelhaft  gebildet. 

Das  obere  Ende  der  Ilauptaxc  ist  negativ ; ebenso  erscheint  auf 
dem  Durchgänge  am  unteren  Ende  eine  schwache  negative  Spannung, 
wtihrend  die  daselbst  beGndliche  Uruchflliche  positiv  ist.  Die  pris- 
matischen Seitenflächen  1,  5 und  6 sind  im  Ganzen  stark  positiv, 
und  es  verbreitet  sich  diese  positive  Spannung  auch  Uber  den  unteren 
und  mittleren  Thcil  der  oberhalb  der  Kante  (5.6)  liegenden  Rhoin- 
boederflttche ; auf  den  Flüchen  2 und  3 Uberwiegt  die  negative  Spannung, 
die  auf  der  Flüche  i sogar  allein  und  in  ziemlicher  Stärke  sich  zeigt. 

Krystall  Nr.  8.  Am  oberen  Ende  dieses  Kryslalles  (Nr.  8 
Taf.  II.)  ist  die  über  der  Kante  (1  .2)  liegende  Rhomboederfläche  — 2 II 
vollkommener  ausgcbildct  als  die  beiden  anderen,  auf  welchen  die 
Streifung  auf  eine  oscillatorische  Coinbination  mit  dem  beim  vorher- 
gehenden Krystallo  beschriebenen  Rhomboeder  dritter  Ordnung  hin- 
weist.  Das  untere  Ende  ist  verbrochen ; nur  an  der  Kante  (6.1)  liegt 
daselbst  noch  ein  kleiner  Rest  einer  Rhomboederfläche.  Die  Prismeu- 
flüchen  6,  I und  2 sind  ziemlich  gut  ausgcbildct;  auf  der  Flüche  3 
liegen  andere  kleine  Dioptase,  und  an  der  Stelle  von  i und  5 lindet 
sich  eine  Bruch  fläche,  die  noch  theilweise  mit  kleinen  Kalkspalh- 
rnassen  bedeckt  ist. 

Die  Rhotnboederflüchcn  am  oberen  Ende  sind  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negativ;  diese  negative  Spannung  verbreitet  sich  auch 
von  hier  aus  auf  einen  mehr  oder  minder  grossen  Thcil  der  Pris- 
nienflächen,  die  im  Übrigen,  ebenso  wie  die  an  Stelle  der  Flüchen 
i und  5 getretene  Bruchflüche,  positive  Elektricilül  zeigen.  Auch 
die  Bruchflüche  am  unteren  Ende  ist  positiv. 

Aus  der  Gesammtheit  der  vorstehenden  Beobachtungen  folgt, 
dass  auf  einem  normal  gebildeten  Dioptaskrystaile  die  oberen  und 
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unteren  Rhomboedernachen  — 2/t  negative  Spannung  zeigen,  und 
dass  diese  je  nach  der  Lange  des  Krystalles  sich  noch  etwas  Uber 
die  anliegenden  Ränder  der  Prismenflachen  verbreitet.  Die  Prismen- 
flachen  oo  Pi  sind  positiv. 

Für  das  öfter  auch  bei  anderen  Mineralien  des  hexagonalen 
Systems  beobachtete  anomale  Verhalten  einzelner  Seitenflächen,  die 
also  beim  Dioplase  negativ  anstatt  positiv  erscheinen,  lässt  sich  aus 
der  äusseren  gegenwärtig  vorliegenden  Gestaltung  der  im  Vorher- 
gehenden beschriebenen  Krystalle  kein  allgemein  zutreffender  Grund 
entnehmen.  Eine  Bruchflache  am  Ende  der  Hauptaxe,  die  nicht  all— 
zunahe  dem  natürlichen  Ende  gelegen  hat,  erscheint  aber  stets  positiv. 

StreutUn  it. 

Die  in  der  Natur  vorkommenden  Krystalle  des  Strontianits  (kohlen- 
sauren Strontians)  sind  meistens  sehr  wenig  frei  ausgebildet;  einiger- 
massen  hervorragende  Spitzen  finden  sich  an  den  Krystalldrusen  von 
Drensteinfurt,  und  drei  solche  abgebrochene  Köpfe  sind  zur  Be- 
stimmung des  thermoelektrischen  Verhallens  dieses  Minerales  ver- 
wandt worden. 

Die  Strontianitkrystallc  von  Drensteinfurt , welche  zu  dem 
rhombischen  Systeme  gehören,  werden  seitlich  von  den  Flachen  oo  P 
und  ooPoo  begrenzt,  und  tragen  an  dem  oberen  Ende  kleine  Flächen 
von  Pyramiden  und  ßrachydomen.  Übrigens  sind  die  einfach  er- 
scheinenden Krystalle,  ebenso  wie  die  entsprechenden  Aragonite, 
keine  einfachen  Individuen,  sondern  schliessen,  wie  am  oberen  Ende 
leicht  zu  erkennen  ist,  zahlreiche  Zvvillingslamellen  ein.  Die  drei 
von  den  Drensteinfurter  Drusen  abgebrochenen  Spitzen  bestehen  aus 
mehreren  theils  in  paralleler,  theils  in  abweichender  Stellung  der 
Axe  verwachsenen  scheinbar  einfachen  Krystallen. 

Die  Krystalle  des  Strontianits  sind  mit  denen  des  Aragonits 
isomorph ; die  gleiche  Gestaltung  lässt  wohl  im  Allgemeinen  auch 
eine  gleiche  Verlhcilung  der  bei  Temperaturanderungen  auftretenden 
Elektricitäten  erwarten,  wie  wir  ein  gleiches  Verhalten  früher  bei 
den  isomorphen  Krystallen  des  Apatits,  des  Pyromorphits  und  des 
Mimetcsits  fanden*).  Durch  diesen  Umstand  wird  es,  trotz  der 

*)  Man  darf  wohl  nicht  wagen,  eino  gleiche  elektrische  Verlhcilung  bei  glcich- 
gestalleten  Krystallen  als  strenge  Forderung  des  Isomorphismns  aufzuslcllen.  Die 
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grossen  Mängel  der  zur  Verfügung  sichenden  Krystallbruchstitcke, 
doch  möglich,  die  thermoelektrische  Vcrlhcilung  auf  den  Strontianit- 
krystallen  festzustellen. 

Im  XV.  Bande  dieser  Abhandlungen  habe  ich  (S.  376)  die  elek- 
trische Verkeilung  auf  den  böhmischen  Aragonitkrvstallen  angegeben : 
die  Flächen  oo  P sind  beim  Erkalten  positiv  mit  zunehmender  In- 
tensität nach  den  brachydiagonalen  Kanten  hin,  die  Flächen  ooPoo 
dagegen  negativ.  An  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegen  also 
die  positiven,  und  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  die  negativen 
Pole.  Je  nach  Ausdehnung  der  einzelnen  Flächen  und  Mangelhaftig- 
keit in  ihrer  Ausbildung  treten  in  der  zuvor  angegebenen  Verbrei- 
tung der  beiden  Elektritäten  Verschiebungen  und  Störungen  ein.  Das 
obere  ausgebildete  Ende  der  Hauptaxe  schien  positiv  zu  sein*); 
auf  den  am  unteren  Ende  liegenden  mehr  oder  weniger  unebenen 
Bruchflächen  fand  sich  theils  negative,  theils  positive  Elektricität. 

Bei  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  der  drei  Bruchstücke 
von  Strontianit  wird  eine  solche  Regelmässigkeit,  wie  wir  sie  auf 
den  vollkommen  ausgebildcten  Aragoniten  beobachten,  im  Allgemeinen 
nicht  zu  erwarten  sein.  Auf  den  beiden  ersten  der  in  Nr.  1 und 
Nr.  2 Taf.  II.  in  vier  Ansichten  abgebildeten  Krystalle  zeigen  sich 
indess  noch  deutlich  die  beiden  an  den  Enden  der  Brachydiagonale 
liegenden  positiven,  sowie  die  beiden  an  den  Enden  der  Makro- 
diagonale liegenden  negativen  Pole,  während  bei  dem  dritten  (Nr.  3 
Taf.  II.)  der  eine  positive  Pol,  wohl  in  F'olge  der  nicht  parallelen 
Verwachsung  zweier  Individuen,  nicht  hervortrilt.  Die  freien  aus- 
gebildeten  Enden  der  vcrlicalen  Axe  sind  positiv ; jedoch  muss  für 
die  Wahrnehmung  dieser  positiven  Spannung  der  ganze  Krystall  bis 
auf  dieses  Ende  in  Kupferfeilicht  cingehüllt  sein,  weil  sonst  die  auf 
den  anslossenden  Theilen  der  Fläche  oo  P oo  befindliche  starke  nega- 
tive Spannung  die  Einwirkung  der  auf  dem  Ende  vorhandenen  posi- 


Doppelbrechung  des  Apatits  und  Pyromorphits  wird  optisch  negativ,  die  des  Mime- 
tesils  als  optisch  positiv  angegeben.  Wenn  nun  bei  so  nahe  verwandten  Kry- 
slallen  wfic  Pyromorphit  und  Mimetesit  der  Charakter  der  Doppelbrechung  sich 
ändert,  so  könnte  wohl  auch  bei  isomorphen  Krystallen  die  thermoelektrische  Ver- 
keilung eine  Änderung  erleiden. 

•)  Bei  neuerdings  untersuchten  Aragoniten  von  pyramidaler  Form  wurde  das 
Ende  der  verticalen  Axe  stets  positiv  gefunden. 
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tiven  auf  den  genäherten  Platindraht  Uberwiegl,  und  das  Goldblätt- 
chen des  Elektrometers  zu  einem  negativen  Ausschlage  treibt.  Das 
untere'  verbrochene  Ende  ist  ebenfalls  meistens  auf  seiner  ganzen 
Bruchflüche  positiv. 

Die  Projectionen  Nr.  I bis  3 sind  in  natürlicher  Grösse  ge- 
zeichnet, und  die  einzelnen  Flüchen  zum  Theil  mit  ihren  krystallo- 
graphischen  Zeichen  versehen.  Bei  dem  Bruchstücke  Nr.  3 war  die 
hintere  Seite  sehr  verletzt,  und  in  den  beiden  Individuen,  aus  denen 
es  vorzugsweise  bestand,  hatten  zwar  die  verlicalen  Axen  eine 
parallele  Lage,  dagegen  lagen  die  Brachy-  und  Makrodiagonalc  in 
beiden  nach  verschiedenen  Richtungen. 

Witherit, 

Der  Witherit  (kohlensaurer  Baryt)  findet  sich  nur  selten  in  Kry- 
stallen,  die  zu  einer  thermoelektrischen  Untersuchung  geeignet  sind. 
Die  von  mir  dazu  verwandten  Krystalle  und  Bruchstücke  stammen 
von  Fallowlield  und  Hexham  in  Northumbcrland.  Sie  stellen  an- 
scheinend hexagonale  Pyramiden  dar.  Indess  gehören  die  Krystalle 
des  Witherits,  wie  dies  eine  optische  Prüfung  sofort  nachweist,  zu 
dem  rhombischen  Systeme,  und  sind  isomorph  mit  den  Krystallen 
des  Aragonits  und  Strontianits,  und  ebenso  des  im  nüchsten  Ab- 
schnitte behandelten  Cerussits*). 

Die  zuvor  erwähnten  scheinbaren  hexagonalen  Pyramiden  wurden 
früher  als  eine  Combination  der  Gestalten  P und  2/'oo  betrachtet. 
Nach  Senarmonl**)  besitzen  diese  Pyramiden  jedoch  eine  andere 
Zusammensetzung;  er  betrachtet  sie  als  Sechslinge,  in  welchen  die  ein- 
zelnen Individuen  sich  mit  dem  spitzen  Winkel  ihrer  Basis  an  einander 
gelegt  haben.  Die  Flüchen  der  sechsseitigen  Pyramide  werden  ge- 

’ Bei  den  vier  genannte»  Mineralien  ist  das  Verhältnis«  der  Rrachydiagonale 
zur  Makrodiagonalc  und  zur  verlicalen  Axe 

beim  Aragonit  0,6!28  : I : 0,7S07 

- Strontianil  0,6089  : I : 0,7i37 

- Witherit  0,59*9  : I : 0,74)3 

- Cerussit  0,6t Oi  : t : 0,7i39 

Der  stumpfe  Prismenwinkel  an  der  brachvdiagonalcn  Kante  beträgt  beim  Ara- 
gonit II 6*  10’,  beim  Strontianil  1)7°  19’,  beim  Witherit  118"  30’  und  beim 
Cerussit  int  I*'. 

**)  Anna),  de  chitu.  et  de  phys.  3 Ser.  185*.  Bd.  *1,  S.  63. 
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bildet  von  den  Flächen  2/*oo  der  einzelnen  Individuen.  Diese  Zu- 
sammensetzung erwies  Sönarmont  durch  die  optische  Untersuchung. 
Beim  Witherit  liegt  die  Ebene  der  optischen  Axen  im  brachydiago- 
nalen  Hauptschnitte;  mit  diesem  gehen  die  Mittclkanten  von  2/'oo 
parallel,  und  mit  diesen  Kanten  (and  Sönarmont  auch  die  Ebenen 
der  optischen  Axen  in  jedem  Sextanten  parallel,  wie  dies  in  Fig.  A 
Taf.  II.  dargestcllt  ist,  wo  die  in  die  einzelnen  Sextanten  einge- 
zeichnelcn,  an  ihren  Enden  mit  kleinen  Pfeilen  versehenen  Linien 
die  Lage  jener  Ebene  angeben. 

Mit  dieser  Auffassung  ist  jedoch  die  Beschaffenheit  der  schein- 
baren Pyramidenlläche  4 des  Krystallcs  Nr.  1 (auf  Taf.  II.  Nr.  1 in 
halber  Grösse  abgcbildct)  wohl  nicht  völlig  im  Einklänge.  Der  Krv- 
stall  ist  ursprünglich  auf  der  Seile  der  Fläche  4 angewachsen  ge- 
wesen, und  gegenwärtig  daselbst  durch  eine  grosse  Bruchlläche  be- 
grenzt. Oberhalb  dieser  Bruchlläche  ist  aber  noch  ein  kleiner  Theil 
a der  scheinbaren  Pyramidenfläche  4 erhalten,  und  auf  diesem  als 
Kryslallfläche  ausgcbildctcn  Theile  liegt  ein  flacher  einspringender 
Winkel,  in  dessen  Grunde  eine  kammförmige  Naht  sichtbar  wird. 

Diese  Bildung  würde  sich  vollständig  erklären,  wrenn  wir  den 
vorliegenden  Krystall  nicht  aus  sechs,  sondern  aus  sieben  Individuen 
zusammengesetzt  betrachten.  Nehmen  wir  z.  B.  ein  Prisma  mit  dem 
Winkel  von  1 1 8°  30’  am  Ende  der  Brachydiagonale,  also  mit  dem 
spitzen  Winkel  von  01°  30'  an  den  Enden  der  Makrodiagonale,  und 
lassen  um  den  Scheitel  dieses  Winkels  als  Mittelpunkt  sich  jederseits 
drei  eben  solche  Individuen  mit  ihrem  spitzen  Winkel  anlegen,  so 
entsteht,  wenn  wir  die  äussere  Hälfte  eines  jeden  Individuums  mittelst 
einer  durch  die  Brachydiagonale  gelegten  Ebene  abschneiden,  eine 
Art  Sechseck,  auf  dessen  einer  Seite  sich  jedoch  ein  einspringender 
Winkel  von  189°  lindel.  Diesem  einspringenden  Winkel  würde  der 
auf  der  Fläche  4 vorhandene  einspringende  W'inkel  entsprechen. 

Die  beschriebene  Bildung  erklärt  nun  auch  die  thermoelektrische 
Vertheilung.  Beim  Aragonit  und  Strontianit  liegen  an  den  Enden 
der  verticalen  Axo  und  der  Brachydiagonale  beim  Erkalten  positive, 
an  den  Enden  der  Makrodiagonale  aber  negative  Pole.  An  den 
scheinbar  hexagonalen  Pyramiden  des  Witherits  treten  nur  die  Enden 
der  verticalen  Axe  und  die  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  lie- 
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genden  Flachen  2 Poo  an  die  Oberfläche.  Wir  werden  also  zu  er- 
warten haben,  dass  das  obere  und  untere  Ende  der  scheinbar  hexa- 
gonalen Pyramide  positive,  die  Mittclkanten  und  ihre  Umgebung  aber 
negative  Elcktricität  beim  Erkalten  zeigen;  es  könnte  höchstens  (wie 
dies  in  der  Thal  bei  den  analog  gebildeten  Krystallen  des  Cerussits 
stattlindet)  in  den  Eckpunkten  der  Basis  und  in  einem  schmalen  Streifen 
auf  den  Polkantcn  positive  Spannung  auflreten. 

Der  sehr  grosse  schöne  Krystall  Nr.  1 gehört  der  Freiberger 
Sammlung. 

Das  obere  und  untere  Ende  der  verticalen  Axe  nebst  grösseren 
Theilen  der  anliegenden  Flächen  sind  positiv,  die  Mittelkantcn  da- 
gegen nebst  ihren  Umgebungen  sämmtlich  negativ.  Ebenso  zeigt  die 
grosse  Bruchfläche  starke  negative  Spannung,  und  dieser  letztere 
Umstand  bedingt  wohl,  worauf  die  Vergleichung  mit  den  folgenden 
Krystallen  hinweist,  die  starke  Ausbreitung  der  positiven  Spannung 
von  den  Enden  der  verticalen  Axe  Uber  die  scheinbaren  Pyramiden- 
flächen. 

Krystall  Nr.  2 und  3.  Die  Netze  dieser  Bruchstücke  sind, 
so  gut  es  sich  ausfuhren  liess,  in  natürlicher  Grösse  in  Nr.  2 und  3 
Taf.  II.  dargestellt  worden.  Bei  Nr.  2 ■ ist  an  Stelle  der  Flächen 
ä und  6,  und  bei  Nr.  3 an  Stelle  der  Flächen  3 und  4 eine  Bruch- 
fläche getreten.  Du  diese  Bruchflächen  nicht  negativ,  sondern  po- 
sitiv sind,  so  ist  dem  entsprechend  die  Ausbreitung  der  positiven 
Spannung  an  dem  Ende  der  verticalen  Axe  eine  viel  geringere,  als 
bei  dem  vorhergehenden  Krystalle. 

Die  im  Vorstehenden  dargelegte  elektrische  Vertheilung  würde 
mit  der  früheren  Auffassung  der  Witheritkry stalle  als  eine  Combina- 
tion  von  P und  2 Poo  völlig  unvereinbar  sein.  Eine  solche  Bildung 
würde  allerdings  die  positive  Polarität  an  den  Enden  der  verticalen 
Axe  bestehen  lassen,  dagegen  an  den  Enden  der  Brachydiagonale 
und  den  benachbarten  Theilen  der  Pyramidenflächen  positive,  und  nur 
auf  den  gegen  die  Makrodiagonale  senkrecht  stehenden  Mittelkanten 
von  2 Poo  und  den  ihnen  anliegenden  Flächenstücken  negative 
Spannung  erfordern. 
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Cerussit  (Weissbleierz}. 

Wie  bereits  oben  erwähnt,  sind  die  Krystalle  des  Cerussits 
(kohlensauren  Bleioxyds)  mit  denen  des  Aragonits,  Strontianits  und 
Withcrits  isomorph.  Unter  den  verschiedenen  von  mir  auf  ihr  thermo- 
elektrisches Verhalten  geprüften  Cerussitkrystallen  ist  es  mir  nur 
gelungen,  auf  den  Krystallen  von  Wolfach  in  Baden  bei  Temperatur- 
anderungen elektrische  Spannungen  und  zwar  in  ziemlicher  Starke 
wahrzunehmen. 

Der  Nr.  1 Taf.  II.  in  natürlicher  Grösse  dargestellte  und  der 
hiesigen  Universitätssammlung  gehörige  Krystall  ist  an  dem  unteren 
Ende  sehr  unvollkommen  ausgebildet;  seine  Flächen  sind  sehr  stark 
glänzend  (Demantglanz).  Der  Krystall  gleicht  in  seiner  Gestalt  voll- 
ständig den  im  vorhergehenden  Abschnitte  beschriebenen  Witherit- 
krystallen;  er  bildet  also  eine  anscheinend  hexagonale  Pyramide,  die 
bisher  als  eine  Combinalion  von  V und  2 Poo  betrachtet  worden  ist. 

Wie  aus  den  in  die  Zeichnung  des  Netzes  eingetragenen  elek- 
trischen Spannungen  hervorgeht,  gleicht  er  auch  in  der  elektrischen 
Vertheilung  dem  Witherit;  die  Enden  der  verticalen  Axe  sind  posi- 
tiv, die  Mittelkanten  und  die  grössten  Theile  der  pyramidalen  Flächen 
negativ;  jedoch  tritt  auf  mehreren  Eckpunkten  der  Basis  und  einem 
Theile  der  Polkanten  wieder  positive  Spannung  auf;  auf  den  anderen 
Eckpunkten  der  Basis  ist  entweder  keine  Elektricität  oder  eine  sehr 
schwache  negative  wahrzunehmen.  Diese  Vertheilung  ist  nur  erklär- 
lich, wenn  wir  den  vorliegenden  Krystall,  ebenso  wie  die  Witherite, 
als  einen  Sechsling  auffassen,  in  welchem  die  sechs  Individuen  sich 
mit  dem  spitzen  Winkel  der  Basis  aneinander  gelegt  haben.  Die 
scheinbaren  Pyramidenflächen  sind  also  die  Flächen  2 Poo  der  ein- 
zelnen Individuen,  welche,  weil  sie  am  Ende  der  Makrodiagonale 
liegen,  negativ  sein  müssen.  In  den  Eckpunkten  der  Basis  und  in 
den  Polkanten  treten  gewissermassen  noch  Durchschnitte  der  zur 
Brachydiagonale  gehörigen  Flächen  an  die  Oberfläche,  und  erzeugen 
daher  an  mehreren  dieser  Stellen  positive  Spannung. 
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Kuklas. 

Die  Krystalle  des  Euklases  gehören  zum  monoklinischen  Systeme; 
der  schiefe  Axenwinkel  betrögt  79"  44',  und  das  Verhiillniss  der 
Hauptaxe  zur  Klinodiagonalc  und  zur  Ortliodiagonale  ist  1 : 0,97135 
: 3,00086. 

Auf  den  von  mir  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  unter- 
suchten Krystallen  fanden  sich  folgende  Flachen:  verticale  Prismen 
oo  P,  ooP9  und  ooPi,  Klinopinakoid  ooPoo,  Hemipyramiden  — /*, 
— 2P2,  — 4ß4  und  — {- 3 ^P3.  Ausserdem  waren  bei  einem  Kry- 
stalle noch  die  Kanten  zwischen  oo  P und  — /',  sowie  von  oo  Pi 
und  — 2P2  durch  sehr  schmale  Flächen  abgestumpft.  Parallel  mit 
ooPoo  ist  der  Euklas  sehr  vollkommen  spaltbar. 

Der  Euklas  ist  chemisch  eine  Verbindung  von  41,2  Kieselsäure, 
36,2  Thonerde,  17  Beryllerde  und  6,2  Wasser.  Dieser  letzte  Be- 
standteil war  lange  unbekannt,  und  ist  erst  durch  D a m o u r ’s  Ana- 
lysen nachgewiesen  worden.  Geringe  Beimengungen  von  Eisen  be- 
dingen die  öfter  vorhandene  grünliche  Färbung.  Der  Euklas  gehört 
zu  den  seltensten  Mineralien;  man  kennt  nur  zwei  Fundorte:  1)Capao 
und  Boa  vista  in  der  Nähe  von  Villa  Rica  in  Brasilien,  wo  er  in 
Talk  und  Glimmerschiefer,  die  dort  als  Lager  im  Thonschiefer  auf- 
treten,  zusammen  mit  Bergkrystall,  Topas  und  Steinmark  vorkommt, 
und  2)  die  Goldseifen  des  Kaufmanns  ßakakin  in  der  Nähe  des 
Flusses  Sanarka  im  Gouvernement  Orenburg. 

Bei  der  grossen  Seltenheit  des  Euklases  standen  mir  nur  wenige 
aus  Brasilien  stammende  Krystalle,  und  diese  zum  Theil  in  sehr  ver- 
brochenem Zustande  zu  Gebote;  sie  haben  aber  doch  genügt,  um 
die  Verteilung  der  Elektricität  festzustellen. 

Auf  der  l>eifolgenden  Tafel  habe  ich  dieselben  in  zwei  Ansichten 
(A  und  ß),  wobei  der  klinodiagonalc  Hauptschnitt  auf  den  Be- 
schauer zugewandt  ist,  abgebildct,  und  die  beim  Erkalten  beob- 
achteten elektrischen  Spannungen  in  die  Zeichnungen  eingetragen. 

Krystall  Nr.  1.  Der  schöne  Kryslall  von  graugrünlicher  Fär- 
bung gehört  der  Freiberger  Sammlung.  Er  zeigt  die  Flächen  von 
oo  P,  ooPd,  ooPi,  — /*,  — 2 Pi,  — 4ß4,  -|-3ß3  und  ausserdem 
noch  sehr  schmale  Abstufungen  der  Kanten  von  oo  P und  — so- 
wie von  ooPi  und  — 2 Pi.  Die  Prismenllächen  sind  mehr  oder 
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weniger  breit  gestreift.  Am  unteren  Ende  ist  er  in  einer  gegen  die 
verticale  Axe  ziemlich  senkrechten  Flüche  abgebrochen.  Im  Sonnen- 
und  Lampenlichte  zeigen  sich  im  Innern  Spiegelungen  durch  kleine 
mit  dem  vollkommensten  Durchgänge  parallele  Flüchen*). 

In  Nr.  I Taf.  II.  ist  der  Kryslall  in  zwei  Projectionen  A und  fl 
in  natürlicher  Grösse  ahgehildet.  Die  Linie  C stellt  die  eine  am  Ende 
der  Orthodiagonale  liegende  Seitenkante,  I)  die  Bruchflüche  am  un- 
teren Ende  dar. 

Aus  den  auf  diesem  Krystalle  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen lasst  sich  ein  Schluss  auf  die  an  einem  ringsum  ausgebildeten 
Euklase  auftretende  elektrische  Vertheilung  machen.  Die  Enden  der 
verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale  sind  beim  Erkalten  positiv, 
die  Enden  der  Orthodiagonale  aber  negativ.  Der  Euklas  gleicht  also 
in  seiner  elektrischen  Vertheilung  dem  Gypse**),  mit  welchem  er 
auch  in  Betrelf  seines  vollkommensten  Durchganges  übereinstimmt. 

Bei  dem  vorliegenden  am  unteren  Ende  verbrochenen  Krystalle 
ist  diese  normale  Vertheilung  durch  den  Bruch  gestört;  wie.  ich 
schon  beim  Topas  und  anderen  Krystalicn  gezeigt  habe,  nimmt  die 
Bruchflüchc  am  unteren  Ende,  wenn  sie  von  dem  natürlichen  unteren 
Ende  etwas  weit  absteht,  nicht  positive,  sondern  negative  Polarität 
an.  Durch  diesen  Umstand  herrscht  in  der  unteren  Hülfte  der  Seiten- 
flüchcn  die  negative,  in  der  oberen  die  positive  Spannung  vor.  Am 
oberen  ausgebildeten  und  am  unteren  verbrochenen  Ende  treten  starke 
elektrische  Erregungen  auf.  Wird  der  Krystall  bis  auf  eine  ortho- 
oder  klinodiagonale  Kante  in  Kupferfeilicht  cingehüllt  erhitzt,  so  zeigen 
beim  Erkalten  die  orlhodiagonalen  Seitenkanten  überall  negative 
Spannung,  wahrend  auf  den  klinodiagonalen  Seitenkanten  die  positive 
nur  in  dem  oberen  grösseren  Theile  erscheint. 

Krystall  Nr.  2.  Der  völlig  wasserhello  Krystall  Nr.  2 gehört 
ebenfalls  der  F'reiberger  Sammlung  und  zeigt  fast  dieselben  Gestalten, 
wie  der  vorhergehende.  Am  unteren  Ende  ist  der  Krystall  ver- 
brochen ; auf  der  linken  Seite  der  Orthodiagonale  wird  er  von  Haupt- 
durchgangsflüchen  in  unebener  Weise  begrenzt.  In  Nr.  2 Taf.  II. 


*)  Um  die  Gefahr  des  Zerspringens  zu  vermeiden,  sind  ilie  Euklaskryslalle 
höchstens  bis  zu  einer  Temperatur  von  85“  C.  erhitzt  worden. 

••)  Diese  Abhandl.  ßd:  XVIII.  S.  583. 
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A und  II  sind  die  beiden  Ansichten  in  natürlicher  Grösse  gezeichnet, 
wührend  C die  am  linken  Ende  der  Orthodiagonale  befindliche  Durch- 
gangs(]iichc  und  I)  die  Bruchflüche  am  unteren  Ende  darstclll. 

Das  obere  Ende  der  verticalen  Axe  ist  stark  positiv,  das  ver- 
brochene untere  negativ,  wie  beim  vorhergehenden  Krystalle.  Aul 
der  am  rechten  Ende,  der  Orthodiagonale  ausgebildeten  verticalen 
Kante  zeigt  sicli  die  normale  negative  Spannung,  und  zieht  sich 
merkwürdigerweise  auch  noch  über  den  mittleren  Streifen  der  an- 
liegenden Flüche  — 4 Pi  hinauf.  Auf  dem  an  der  linken  Seite  der 
Orthodiagonale  befindlichen  mit  ooPoo  parallelen  Durchgänge  C tritt 
oben  positive,  unten  negative  Elektricitül  auf. 

Kryslall  Nr.  3.  Der  von  Capao  bei  Villa  Rica  stammende 
Kryslall  gehört  der  hiesigen  Universilütssammlung.  In  Nr.  3 Taf.  II.  sind 
A und  II  die  beiden  oben  beschriebenen  Ansichten.  Er  ist  nur  auf 
dem  rechten  Thcile  der  Orthodiagonale  ausgebildet,  und  zeigt  daselbst 
auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  blos  die  Prismenflüchen  ooP2. 

Am  oberen  Ende  wird  der  Kryslall  von  sehr  unvollkommen  gebil- 

deten Krvstallflüchen  C begrenzt;  am  unteren  Ende  D liegt  eine 
Bruchflüche,  aber  neben  dieser  finden  sich  noch  geringe  Reste  von 
Pyramidenfluchen ; ein  Beweis,  dass  der  Bruch  nicht  allzuweit  von 

dem  natürlichen  Ende  absteht.  Auf  der  linken  Seite  der  Orthodia- 

gonale trügt  der  Kryslall  eine  sehr  vollkommene  Durchgangsflüche  E. 

Das  obere  Ende  zeigt  positive  Spannung;  ebenso  die  Bruch- 
flüchc  am  unteren  Ende,  da  sie  nicht  weit  vom  natürlichen  Ende  ab- 
steht. Die  durch  eine  schmale  Flüche  ooPoo  abgestumpfte  rechte 
orthodiagonale  Scitenkantc  ist  negativ,  dagegen  erscheint  die  Durch- 
gangsflüche auf  der  linken  Seite  E in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  po- 
sitiv. 

Kry stall  Nr.  4.  Das  ebenfalls  der  hiesigen  mineralogischen 
Sammlung  gehörige  Bruchstück  Nr.  4 Taf.  II.  ist  links  und  rechts 
von  zwei  breiten  init  ooPoo  parallelen  Durchgangsfluchen  C und  D 
begrenzt.  Auf  dem  vorderen  und  hinteren  Rande  A und  II  finden 
sich  Reste  der  gestreiften  Prismenflachen  oo  P und  oo P2.  Oben  an 
der  rechts  gelegenen  Durchgangsflüche  D zeigen  sich  auch  Theile 
von  Pyrainidenflüchen,  wie  überhaupt  das  obere  Ende  von  sehr 
mangelhaft  gestalteten  Krystallflüchen  begrenzt  wird.  Das  untere 
Ende  ist  schief  abgebrochen. 
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Das  obere  Ende  zeigt  beim  Erkalten  positive,  das  untere  nega- 
tive Elektricilüt.  Die  Seitenflächen  sind  in  den  oberen  Theilen  po- 
sitiv, in  den  unteren  negativ;  auf  dem  vorderen  Rande  A zieht  sich 
diese  negative  Polarität  vom  unteren  Ende  aus,  wenn  auch  in  ab- 
nehmender Stärke,  bis  zum  oberen. 

KrystallbruchstUck  Nr.  5.  (Nr.  5 Taf.  II.)  Von  der  rechten 
Seite  D des  Krystalles  Nr.  4 halle  sich  ein  0,7  mm  dickes  Klättchen, 
parallel  dem  Haupldurchgange,  abgelüst.  Trotz  seiner  Kleinheit  konnte 
doch  die  elektrische  Vertheilung  bestimmt  werden.  Die  Seitenflächen 
gleichen  darin  der  Fläche  des  vorhergehenden  Krystalles,  von  wel- 
cher das  Blättchen  abgesprungen  war.  Das  obere  Ende  ist  positiv, 
das  untere  negativ. 

Man  sieht,  wie  durch  die  Verletzung  eines  Krystalles  seine  elek- 
trische Vertheilung  geändert  wird.  Hätte  man  nur  dieses  kleine 
Bruchstück  untersucht,  so  wurde  man  dem  Euklase  jedenfalls  eine 
mit  der  Hauptaxe  polare  elektrische  Axe  zuschreiben. 

Krystall  Nr.  0.  Das  in  Nr.  6 Taf.  II.  ebenfalls  in  natürlicher 
Grüsse  abgebildete  Bruchstück  bildet  nur  einen  Theil  der  rechten 
Hälfte  eines  Krystalles.  Auf  der  vorderen  Seite  A findet  sich  eine 
Fläche  von  ooP2,  die  aber  oben  bei  a verbrochen  ist,  und  ein 
Rest  einer  Fläche  ooP;  die  hintere  Seite  ß zeigt  nur  eine  Fläche 
ooP2,  Uber  welcher  eine  Fläche  3P3  (£5)  liegt.  Auf  der  linken 
Seite  wird  der  Krystall  von  einem  sehr  ebenen  Haupldurchgange  C 
begrenzt;  Uber  ihm  liegt  noch  eine  kleine  Bruchfläche  -y.  Das  untere 
Ende  1)  ist  schief  abgebrochen. 

Die  Flächen  oo Pi  und  -j-  3 P3  sind  negativ,  die  Bruchflächen 
am  oberen  und  unteren  Ende,  sowie  die  Hauptdurchgangsflächc  aber 
positiv. 


Titanit  (Sphen). 

Die  Krystalle  des  Titanits  gehören  zum  monoklinischen  Systeme; 
der  Winkel  zwischen  der  verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale 
misst  85°  22'.  Das  Verhältnis  der  Klinodiagonale  zur  Orthodiago- 
nalo  und  zur  verticalen  Axe  ist  0,i272  : \ : 0,6575. 

Eine  sehr  häufig  vorkommende  Combination  (Nr.  1 bis  Nr.  6 
Taf.  II.)  wird  gebildet  durch  die  schiefen  Endflächen  OP,  durch  die 
Flächen  des  verticalen  Prismas  oo  P und  die  Flachen  der  beiden 


Digitized  by  Google 


580 


\Y.  G.  ll*NkKI.. 


[ii 


Ürthodomcn  Poo  und  J P oo.  Die  Flüchen  des  letztgenannten  Ortho- 
domas  J Poo  haben  meist  eine  beträchtliche  Grösse,  wahrend  die 
Flüchen  oo  /’  sehr  niedrig  sind , so  dass  die  Kryslalle  mehr  oder 
weniger  dünne  Tafeln  bilden. 

Zu  den  genannten  Flüchen  treten  oller  noch  hinzu  die  Flüchen 
des  verticalen  Prismas  oo  P'.l,  sowie  die  Flüchen  der  llcmipyramiden 
5 Pi  und  4JH. 

Bei  manchen  Krystallen  (Nr.  7 bis  Nr.  13  Taf.  II.  und  III.)  Uber- 
treflen  die  Flüchen  1 Pi  an  Grösse  die  Flüchen  oo  P.  Bisweilen 
dehnen  sie  sich  soweit  aus,  dass  die  Flüchen  oo  P ganz  verschwin- 
den; der  Krystali  bildet  dann  ein  schicfliegendes  Prisma,  das  be- 
sonders deutlich  hervortritt,  wenn  die  Breite  des  Krystalles  sich  so- 
weit verringert,  dass  die  Flüchen  P oo  nur  noch  als  sehr  schmale 
Abstumpfungen  der  im  klinodiagonalen  Ilauptschnitte  liegenden,  von 
den  Flüchen  4J?4  gebildeten  Kanten  erscheinen,  wie  bei  den  Fig.  10 
und  I I Taf.  III.  dargestclltcn  Individuen. 

Sehr  hüutig  linden  sich  Zwillingskrystallc  und  zwar  ist  die  Nor- 
male auf  der  schiefen  Endfläche  0/'  die  Zwillingsaxe;  die  beiden 
Individuen  sind  entweder  nur  aneinander  oder  auch  durcheinander 
gewachsen.  Die  an  den  einzelnen  Individuen  auftrelcnden  Krystall- 
formen  sind  gewöhnlich  0 /*,  j Pcoy  P oo,  oo  P und  jj  Pi. 

Beide  genannten  Arten  von  Zwillingen,  sowohl  die  nur  anein- 
ander als  auch  die  durcheinander  gewachsenen,  erhalten  ein  ver- 
schiedenes Aussehen,  je  nachdem  die  Flüchen  i P oo  noch  in  ziem- 
licher Grösse  auflrelen  oder  durch  die  Flüchen  \ Pi  fast  oder  auch 
ganz  verdrängt  werden. 

Nr.  1 6 Taf.  III.  stellt  einen  Zwilling  dar,  dessen  beide  Indivi- 
duen nur  an  einander  gewachsen  sind,  und  der  noch  ziemlich  grosse 
Flüchen  J Poo  trügt.  Beim  ihm  bilden  die  Flüchen  P oo  der  beiden 
Individuen  auf  der  hinteren  Seite  C einen  einspringenden  Winkel  (Rinne) 
von  120"  34';  auf  der  vorderen  Seite  dagegen  schneiden  sich  die 
Flüchen  i Poo  in  einer  Kante  ab  von  78"  34'. 

Bei  den  Conlactzwillingen  Nr.  18  bis  Nr.  22  haben  die  Flüchen 
\Pi  die  Flüchen  J Poo  fast  oder  gänzlich  verdrängt. 

Sind  bei  den  Durchwachsungszwillingen  die  Flüchen  j Poo  noch 
ziemlich  gross,  die  Fluchen  | Pi  aber  nur  klein,  so  entstehen  die  in 
Nr.  24  bis  Nr.  27  abgebildeten  Formen.  Dieselben  besitzen  zwei 
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Paare  einspringender  Winkel ; oben  und  unten  *)  zwischen  den  Flüchen 
0 P einen  von  den  Flüchen  J Poo  der  beiden  Individuen  gebildeten 
Winkel  von  101"  26',  und  vorn  und  hinten  einen  von  den  Flüchen 
Poo  gebildeten  von  120"  34'.  Die  auf  der  oberen  und  unteren  Seite 
liegende  Furche  verlauft  parallel  mit  der  Orthodiagonale. 

Wenn  dagegen  bei  den  beiden  Individuen  die  F'lüchen  4 Poo 
zurücktreten,  und  dafür  die  Flüchen  J P2  sich  starker  entwickeln, 
so  entsteht  ein  Durchkreuzungszwitling,  bei  welchem  die  Furche  auf 
der  oberen  und  unteren  Seite  mit  der  Richtung  der  Orthodiagonale 
einen  Winkel  von  ungefähr  45"  bildet,  wie  in  Fig.  20,30  und  31.  An 
dem  rechten  und  linken  Rande  liegen  die  orthodiagonalen  Kanten  der 
Heinipyramide  J P 2,  und  die  Furchen  auf  der  oberen  und  unteren 
Seite  werden  durch  das  Zusammenstossen  der  Flüchen  § P2  gebildet. 
Bei  den  meisten  Zwillingen  dieser  Art  liegt  oben  der  hintere  Kry- 
slall  rechts,  der  vordere  links,  so  dass  die  Furche  auf  der  oberen 
Seite  von  links  hinten  nach  rechts  vorn  verlauft**).  Auf  der  vor- 
deren und  hinteren  Seite  liegen  die  von  den  Flüchen  Poo  gebildeten 
einspringenden  Winkel. 

Bei  der  Untersuchung  von  aus  der  Schweiz  stammenden  Tita- 
niten  bemerkte  Hauy,  dass  diese  Kryslalle  auf  der  einen  Seile 
Flüchen  trugen,  welche  auf  der  anderen  fehlten,  und  vermuthele  da- 
her, dass  diese  Krystalle  durch  Teinperaturünderungen  elektrisch 
werden  würden.  Er  fand  in  der  Thal  auch  an  ihnen  bei  dem  nach 
Erhitzung  in  einer  Flamme  eintretenden  Erkalten  eine  elektrische 
Spannung,  die  jedoch  nur  schwach  war,  so  dass  er  hinzul'Ugt: 
»11  fallait  avoir  envie  de  la  trouver  pour  l’apercevoir;  mais  son  exi- 
stance  est  inconleslable«.  Die  Lage  der  elektrischen  Pole  vermochte 
er  nicht  zu  bestimmen.  Er  beobachtete  überhaupt  das  Auftreten  der 
Thermoelektricitüt  nur  an  gewissen  Titaniten,  und  brachte  dasselbe  mit 
der  von  ihm  angegebenen  asymmetrischen  Bildung  in  Beziehung***). 

*)  Wenn  wir  den  Krystall  auf  eine  Fläche  0 P gelegt  denken,  heisse  A die 
obere,  fl  die  untere  Seile,  C die  hintere.  I)  die  vordere.  E (Nr.  iS  bis  31)  der 
linke  und  F der  rechte  Hand. 

**)  Nur  bei  einem  einzigen  Zwillinge  fand  ich  die  Lage  entgegengesetzt,  und 
die  Furche  verlief  von  rechts  hinten  nach  links  vorn. 

***)  Hauy,  Traite  de  mineral.  II.  Edil.  fid.  IV.  S.  36.  Ich  habe  au  den  sehr 
zahlreichen  von  mir  untersuchten  Krvslallen  keine  heinimorphe  Bildung  wahrge- 

Atibamll.  <1.  d.  S.  Ur**]|*ch.  d.  Wissensch.  XX.  40 
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In  meiner  Habilitationsschrift ' habe  ich  im  Jahre  I HK)  eine 
Untersuchung  sowohl  der  einfachen  Titanitkrystulle,  als  auch  der 
Zsviilingc  in  Bezug  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  veröffent- 
licht, und  die  Lage  von  vier  elektrischen  Polen  angegeben.  Bei 
den  einfachen  Titanitkry  stallen  entdeckte  ich  zwei  sich  kreuzende 
elektrische  Axen , welche  die  für  damals  besondere  Merkwürdig- 
keit darholen,  dass  jede  an  ihren  beiden  Enden  dieselbe  elektrische 
Polaritüt  besass.  Die  bei  der  Abkühlung  an  beiden  Enden  |>osilivc 
Axe  fand  ich  zwischen  den  beiden  Flüchen  0 /*  oder  zwischen  den 
beiden  von  0 /'  und  $P oo  gebildeten  Kanten;  die  heim  Erkalten  an 
beiden  Enden  negative  zwischen  den  beiden  Flüchen  oder  den 
beiden  von  j Pao  und  P co  gebildeten  Kanten. 

Bei  Zwillingskrystallen,  auf  welchen  sich  sehr  starke  elektrische 
Spannungen  entwickelten,  beobachtete  ich  ferner  in  einzelnen  Polen 
eine  Umkehrung  der  elektrischen  Polarität  in  höheren  Temperaturen, 
wiihrend  ich  eine  solche  bei  den  weniger  stark  elektrischen  ein- 
fachen Kryslallcn,  au  welchen  die  Versuche  angestelll  wurden,  mit 
den  damaligen  ilülfsmitteln  nicht  nachweisen  konnte. 

Kiess  und  G.  Kose  erwähnen  in  ihrer  Abhandlung  Uber  die 
Pyroelektrieitat  der  Mineralien“)  nur,  dass  drei  von  ihnen  unter- 
suchte Titanitkryslalle  bei  Temperaluründerungen  elektrische  Span- 
nungen gezeigt  haben.  Die  Lage  der  elektrischen  Pole  wurde  von 
ihnen  nicht  bestimmt,  weil  die  benutzten  Krystalle  aus  zwei  durch- 
wachsenen Indixiducn  bestanden.  Eine  Umkehrung  der  Polaritäten 
hei  höheren  Temperaturen  vermochten  sie  nicht  wahrzunehmen. 

Da  mir  für  meine  früheren  Beobachtungen  nur  eine  sehr  ge- 
ringe Anzahl  von  Tilanitcn  zur  Verfügung  stand,  so  habe  ich  mich 
fortwährend  bemüht,  für  eine  umfassende  Untersuchung  des  thermo- 
elektrischen Verhaltens  dieses  Minerales  brauchbare  Krystalle  zu  er- 
langen, und  es  ist  mir  dies  auch  in  dem  langen  Zeiträume  von  vier- 
zig Jahren  gelungen,  so  dass  ich  mit  Zuhülfenahme  der  von  be- 
freundeten Uollegen  geliehenen  Individuen  in  den  Stand  gesetzt 
worden  hin,  das  zuvor  bezeichnet  Ziel  zu  erreichen. 

nominell ; auch  beweist  das  thermoelektrische  Verhalten,  dass  der  Tilanit  nicht  he- 
mimorph  ist. 

*)  Ouaeslionis  de  Iherinoelectricitate  pars  altera.  Halae  IHlö.  S.  19. 

••)  Abhandl.  d.  Berl  Akud.  1843.  S.  35. 
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A.  Thermoelektrisches  Verhallen  der  Titanitkrj  stalle 
nach  einer  Erhitzung  bis  100"  C. 

Ich  habe  bereits  erwähnt,  dass  bei  meinen  früheren  Unter- 
suchung an  Xwilligskrystallen  eine  Umkehrung  der  elektrischen  Po- 
laritäten in  höheren  Temperaturen  beobachtet  wurde.  Dieselbe  ist 
jedoch,  wie  ich  auch  damals  schon  vermuthete,  nicht  auf  die  Zwillings- 
krystalle  beschränkt,  sondern  tritt  auch  an  einfachen  Individuen  auf. 
Es  erscheint  mir  indess  zweckmässig,  zunächst  die  elektrische  Ver- 
theilung  festzustellen , wie  sie  auf  den  Titanitkrystallen  sich  zeigt, 
wenn  die  Temperaturänderungen  100"  C.  nicht  Überschreiten. 

a.  Einfache  Krystalle. 

Behufs  Darlegung  des  elektrischen  Verhallens  der  einfachen  Ti- 
tanitkry  stalle  bilde  ich  auf  den  beifolgenden  Tafeln  eilf  einfache  Kry- 
stalle*) (Nr.  I bis  Nr.  II,  Taf.  II.  und  Taf.  III.)  in  zwei  Projeclionen 
und  zwei  (Nr.  12  und  Nr.  13  Taf.  III.)  in  ihren  Netzen  ab.  Die  Zeich- 
nungen sind  thcils  in  natürlicher,  theils  in  doppelt  linearer  Grösse, 
wie  dies  durch  die  beigesetzten  Zeichen  l/l  und  2/1  angedeutet  ist, 
uusgcftlhrl.  Die  ersten  eilf  Krystalle  sind  ringsum  ziemlich  voll- 
kommen ausgebildet,  die  beiden  letzten  (Nr.  1 2 und  1 3)  dagegen  an 
dem  oberen  Ende  verbrochen. 

Um  die  Flächen  in  den  Zeichnungen  in  möglichster  Grösse  er- 
scheinen zu  lassen,  habe  ich  die  Projeclionen  A und  II  für  die  Kry- 
stalle Nr.  1 bis  11  so  gewählt,  dass  tlie  Flächen  | T’oo  mit  der  Ebene 
des  Pupieres  parallel  liegen.  In  diu  Projectionen  und  Netze  sind  diu 
beim  Erkalten  beobachteten  elektrischen  Spannungen  eingetragen 
worden. 

Die  auf  den  Tafeln  abgebildeten  dreizehn  einfachen  Krystalle 
lassen  sich  ihrer  Form  nach  in  drei  Gruppen  theilen. 

Erste  Gruppe:  Nr.  1 bis  Nr.  6 Taf.  II.  Diese  Krystalle  wer- 
den vorzugsweise  von  den  Flüchen  0 /*,  } Pca,  Poo  und  oo  P be- 
grenzt, und  bilden  mehr  oder  weniger  niedrige  Tafeln.  Bei  den 
Krystallen  Nr.  1 bis  l erscheinen  ausserdem  die  Flächen  J Pi,  und 
bei  Nr.  1 auch  noch  die  Flächen  l Pi  und  ooP'A  '*). 

*)  Untersucht  wurden  überhaupt  SS  Titanilkrystatle,  von  denen  die  meisten 
allseitig  von  Kry.slallftachen  begrenzt  waren. 

**  In  die  Zeichnungen  sind  nur  die  grösseren  Fluchen  aufgenommen. 
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Die  Krystalle  Nr.  1 bis  i haben  eine  durch  Chloritl>eimengungen 
erzeugte  braungrilnliche  Färbung;  Nr.  5 und  6 sind  grauweisslich, 
an  mehr  oder  minder  grossen  Stellen  der  Oberfläche  mit  Chlorit 
überzogen. 

Zweite  Gruppe:  Nr.  7 bis  Nr.  I I Taf.  II  und  Taf.  III.  Die 
Krystalle  werden  begrenzt  von  den  Flächen  0 J Poo,  Poo  und 
l P i : bei  Nr.  10  und  II  treten  hiezu  noch  sehr  kleine  Flächen  von 
ooP  und  oo  Pli.  Die  Farbe  von  Nr.  7 bis  9 ist  weisslichgrau  mit 
mehr  oder  minder  starkem  Anfluge  von  Chlorit ; die  Krystalle  Nr.  1 0 
und  II  (Taf.  III.)  sind  graugrünlich,  und  auf  den  Flächen  i Pi  und 
den  schmalen  Flächen  Poo  stark  glänzend , während  die  Flächen 
0 /'  und  J Poo  matt  erscheinen.  Die  beiden  letzten  Krystalle  Nr.  I 0 
und  1 1 stammen  von  Tavetsch,  während  Tür  die  übrigen  allgemein 
die  Schweiz  als  Fundort  angegeben  ist. 

Dritte  Gruppe:  Nr.  12  und  Nr.  13  Taf.  III.  Die  beiden  sehr 
kleinen  aus  Tyrol  stammenden  Krystalle  von  graugrtlnlicher  Farl>e 
sind  an  dem  einen  (oberen)  linde  verbrochen.  Sie  stellen  dünne 
prismatische  Nadeln  vor,  deren  Seitenflächen  von  den  Flächen  i P i 
gebildet  werden.  An  dem  unteren  auskryslallisirlen  Ende  treten 
zwei  Flächen  ooP'i  auf,  deren  Kante  durch  sehr  schmale  Flächen 
oo P zugeschärft  wird. 

Die  Krystalle  Nr.  3,  7,  1 2 und  1 3 sind  mir  von  Herrn  Berg- 
rath Weisbach,  und  die  Krystalle  Nr.  10  und  II  von  Herrn  Pro- 
fessor v.  Quenstedt  freundlichst  geliehen  worden. 

Das  elektrische  Verhalten  der  einfachen  ringsum  ausgebildelen 
Tilanitkrystalle  lässt  sich  im  Allgemeinen  in  folgender  Weise  kurz 
aussprechen : beim  Erkalten  sind  die  Enden  der  verticalen  Axe  und 
der  Orthodiagonale  positiv,  die  Enden  der  Klinodiagonale  negativ  '). 
Der  Titanit  gleicht  hiernach  in  thermoelektrischer  Beziehung  dem 
Orthoklase. 

Da  in  den  ungleichaxigcn  Systemen  zwei  von  den  drei  Krvslall- 
axen  dieselbe  Polarität  annehmen  müssen,  so  tritt  sehr  häutig  eine  der 


•)  Die  an  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale  liegenden 
elektrischen  Pole  sind  die  beiden  von  mir  im  Jahre  1 8<0  bereits  aufgeslelllen. 
Oie  an  den  Ernten  der  Orthodiagonale  befindlichen  Pole  konnten  bei  dem  da- 
maligen l'nlersuchungsN  er  fahren  nicht  wohl  beobachtet  werden. 
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beiden  elektrisch  gleichnamigen  Axen  in  ihrer  Intunsiütt  gegen  die 
andere  zurück.  So  ist  bei  den  sächsischen  Topasen  die  positive 
Elektricität  an  den  Enden  der  Hauplaxe,  und  die  negative  auf  den 
mnkrodiagonalcn  Seitenkanten  und  deren  Umgebung  ziemlich  stark 
und  ausgedehnt , während  die  positive  auf  den  brachydiagonalen 
Seitenkanten  nur  schwach  und  in  geringer  Ausdehnung  auftritt. 
Ebenso  ist  beim  Orthoklase  die  verticale  Axe  an  ihren  Enden  stark 
positiv,  die  Klinodiagonalc  stark  negativ ; dagegen  erscheint  die  po- 
sitive Spannung  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  nur  in  geringer 
Intensität.  Beim  Prehnit  sind  die  Enden  der  Hauptaxe  stark  nega- 
tiv, die  Enden  der  Brachydiagonalc  stark  positiv,  wogegen  die  nega- 
tive Elektricität  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  nur  eine  geringe 
Stärke  besitzt. 

Ähnlich  verhält  sich  der  Titanit : während  die  positive  Spannung 
an  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  die  negative  an  den  Enden 
der  Klinodiagonale  stark  hervortreten,  erscheint  bei  den  flachen  tafel- 
förmigen Krystallcn  von  rhombischer  Form  die  positive  Spannung  an 
den  Enden  der  Orthodiagonale  nur  schwach ; ja  die  fast  zugespitzlen 
Enden  derselben  zeigen  infolge  der  Ausbreitung  der  negativen  Pola- 
rität über  die  grossen  Flächen  \-Poo  bisweilen  gar  keine  elektrische 
Spannung  oder  auch  wohl  eine  sehr  geringe  negative.  So  sind  an 
den  Krystallcn  Nr.  1 und  Nr.  6 beide  Enden  der  Makrodiagonale 
positiv,  an  Nr.  2 und  Nr.  5 zeigt  nur  das  eine  Ende  positive  Span- 
nung, während  das  andere  unelcktrisch  oder  auch  schwach  nega- 
tiv ist;  bei  Nr.  3 und  Nr.  4 konnte  keine  Elektricität  an  den  betreffen- 
den Punkten  wahrgenommen  werden. 

Anders  wird  aber  das  Verhalten,  wenn  durch  das  Auftreten  der 
Flächen  4 TH  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  eine  etwas  längere 
Kante  entsteht  ; dann  erscheint  auf  denselben  eine  starke  positive 
Spannung,  wie  solche  bei  den  Krystallen  Nr.  7 bis  Nr.  1 1 beob- 
achtet wird. 

Die  Vertheilung  der  beiden  Elektritätcn  auf  den  Kryslall flächen 
gestaltet  sich  nun  folgendermassen.  Bei  den  Krystallen  Nr.  I bis 
Nr.  6,  welche  im  Allgemeinen  eine  rhombische  Form  mit  spitz  zu- 
laufenden Enden  der  Orthodiagonale  besitzen,  sind  die  schiefen  End- 
flächen 0 P meistens  in  ihrer  ganzen  freilich  nicht  grossen  Ausdehnung 
positiv,  und  es  erstreckt  sich  diese  positive  Polarität  auch  noch  auf 
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den  anliegenden  Theil  der  Flachen  J Pro,  wobei  auf  breiteren  Kry- 
stallen  die  eleklrische  Spannung  nach  den  Seiten  (den  Enden  der 
Orthodiagonale)  hin  starker  ist  als  in  der  Mitte;  wohl  eine  Folge 
der  den  Enden  der  Orthodiagonale  zukommenden  positiven  Polarität. 
Der  übrige  Theil  der  Flachen  1 Pro  ist  negativ,  und  eben  diese 
Spannung  zeigen  auch  die  Flachen  Poo,  entweder  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  oder  nur  auf  dem  an  die  Flächen  i Poo  grenzenden 
Theile,  während  der  den  Flächen  0 P benachbarte  Theil  an  der  elek- 
trischen Beschaffenheit  dieser  letzteren  Flächen  thcilnimmt  und  also 
positiv  erscheint.  Auf  den  Flächen  oo  P beobachtet  man,  wenn  sie 
nicht  zu  schmal  sind,  auf  den  Theilon,  welche  an  die  Flächen  0 P 
grenzen  (Nr.  1),  positive  Spannung,  welche  sich  dann  von  hier  aus 
nach  den  Enden  der  Orthodiagonale  hinzieht*). 

Für  die  Kryslalle  Nr.  7 bis  Nr.  1 1 gilt  in  Betreff  der  elektrischen 
Verlheilung  auf  den  Flächen  OP,  j Pro  und  P oo  die  zuvor  gemachte 
Angabe.  Dagegen  tritt  nun  bei  ihnen  auf  den  an  den  Enden  der 
Orthodiagonale  liegenden  Kanten  der  Flächen  4J?i  eine  starke  posi- 
tive Spannung  auf,  welche  auf  den  langen  Kanten  der  Krystallc 
Nr.  1 0 und  Nr.  I I sehr  stark  ist,  und  ihre  grösste  Intensität  in  der 
Mitte  hat. 

Bei  den  beiden,  am  oberen  Ende  verbrochenen,  von  den  Flächen 
4^*4,  ootP3  und  oo  P begrenzten  nadelförmigcn  Krystallen  Nr.  12 
und  Nr.  13  ist  das  obere  verbrochene  und  ebenso  das  untere  die 
Flächen  oo  P 3 und  oo  P tragende  Ende  positiv.  Die  von  den  Flächen 
4 P 4 im  klinodiugonalen  Hauptschnitte  gebildeten  Kanten  zeigen  nega- 
tive Spannung;  auf  den  von  den  Flächen  4 P 4 an  den  Enden  der 
Orthodiagonale  gebildeten  Kanten  vermag  dagegen  die  positive  Span- 
nung nicht  überall  hervorzulreten ; es  erscheinen  manche  Stellen 
dieser  Kanten  uneleklrisch  oder  zeigen  auch  wohl  eine  sehr  schwache 
negative  Spannung. 

b.  Z w i lli  ngskry  stalle. 

In  meinen  früheren  Abhandlungen  habe  ich  gezeigt,  dass  die 
thermoelektrische  Verlheilung  auf  den  Krystallen  des  Aragonits, 

*)  Bei'  der  in  die  Zeichnung  Nr.  I eingetragenen  Beobachtiingsreihc  wurde  in- 
folge  der  getroffenen  Einhüllung  des  Krystalles  in  das  Kupferfeilichl  auf  der  einen 
Fläche  oo  /’  die  positive  Spannung  nicht  wahrgenommen ; cs  liegen  mir  aber  an- 
dere fieobachlungsreihen  vor,  in  denen  sie  deutlich  bervorlral. 
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Kalkspathes,  Gypses,  Orthoklases  und  Penklins  durch  die  Zwillings- 
hildung  nicht  geändert  wird  ; auf  den  verschiedenen  Stellen  der  Ober- 
fläche der  Zwillinge  und  selbst  der  mehrfach  zusammengesetzten 
Krystalle  tritt  dieselbe  Polarität  auf,  wie  sie  an  denselben  auf  ein- 
fachen Individuen  erscheint.  Dieser  Ausspruch  gilt  beim  Tilanit  zwar 
noch  von  der  grössten  Anzahl  der  Zwillinge;  bei  manchen  treten 
jedoch  infolge  der  Zwillingsbildung  Abweichungen  ein.  Es  lassen 
sich  diese  Abweichungen  mit  denen  vergleichen,  welche  auch  auf 
einfachen  Krystallen  infolge  des  Einflusses  der  Anwachsung  sich 
zeigen*).  Bei  den  einfachen  Titanitkrystallen,  welche  ringsum  aus- 
gebildet waren,  habe  ich,  wie  die  vorhergehende  Darstellung  zeigt, 
keine  wesentlichen  Verschiedenheiten  in  der  elektrischen  Vertheiiung 
beobachtet.  Auf  den  Zwillingen  scheinen  namentlich  Störungen  dann 
einzutreten,  wenn  die  beiden  Individuen  derselben  eine  ungleiche 
Grösse  und  Ausbildung  besitzen,  während  bei  gleicher  Grösse  und 
Gestaltung  die  normale  Vertheiiung  erhalten  bleibt. 

«.  Aneinander  gewachsene  Krystalle. 
aa.  Ein  kleiner  Kryslall  in  der  Milte  der  einen  Fläche 
iPoo  eines  grösseren  angewrachsen.  • 

Bei  beiden  Krystallen  {Nr.  14  und  Nr.  15  Taf.  III.)  von  grauer, 
durch  Chlorit  etwras  grünlicher  Färbung  ist  das  grössere  Individuum 
vollständig  ausgebildet,  und  wird  begrenzt  von  den  Flächen  OP, 

}P oo,  Po o,  oo  P und  4J?4.  Nr.  15  besitzt  in  der  Richtung  der 
Orlhodiagonale  eine  etwas  grössere  Breite  als  Nr.  1 4.  Auf  der  einen 
Seite  (A)  ist  auf  der  Fläche  {P oo  bei  Nr.  14  ein  sehr  kleiner,  bei 
Nr.  1 5 ein  etwas  grösserer  Krystall  aufgewachsen. 

Beide  Zwillinge  zeigen  nun  in  elektrischer  Beziehung  Überein- 
stimmend das  Eigenthümliche,  dass  auf  der  Seite  A fast  überall  ne- 
gative, dagegen  auf  der  Seile  II , auf  welcher  keine  Spur  des  an- 
deren Krystalles  sichtbar  ist,  fast  überall  positive  Spannung  auftritt. 
Auf  der  Seite  A erscheint  die  positive  Spannung  nicht  auf  der  Fläche 
0/’;  denn  die  am  rechten  und  linken  Rande  liegenden  positiven 
Stellen  gehen  von  den  an  den  Enden  der  Orlhodiagonale  liegenden  , 
Polen  aus.  Auf  der  Seite  I)  erscheint  die  negative  Polarität  bei 

*)  Vergl.  oben  S.  357. 
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Nr.  1 4 nur  seitlich  am  Hamle  der  Fläche  { Poo  gegen  Poo  hin,  und 
bei  Nr.  15  auf  einer  kleinen  Stelle  in  der  Milte  der  Kante  von  } Poo 
mit  0 P.  Die  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  von  den  Flächen 
i PI  gebildeten  Kanten  sind  positiv,  und  zwar  wächst  bei  den  län- 
geren Kanten  des  Krystalles  Nr.  1 4 die  Intensität  in  der  Richtung 
von  hinten  nach  vorn. 

8ß.  Beide  Individuen  von  gleicher  Breite  und  Länge. 

Krystall  Nr.  1 (>  Ta f.  III.  An  dem  Zwillingskrystalle  Nr.  Hi 
linden  sich  die  Flächen  0/’,  J Poo,  Poo,  ooP  und  | Pi.  Am  linken 
Ende  der  Orthodiagonale,  so  wie  an  der  von  den  Flächen  J Poo  ge- 
bildeten Kante  («6}  hat  er  angelegen,  und  ist  daher  an  den  betreffen- 
den Stellen  mangelhaft  ausgebildct.  Seine  Masse  ist  ziemlich  durch- 
sichtig und  grllnlich  gefärbt. 

Das  elektrische  Verhalten  entspricht  im  Allgemeinen  dem  auf 
den  einfachen  Individuen  beobachteten.  Die  Flächen  0 P nebst  den 
anliegenden  Theilen  der  Flächen  J Poo  sind  positiv,  mit  Ausnahme 
einer  kleinen  Stelle  auf  der  Fläche  OP  neben  der  Kante  von  0 P 
und  J Poo  (Fig.  10Ö),  wo  schwache  negative  Eleklricität  aullritt. 
Die  von  den  Flächen  j Poo  der  beiden  Individuen  am  vorderen 
Hände  n b gebildete  Kante  bleibt  noch  positiv ; dagegen  erscheint  in 
dem  von  den  Flächen  Poo  gebildeten  einspringenden  Winkel  C sehr 
starke  negative  Spannung. 

Krystall  Nr.  17  Taf.  III.  Bei  diesem  Krystalle  sind  die  Flächen 
| Poo  kleiner,  die  Flächen  \ Pi  dagegen  breiter  als  bei  dem  vor- 
hergehenden ; es  nähert  sich  also  seine  Gestalt  schon  sehr  den  in 
Nr.  1 8 bis  22  abgebildeten.  Seine  Masse  ist  grün  und  durchsichtig, 
jedoch  stellenweise  durch  fremdartige  Einschlüsse  getrübt.  Das  obere 
in  der  Zeichnung  A sichtbare  Individum  ist  etwas  dünner  als  das 
darunter  liegende. 

Auf  der  Seite  A ist  die  Fläche  0 P zum  grössten  Theile  posi- 
tiv, nach  der  Fläche  i Poo  hin  aber  negativ;  auf  der  unteren  Seite  Ii 
wird  überall  nur  positive  Spannung  gefunden,  ebenso  auch  auf  der 
kurzen  ani  vorderen  Hände  von  den  Flächen  J Poo  der  beiden  In- 
dividuen gebildeten  Kante.  In  dem  von  den  Flächen  Poo  beider 
Individuen  auf  der  hinteren  Seite  gebildeten  Winkel  C tritt  starke 
negative  Spannung  auf. 
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An  diesem  Zwilling  Nr.  17  sass  ursprünglich  auf  der  in  II  ab- 
gcbildetcn  Seile  noch  ein  anderer  kleiner  Tilanil.  Beim  Absprengen 
desselben  zerbrach  der  grosse  Krystall  nach  der  durch  aß,  f 8 he- 
zeichnelen  Flüche.  Bei  der  zuvor  erwähnten  Untersuchung  wurden 
die  beiden  Stücke  dicht  aneinander  geschoben. 

Ich  habe  die  dargebotene  Gelegenheit  benutzt,  die  elektrische  Ver- 
theilung  auf  den  beiden  Bruchflächen  zu  bestimmen ; dieselben  sind 
in  Fig.  17  G und  II  gezeichnet.  Wie  man  sieht,  gleicht  die  elek- 
trische Vertheilung  auf  der  einen  Bruchfläche  genau  der  auf  der  an- 
deren beobachteten ; beide  Flächen  sind  im  Ganzen  positiv,  nur  tritt 
nach  dem  hinteren  einspringenden  Winkel  und  nach  oben  hin  eine 
schwache  negative  Spannung  auf.  Nach  der  unteren  Seile  II  hin 
wächst  die  positive  Spannung,  was  mit  dem  Umstande  zusammen- 
hängt, dass  auf  der  Seite  II  überhaupt  eine  starke  positive  Eleklri- 
citäl  herrscht. 

Kry stalle  Nr.  18,  Nr.  19  und  Nr.  20  Taf.  111.  Die  drei  Kry- 
stalle  Nr.  18,  19  und  20  werden  fast  nur  von  den  Flächen  0 
Poo  und  | P2  begrenzt.  Die  Farbe  von  Nr.  20  ist  grün,  von  Nr.  18 
und  19  gelblichgrün.  Die  Masse  aller  drei  Zwillinge  ist  durchsichtig 
und  ziemlich  rein.  Die  Dicke  der  beiden  die  Zwillinge  Nr.  18  und 
19  bildenden  Individuen  ist  nahe  gleich  gross;  bei  Nr.  20  erscheint 
die  Dicke  des  auf  der  oberen  Seite  A sichtbaren  ein  wenig  geringer 
als  die  des  unteren. 

Die  Krystalle  Nr.  18  und  19  zeigen  nun  die  gewöhnliche  elek- 
trische Vertheilung*);  die  Flächen  0 P und  \P2  sind  auf  beiden 
Seilen  positiv,  der  von  den  Flächen  Poo  auf  der  hinteren  Seite  ge- 
bildete einspringende  Winkel  C aber  negativ.  Da  die  positive  Span- 
nung Uber  einen  grösseren  Theil  der  Oberfläche  ausgebreitet  ist,  als 
die  negative,  so  erreicht  ihre  Intensität  nirgends  die  grösste  Stärke 
der  auf  einen  kleineren  Kaum  beschränkten  negativen.  Übrigens  sind 
die  elektrischen  Spannungen  auf  diesen  beiden  Kryslallen  überhaupt 
nur  gering. 

Bei  dem  Krystalle  Nr.  20  zeigt  zwar  die  obere  Seite  A posi- 
tive Elektricität,  dagegen  die  untere  II  ebenso  wie  der  einspringende 


*)  Eben  dies  giü  auch  von  einem  kleineren,  auf  den  Tafeln  nicht  abgcbildcten 
Zwillinge  gleicher  Gestalt . 
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Winkel  auf  der  hinteren  Seile  negative.  Die  negative  Spannung 
tritt  also  auf  der  Flüche  0 V des  etwas  dickeren  Krystallcs  auf. 
Durch  den  elektrischen  Gegensatz  zwischen  der  oberen  und  unteren 
Seite  ist  jedenfalls  die  grössere  Starke  der  auf  den  Flüchen  0 P auf- 
tretenden Spannungen  bedingt. 

Krystall  Nr.  21  Taf.  III.  Der  Zwilling  Nr.  21  ist  auf  der  un- 
teren Seile  etwas  unvollkommener  ausgcbildct  als  auf  der  oberen; 
das  untere  Individuum  hat  auch  eine  geringere  Dicke  als  das  obere. 
Auch  bei  ihm  ist  nur  die  eine  Seite  II  positiv,  die  andere  A nebst 
dem  einspringenden  Winkel  C negativ;  dabei  nimmt  auf  der  oberen 
Flüche  0 /'  die  negative  Spannung  nach  der  Mitte  hin  ab. 

Krystall  Nr.  22.  (Fig.  22  Taf.  III.)  Bei  diesem  Zwillinge  ist 
die  Dicke  des  unteren  Individuums  auf  ein  Minimum  rcducirt;  der 
einspringende  Winkel  wird  deshalb  nicht  mehr  sichtbar,  es  erscheint 
daselbst  nur  die  Flüche  Poo  des  oberen  Individuums.  Die  obere 
Seite  .4  ist  negativ,  die  untere  II,  so  wie  die  FTüche  Poo  {V)  positiv. 

[5.  Durchgewachsene  Krystalle. 

Schon  oben  S.  581  habe  ich  erwühnt,  dass  wir  zwei  verschie- 
dene Formen  dieser  Zwillinge  unterscheiden  können.  Bei  der  ersten 
Gruppe  werden  die  beiden  Individuen  vorzugsweise  von  den  Flüchen 
0 J Poo.  Pro  und  oo  /*  begrenzt,  zu  welchen  noch  kleine  Flüchen 
5 Pi  und  4 Pi  hinzutrelen,  während  bei  der  zweiten  die  Flüchen 
0 /’,  \Pi  und  Poo  vorwalten. 

io.  Erste  Gruppe. 

Krystall  Nr.  23  Taf.  III.  Dieser  Zwilling  bestellt  aus  einem 
grösseren  dünnen  tafelartigen  Individuum  von  der  Form  wie  Nr.  2, 
wozu  noch  üusserst  kleine  Flüchen  \Pi  treten.  Dieses  grössere  In- 
dividuum ist  von  einem  zweiten  ziemlich  kleinen,  auch  dünn  tafel- 
förmigen, das  aus  seinen  beiden  Flüchen  J Poo  herausragt,  in  Zwillings- 
stellung durchwachsen.  Wie  die  in  Fig.  23  eingetragenen  Beob- 
achtungen zeigen,  ist  die  elektrische  Verlheihing  auf  dem  grossen 
Krystalle  völlig  normal.  Auf  dem  kleinen  konnte  seiner  geringen 
Grösse  wegen  eine  genauere  Bestimmung  nicht  ausgeführt  werden. 

Krystall  Nr.  24  Taf.  III.  Bei  diesem  von  Tavetsch  stammen- 
den Zwillinge  sind  die  beiden  Individuen  in  ihrer  Grösse  weniger 
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ungleich.  Ausser  den  Flächen  0/*,  J Poo,  poo  unil  ooP  finden  sich  noch 
kleine  Flächen  4 Pi.  Die  Masse  ist  graulich  gefärbt  und  undurch- 
sichtig, mit  sehr  geringem  Anfluge  von  Chlorit. 

Auf  der  oberen  Seite  A tritt  die  negative  Spannung  in  grösserer 
Verbreitung  auf,  als  auf  der  unteren  1t.  An  dem  vorderen  (/>)  und 
hinteren  Ende  (C)  Gndet  sich  rechts  und  links  auf  den  daselbst  auf- 
tretenden Flächen  oo  P positive  Spannung,  während  in  der  Mitte  der 
Rinne  die  negative  Polarität  erscheint. 

Krystall  Nr.  25  Taf.  III.  Der  ebenfalls  von  Tavetsch  stammende 
Krystall  Nr.  25  gleicht  dem  vorhergehenden  an  Gestalt,  ist  aber  durch 
Chlorit  grünlichgrau  gefärbt.  Seine  Flächen  sind  glatt. 

Auf  der  oberen  und  unteren  Seite  tritt  die  negative  Spannung 
sehr  zurück;  sie  erscheint  nur  an  einzelnen  Stellen  der  von  den 
Flächen  .]Poo  gebildeten  Kinne.  Dagegen  findet  sie  sich  im  Grunde 
der  von  den  beiden  Flächen  Poo  gebildeten  Rinne  auf  der  vorderen 
und  hinteren  Seite ; jedoch  tritt  an  den  nach  den  Flächen  0 P ge- 
legenen Rändern  der  Flächen  Poo  zum  Theil  auch  die  positive 
Spannung  auf. 

Krystall  Nr.  26  Taf.  III.  Dieser  Zwilling  hat  mit  dem  vorher- 
gehenden gleiche  Gestalt  und  Beschaffenheit  und  stammt  ebenfalls 
von  Tavetsch.  An  dem  linken  Ende  der  Orthodiagonalc  ist  er  durch 
Bruch  etwas  verletzt. 

Auf  der  oberen  Seite  A,  wo  der  eine  Krystall  grösser  ist  als 
der  andere,  tritt  in  der  von  den  Flächen  } Poo  gebildeten  Rinne  und 
ihrer  Umgebung  die  negative  Spannung  stark  und  so  weit  ausgedehnt 
auf,  dass  die  positive  nur  an  dem  Rande  der  grösseren  Fläche  0 P 
erscheint.  Dagegen  wird  auf  der  unteren  Seite,  wo  die  beiden 
Flächen  OP  nahe  gleiche  Grösse  besitzen,  die  negative  Spannung, 
wenn  die  ganze  obere  Seite  frei  liegt,  durch  die  positive  der  um- 
liegenden Theile  verdeckt;  werden  die  positiven  Stellen  möglichst 
mit  Kupferfeilicht  bedeckt,  so  ist  in  der  Mitte  der  Rinne  die  nega- 
tive Spannung  wahrnehmbar.  In  den  von  den  Flächen  Poo  gebil- 
deten einspriugenden  Winkeln  (C  und  l)\  zeigt  sich  starke  negative 
Spannung. 

Krystall  Nr.  27  Taf.  III.  Der  Krystall  Nr.  27  aus  dem  Pfunder- 
llial  ist  durchsichtig,  mit  Einschlüssen  von  Ghloril.  Er  bildet  schon 
eine  Art  Uliergang  zu  der  zweiten  Gruppe,  indem  an  dem  einen  In- 
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dividuum  auf  der  oberen  Seile  bereits  eine  Fläche  ü Pi  in  ziemlicher 
Grosse  auftritt.  Das  rechte  linde  der  ürthodiagonale  ist  unvollkommen 
ausgebildet.  Hei  ihm  erscheint  die  negative  Spannung  nur  in  der 
Milte  der  unteren  Seile  II ; die  obere  Seile  A ist  Überall  positiv. 

ßjj.  Zweite  Gruppe. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  werden,  wie  bereits  S.  581  ange- 
geben, vorzugsweise  von  den  Flächen  0 1\  J Pi  und  Poo  begrenzt, 
während  die  Flächen  i P oo  sehr  zurllcktreten  oder  kaum  wahrnehm- 
bar sind. 

Die  vier  Krystalle  Nr.  28,  29,  30  und  31  stammen  aus  der 
Nähe  von  Obersulzbach;  ihre  Masse  ist  durch  Chlorit  grün  gefärbt; 
ihre  Flächen  zeigen  sehr  starken  Glanz. 

Der  Krystall  Nr.  28  bildet  gewissermassen  den  Übergang  von 
der  ersten  Gruppe  zur  zweiten,  indem  bei  ihm  die  Flächen  'tPoo 
noch  in  mässiger  Grösse  vorhanden  sind,  so  dass  der  mittlere  Theil 
der  Zwillingsfurche  auf  der  oberen  und  unteren  Seite  parallel  der 
Orthodiagonale  verläuft.  Bei  den  übrigen  drei  Kryslallen,  an  welchen 
die  Flächen  ] Poo  kaum  sichtbar  sind,  hat  die  von  den  Flächen 
* Pi  gebildete  Furche  die  Richtung  von  links  hinten  nach  rechts  vorn. 

In  elektrischer  Beziehung  treten  dieselben  Verhältnisse  ein,  wie 
bei  den  früheren  Krystallcn.  Die  Flächen  0 V sind  im  Allgemeinen 
positiv,  und  es  wächst  dabei  die  Intensität  nach  der  von  dem  zweiten 
Individuum  abgewandlen  Seite  hin.  Die  von  den  Flächen  4 Poo  oder 
jj  Pi  gebildeten  F'urchen  erscheinen  mehr  oder  weniger  negativ.  Die 
von  den  Flächen  Poo  auf  der  v orderen  und  hinteren  Seite  gebildeten 
Binnen  sind  negativ,  mit  Ausnahme  von  Nr.  28,  bei  welchem  sie 
zum  Theil  positiv  erscheinen,  jedoch  in  ihrem  Grunde  schwächer  als 
auf  den  nach  den  Flächen  0 P hin  gelegenen  Rändern  der  Flächen 
Poo.  Die  auf  der  rechten  und  linken  Seite  durch  den  Durchschnitt 
zweier  F'lächen  \ Pi  desselben  Individuums  gebildeten  kanten  zeigen 
überall  positive  Spannung. 

II.  Elektrisches  Verhalten  beim  Erhitzen  Uber  100“  C. 

Bereits  1 840  habe  ich,  wie  früher  erwähnt,  in  meiner  llabi- 
lalionsschrift  mitgetheill,  dass  auf  den  Titaniten  bei  höheren  Tempe- 
raturen Umkehrungen  in  den  elektrischen  Polaritäten  cintreten,  wie 
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ich  solche  früher  auch  bei  den  Boracilkrystallen  *)  beschrieben  habe. 
Damals  konnte  ich  wegen  Mangels  an  geeigneten  Krystallen  diese 
Umkehrungen  nur  an  Zwillingskryslallen  nachvveisen,  sprach  aber  die 
Vermutlmng  aus,  dass  solche  auch  auf  den  einfachen  Individuen  sich 
zeigen  würden. 

a.  E i n f a c h e K r y s t a 1 1 e. 

Die  beiden  Krystalle  Nr.  10  und  II  Taf.  II.  zeichneten  sich, 
wie  wir  oben  sahen,  durch  grosse  Intensität  der  elektrischen  Span- 
nungen und  durch  die  vollkommen  normale  Vertheilung  der  beiden 
Polaritäten  auf  ihrer  Oberfläche  aus,  als  sie  nur  bis  1 00"  C.  erhitzt 
wurden,  und  schienen  daher  für  eine  Untersuchung  Uber  die  Um- 
kehrung bei  höheren  Temperaturen  sehr  geeignet. 

Zu  diesem  Zwecke  wurden  die  Krystalle  in  kupfernen  Schalen 
in  Eisenfeilicht  eingesetzt,  so  dass  nur  die  zu  prüfende  Stelle  frei 
blieb,  und  in  einem  ringsum  geschlossenen  Raume  bis  2I0“C.  er- 
hitzt. Sofort  nach  dem  Herausnahmen  begann  die  Beobachtung.  Bei 
diesem  Verfahren  traten  auf  den  Kanten  von  0 P und  * Poo,  sowie 
auf  den  Kittchen  Poo  nach  einiger  Zeit  der  Abkühlung  die  oben 
S.  586  angeführten  und  in  die  Nr.  1 0 und  1 1 Taf.  III.  eingetragenen 
Polaritäten,  also  auf  den  Kanten  zw  ischen  0 /*  und  $ Poo  positive  und 
auf  den  Flachen  Poo  negative  Elektricitat  auf ; die  entgegengesetzten 
konnten  an  den  bezeichnten  Punkten  nicht  wahrgenommen  werden. 

Anders  verhielten  sich  die  beiden  an  den  Enden  der  Orthodia- 
gonale  von  den  Kittchen  4 -PK  gebildeten  Kanten.  Bald  nach  dem 
Beginn  der  Abkühlung  entstand  eine  negative  Spannung,  welche  bis 
auf  — 5 Skth.  an  wuchs,  und  dann  bei  weiterem  Erkalten  in  die 
positive,  die  allmählich  bis  — 1 0 oder  1 2 Skth.  stieg,  überging. 

Die  Grenze  der  Temperatur,  bei  welcher  die  Umkehrung  ein- 
tritt,  Hess  sich  angenühert  auf  folgende  Weise  bestimmen.  Wurde 
der  Krystall  bis  135“  C.  erhitzt,  so  erschien  ebenso  wie  zuvor,  wo 
die  Temperatur  bis  210"  gesteigert  worden,  auf  den  am  Ende  der 
Orthodiagonale  liegenden  Kanten  zuerst  negative,  wenn  auch  schwächere, 
und  dann  positive  Spannung.  Hatte  die  Temperatur  nur  II0“G.  er- 
reicht, so  begannen  die  Kanten  sofort  negative  Spannung  zu  enl- 

*)  Diese  Abtiiimll.  Bit.  VI.  S.  149. 
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wickeln ; war  der  Krystall  bis  1 1 4 erhitzt  worden,  so  erschien 
die  Kante  zuerst  einige  Zeit , unelektriscli,  und  wurde  dann  positiv. 
Die  Temperatur,  bei  welcher  die  Umkehrung  der  Pole  einlritl,  liegt 
hiernach  also  ungefähr  bei  I 12"  C. 

Auf  dem  Krystall  Nr.  1 habe  ich  nur  an  einem  Pole,  nämlich 
an  dem  auf  der  oberen  Seite  .1  an  der  Kante  zwischen  J Pco  und 
Poo  liegenden,  eine  Umkehrung  mit  voller  Sicherheit  nach  weisen 
können.  Nach  einer  Erhitzung  bis  i 1 0"  tritt  hier  zuerst  positive 
Spannung  auf,  die  später  in  eine  negative  tibergeht. 

Ich  habe  die  Umkehrung  an  dieser  Stelle  auch  noch  durch  einen 
anderen  Versuch  bestätigt.  Der  Krystall  Nr.  I wurde,  bis  auf  die 
betreffende  Stelle  in  Eisenfeilicht  e.ingchulll,  auf  einem  kleinen  neben 
dem  Elektrometer  befindlichen  eisernen  Ofen ')  erhitzt.  Um  über  den 
Gang  der  Temperatur  wenigstens  eine  ungefähre  Angabe  zu  erhalten, 
stand  dicht  neben  dem  Kryslalle  in  dem  Eisenfeilicht  das  cylindrische 
Gefiiss  eines  Thermometers.  Innerhalb  des  kleinen  Ofens  befand  sich 
eine  Alkohollampe  mit  kleiner  Flamme.  Als  das  Thermometer  CO" 
zeigte,  begann  auf  der  bczeichnetcn  Kaule  sich  eine  positive  Span- 
nung zu  entwickeln,  die  bei  1 1 0"  ihr  Maximum  erreichte,  und  bei 
1 50“  in  eine  negative  verwandelt  war.  Die  Flamme  wurde  ausge- 
löschl,  als  das  Thermometer  auf  I HO"  stand,  lleim  Erkalten  erschien 
erst  bei  1 30"  eine  positive  Spannung,  die  sehr  lange  anhielt,  und 
als  das  Thermometer  40“  zeigte,  in  die  der  niederen  Temperatur 
entsprechende  negative  Uherging.  Dieser  späte  Eintritt  der  negativen 
Eleklricilät  ist  wohl  durch  den  Umstand  bedingt,  dass  erst  die  vor- 
hergehende positive  Spannung  durch  die  auflretendo  negative  über- 
wunden sein  muss,  bevor  diese  letztere  selbst  wahrnehmbar  wird. 


b.  Zwillingskry sta I le. 

Die  im  Jahre  1840  von  mir  veröffentlichten  Beobachtungen  Uber 
die  Umkehrung  gewisser  elektrischer  Pole  auf  dem  Tilanit  wurden 
an  dem  unter  Nr.  45  Taf.  III.  dieser  Abhandlung  beschriebenen 
Zwillinge  ausgefUhrt.  S.  58C  habe  ich  aber  gezeigt,  dass  die  bei 
Temperaturen  unter  100"  auf  diesem  Kryslalle  beobachtete  elektrische 
Vertheilung  nicht  die  normale,  sondern  eine  durch  das  Anwachsen 


*j  Verg!.  diese  Abliaodl.  Bd.  XIII.  S.  Siä 
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des  kleinen  Krystalles  wesentlich  gestörte  ist.  Anstalt  der  bei  nor- 
maler Vertheilung  im  klinodiagonalen  Hauplschnitlc  liegenden  vier 
Pole,  welche  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  erscheint  die 
obere  Seite  A (Nr.  15  Taf.  III.)  fast  Überall  negativ,  die  untere  Seite  lt 
aber  positiv.  Die  an  den  Enden  der  Orllmdiagonale  liegenden  posi- 
tiven Pole  habe  keine  Störung  erlitten. 

In  den  beiden  /ulet/t  genannten  Polen  um  Ende  der  Orlhodia- 
gonalc  tritt  nun  bei  höheren  Temperaturen  dieselbe  Umkehrung  ein, 
wie  ich  zuvor  S.  594  für  die  Kryslallc  Nr.  10  und  II  angegeben 
habe;  nach  einer  Erhitzung  bis  210"  werden  diese  Kanten  erst 
negativ,  und  dann  positiv. 

Sehr  cigcnlhiimlich  ist  dagegen  das  Verhalten  im  klinodiago- 
nalen Hnuplschnitle.  Nach  einer  Erhitzung  bis  210"  erscheint  beim 
Erkalten  auf  der  Fltiche  0 P der  oberen  Seite  .1  und  dem  naheliegenden 
Thcile  von  .]  Poo  zuerst  positive  Spannung,  die  sehr  lange  anhüll,  und 
schliesslich  in  die  negative  übergeht.  Auf  der  Kante  von  Jp oo  und 
Poo  eben  dieser  Seite  tritt  negative  Elektricit.it  auf,  ohne  Umkehrung. 
Ebenso  bleibt  die  auf  der  Flüche  0 /*  der  Seile  lt  entstehende 
positive  Spannung  bis  zu  Ende  der  Abkühlung,  während  die  auf  der 
Kante  (J  Poo,  Poo)  eben  dieser  Seite  zuerst  auftretende  negative 
Polarität  gegen  Ende  der  Abkühlung  in  ilie  positive  übergeht. 

Die  Flüche  0 P auf  der  Seite  A und  die  Kante  (J  Poo,  Poo) 
auf  der  Seile  lt.  wo  eine  Umkehrung  der  Polarität  einlritl,  sind  aber 
gerade  die  Stellen,  an  welchen  zu  Ende  der  Abkühlung  die  Verthei- 
lung eine  anomale  ist.  Betrachten  wir  die  Vertheilung  in  dem  klino- 
diagonalen Hauptschnitle  dieses  Krystalles  bei  einer  höheren  Tempe- 
ratur, z.  II.  von  1 30”,  so  ist  dieselbe  vollständig  normal,  die  Pole  auf 
beiden  ü P sind  positiv,  die  Pole  auf  den  beiden  Kanten  (}  Poo, 
Pool  negativ ; beim  weiteren  Fortschreilen  vier  Abkühlung  wird 
durch  die  Umkehrung  der  Pole  in  dem  oberen  0 /*  und  in  der  unteren 
Kante  } Poo,  Poo  die  Vertheilung  anomal. 
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In  seinem  im  Jahre  1769  an  Joli.  Bapt.  Beccaria  gerichteten 
Briefe  de  ri  allracliva  itpiix  eleclrici  ae  phaenamenix  inde  prudmtibux  *) 
schliesst  sich  Volta  in  Betreff  der  Entstehung  der  Eleklrieilöl  durch 
Reibung  den  von  Kran  kl  in  aufgcstellten  Ansichten  an.  Wenn  manGlas 
mittelst  der  Hand  reiht,  so  wird  nach  Volln’s  Meinung  die  natürliche 
Anordnung  der  Theilehen  ilesselben  so  geändert,  dass  die  Anziehung 
zwischen  dem  Glase  und  dem  elektrischen  Fluidum  sieh  vergrösserl, 
und  infolge  dessen  elektrisches  Fluidum  aus  der  Hand  an  das  Glas 
überlritt.  Nach  dem  Aufhüren  des  Reibens  stellt  sich  sehr  rasch  der 
frühere  Zustand  des  Glases  wieder  her,  und  das  überschüssige  elek- 
trische Fluidum  beginnt  aus/.ulliessen.  Umgekehrt  tritt  heim  Reiben 
iles  Schwefels  eine  Verminderung  jener  Anziehung  ein , so  dass  ein 
Verlust  an  elektrischem  Fluidum  entsteht;  nach  dem  Aufhüren  des 
Reibens  und  dem  rasch  erfolgten  Eintritte  des  normalen  Zustandes 
ist  der  Schwefel  bestrebt,  das  verlorene  elektrische  Fluidum  wieder 
an  sieb  zu  ziehen. 

Volta  stellt  dann  die  Frage  auf,  ob  ausser  der  Reihung  noch 
eine  andere  Ursache  existire,  welche  die  anziehenden  Klüfte  zwischen 
der  Materie  und  dem  elektrischen  Fluidum  vermehren  oder  vermin- 
dern könne,  und  glaubt  eine  solche  in  der  Erschütterung  der  Thcil- 
chcu  durch  den  Stoss  erkannt  zu  haben.  Er  fand  nümlich  eine  Glas- 
scheibe, welche  er  mittels  eines  hölzernen,  mit  Goldpapier  überzogenen 
Hammers  geschlagen  halte,  elektrisch  und  zwar  nicht  blos  an  der 
getroffenen  Stelle,  sondern  auch  in  deren  Umgebung.  Dies  veranlasste 
ihn,  die  entstandene  Elektriciliil  den  durch  die  Erschütterungen  in 
der  Lage  der  Glastheilchen  hervorgerufenen  Änderungen  zuzuschreiben. 

Im  Anschluss  hieran  stellt  Volta  die  weitere  Frage  auf,  oh 
nicht  bei  Auflösungen,  bei  Mischungen  von  Flüssigkeiten,  bei  Gas- 

* Collezione  dell'  upere  tlrl  { anihrrc  Contc  Altssandro  Volta.  Toni.  I.  Part.  I. 
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ent  W ickelungen,  hei  Verbrennungen  u.  s.  w.,  wobei  doch  grosse  mul 
mannigfache  Veränderungen  in  der  Lage  der  kleinsten  Tbeilelien  ein- 
trelen , das  elektrische  Fluidum  ebenfalls  in  Mitleidenschaft  gezogen 
und  infolge  dessen  eine  elektrische  Spannung  erzeugt  werde.  Seine 
damaligen  Itemülmngcu  eine  solche  aulznlinden,  hatten  zwar  keinen 
Erfolg  gehabt;  jedoch  zweifelte  er  nicht  daran,  dass  genauere  Ver- 
suche bei  jenen  Vorgängen  elektrische  Spannungen  naehweisen 
würden. 

Nach  der  Construclion  seines  elektrischen  Kondensators  kam 
Volta  wieder  auf  die  oben  ausgesprochene  Vennulhung  zurück; 
darauf  bezügliche  Versuche  wurden  jedoch  zuerst  in  Paris,  auf  einer 
im  Mürz  und  April  1782  dahin  unternommenen  Keise,  im  Verein  mit 
de  la  Place  und  Lavoisier  ausgoführl  *).  Die  ersten  Uber  die 
Verdampfung  des  Wassers  und  des  Äthers  gemeinschaftlich  gemachten 
Versuche  ergaben  keine  Anzeichen  von  KlektricilUI  mittelst  des  Kon- 
densators, und  Volta  glaubte  das  Ausbleiben  derselben  durch  die 
Beschalfenheil  der  l.ull  und  des  Beobachlungszimmers  erklären  zu 
können.  Dagegen  erhielten  de  la  Place  und  Lavoisier  bei  Wieder- 
holung der  Versuche  auf  einem  Landgute  des  Letzteren  deutliche 
Anzeichen  von  Elektricitat  beim  Verdampfen  des  Wassers,  bei  der 
einfachen  Verbrennung  der  Kohle  und  der  Auflösung  von  Kisenfeilicht 
in  verdünnter  Schwefelsäure.  Volta  selbst  hat  dann  später  diese 
Versuche  vielfach  wiederholt. 

Über  eben  diese  Versuche  berichten  de  la  Place  und  La- 
voisier  in  den  Schrillen  der  Pariser  Akademie  für  das  Jahr  1781. 
Sie  bemerken  im  Eingänge  ihrer  kurzen  Notiz  mir  t'flectricile,  i/u'ub- 
xurbenl  lex  corpx,  ijtii  xe  reduisent  eil  vapeiirs , dass  sie,  obgleich  ihre 
Untersuchungen  noch  nicht  abgeschlossen  seien,  doch  glaubten,  die 
bereits  erhaltenen  Resultate  bekannt  machen  zu  müssen,  weil  sie  in 
Erfahrung  gebracht,  dass  ihre  Versuche  eine  gewisse  Publicität  er- 
halten hätten  und  andere  Physiker  sich  mit  demselben  Gegenstände 
beschäftigten. 

Am  Schlüsse  ihres  Aufsatzes**)  heisst  es:  M de  Volta  11  voulu 


*)  Volta  berichtet  über  diese  Versuche  in  dem  Anhänge  zum  zweiten  Theile 
seiner  Abhandlung  über  den  Cundensator.  (ollrz.  Tum.  I.  Part.  I.  S.  270. 

**j  S.  2 04  des  oben  bezeiehneten  Bandes. 
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assister  ä nos  demieres  experiences , et  noug  tj  eh  e utile : In  presetice 
et  le  lemoigmuje  de  cet  illuslre  plnjsicien  ne  peuvent  quimpirer  de  In 
con/iauce  duns  nos  resultats. 

Da  La  vom  er  und  de  la  Place  den  Condensalor  anwandten, 
so  konnten  ihre  mittelst  dieses  Instrumentes  ausge führten  Versuche 
nicht  ohne  die  Unterweisung  Volta’s* * ***)},  also  nicht  vor  dem  April 
1782  angeslellt  sein"). 

Aus  der  vorstehenden  Darlegung  geht  unzweifelhaft  hervor,  dass 
die  Vermuthung,  es  konnte  bei  chemischen  Processen  und  bei  Zu- 
stundsUnderungen  Kleklrieitttt  auftreten , zuerst  von  Volta  ausge- 
sprochen werden,  und  Volta  behandelt  spider  die  Nachweisung  der 
Eleklricilitl  bei  Gasentwickehmg  und  Verdampfung  als  seine  Ent- 
deckung *"). 

Obwohl  die  z.  B.  beim  Auflösen  des  Eisens  in  verdünnter 
Schwefelsäure  auftretende  Elektricililt  mittelst  des  Condensators  in 
den  Versuchen  von  de  la  Place  und  Lavoisicr  so  stark  ange- 
littuft  werden  konnte,  dass  die  abgehobene  Platte  des  Condensators 
Funken  gab,  und  die  von  Volta,  de  la  Place  und  Luvoisier 
angeslellten  Versuche  in  den  Lehrbüchern  erwähnt  werden , so  sind 
doch  meines  Wissens  die  elektrischen  Vorgänge  bei  den  Gasenlwieke- 
lungen  wahrend  des  Verlaufs  eines  ganzen  Jahrhunderts  keiner  ge- 
naueren Prüfung  uulerzogen  worden.  Jedenfalls  war  die  ünemplind- 
lichkeit  der  früheren  Elektrometer,  bei  welchen  stets  die  Zuziehung 

*)  Volta  sagt  auch  in  dem  oben  angeführten  Berichte  (S.  270';  : .Eglino 
conrepiron  meco  la  speranza  di  un  felice  riuscimento , t/uando  ebbi  loro  mostrato 
gli  effclti  del  mio  condensatore , e spietjala  la  ragione  dei  fenomeni:  consetjuenle- 
mente  il  Sit/.  Lavoisier  ne  ordino  un  gründe  cul  piano  di  marmo  b innen  h. 

■*)  In  dem  auf  das  Jahr  1781  lautenden  Bande»  der  Schriften  der  Pariser 
Akademie  findet  sich  8.  209  eine  Abhandlung  über  die  Zerlegung  des  Wassers 
von  Meusnier  und  Lavoisier,  welche  am  21.  April  I78i  der  Akademie  vor- 
gelegl  wurde,  so  dass  also  aus  der  Jahreszahl  1781,  welche  dieser  Band  der 
Abhandlungen  trägt  , kein  Schluss  auf  das  Datum  der  obigen  Versuche  gemacht 
werden  kann.  Die  Notiz  über  die  obigen  Versuche  von  Lavoisier  und  de  la 
Place  enthält  keine  Jahresangabe. 

***)  So  sagt  Volta  im  vierten  seiner  meteorologischen  Briefe  [Volles.  Tom.  I. 
Part  II.  S.  148):  »Fondandomi  sulla  seoperta , che  feci  f in  del  principio  del  1782 
delT  elettricitä  sempre  in  meno,  che  si  manifesta  nct/li  apparccchi  isolati , da  cui, 
sin  roll’  ebullizione , sia  coli  effervcsccnza  od  anche  roll a semplice  combustione  si 
fanno  salire  copiosi  vaporia. 
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eines  Condensators  nothwendig  erschien,  einer  eingehenderen  Uuter- 
suchung  hinderlich.  Vielleicht  ist  auch  öfter  diese  Untersuchung  in 
Angrill'  genommen , aber  infolge  der  scheinbar  völlig  launenhaften 
Abwechselung  in  dem  Erscheinen  bald  eines  positiven,  bald  eines 
negativen,  bald  auch  eines  uneleklrischen  Zustandes  wieder  auf- 
gegeben worden.  Ich  seihst  wenigstens  habe  wiederholt  diese  Ver- 
suche begonnen , aber  stets  wegen  des  eben  bezeichnelen  Wechsels 
in  der  Beschaffenheit  der  im  Elektrometer  beobachteten  Spannungen 
nhhrcchcn  müssen,  bis  es  mir  endlich  gelungen  ist,  mittelst  beson- 
derer Anordnungen  die  Bedingungen  für  das  Auftreten  der  einen 
oder  der  andern  Elektricitat  festzuslellen. 

Bevor  ich  aber  zur  .Miltheilung  der  Resultate  meiner  Unter- 
suchung über  die  bei  gewissen  Gasentwickelungen  auftrelenden  Klek- 
tiicititlen  schreiten  kann , muss  ich  einige  Erlltulerungcn  und  Beob- 
achtungen Uber  den  Einfluss  der  Ableitung  zur  Erde  und  der  durch 
die  Berührung  der  verschiedenen  Leiter  erzeugten  elektrischen  Span- 
nungen vorausschicken. 


I.  Elektrometer. 

Zur  W ahrnehmung  der  bei  den  nachfolgend  beschriebenen  Gas- 
entwickelungen entstehenden  elektrischen  Spannungen  diente  das  von 
mir  construirle  Elektrometer.  Die  Emplindlichkcit  desselben  lasst  sich 
sowohl  durch  Stellung  der  zu  beiden  Seilen  des  Goldblättchens  be- 
findlichen Messingscheiben,  welche  mit  den  Polen  einer  aus  Zink 
Kupfer- Wasser-Elementen  I «.‘stellenden  Säule  verbunden  sind,  als 
auch  durch  die  Änderung  der  Anzahl  der  Elemente  in  der  eben 
erwähnten  Sa  ule  beliebig  vergrössern  oder  verringern.  Gewöhnlich 
wurde  das  letzte  Verfahren  angewandt,  da  bei  demselben  das  Elek- 
trometer selbst  nicht  berührt  zu  werden  brauchte.  Dasselbe  war 
nämlich  ausser  seinem  eigentlichen  Gehäuse,  um  die  Einwirkung 
fremder  Eleklricitiilcn  zu  verhindern,  ringsum  von  einer  weiten  Mclall- 
hülle  umgehen,  welche  auf  der  Vorderseite  eine  Oll’nung  zum  Durch- 
tritt des  Mikroskopkörpers  und  auf  der  liinlcrscile  eine  schmale 
Ollüung  zur  Beleuchtung  des  Goldblättchens  hesass. 

Um  den  elektrischen  Zustand  des  Goldblättchens  unabhängig 
von  seiner  Ruhelage  prüfen  zu  können . waren  die  Polo  der  oben 
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bezeichneten  Säule  mit  den  .Messingscheiben  des  Elektrometers  durch 
einen  Commutalor,  dessen  mit  Quecksilber  gefüllte  Eisennapfchcn  auf 
Schellackstaben  standen,  verbunden.  Durch  Umlegen  des  Gomniu- 
talorbugcls  wurde  die  Polarität  in  den  Scheiben  gewechselt,  und 
das  Goldblättchen  zeigte  eine  Ablenkung  nach  der  entgegengesetzten 
Seite.  War  die  Spannung  an  den  beiden  Polen  der  in  ihrer  Milte 
zur  Erde  abgeleiteten  Süule  so  abgeglichen , dass  das  mit  der  Erde 
verbundene  Goldblättchen  beim  Umlegen  des  Commulatorbügels  seine 
Lage  nicht  änderte  *),  so  gab  bei  dem  durch  Zuführung  von  ElcklricilUI 
geladenen  Goldhlattcheu  die  Hallte  des  durch  Umlegen  des  Bügels 
entstehenden  Ausschlages  ein  Maass  für  die  vorhandene  Spannung. 

Die  zuvor  ausgesprochene  Bedingung,  dass  die  Spannung  in  den 
beiden  Polen  so  abgeglichen  sei,  dass  das  zur  Erde  abgeleitete  Gold- 
blättchen beim  Umlegen  des  Kommutators  keinen  Ausschlag  zeigt, 
bedarf  noch  einer  Erläuterung.  Wenn  in  meinem  Elektrometer  das 
Goldblättchen  genau  in  der  Mitte  der  beiden  Scheiben  hangt,  und 
diese  Scheiben  infolge  ihrer  Verbindung  mit  den  Polen  der  Süule 
gleich  grosse  aber  entgegengesetzte  Spannungen  besüsseu,  so  würde 
beim  Umlegen  des  Kommutators  das  Goldblättchen  seine  Luge  nicht 
andern,  wenn  dasselbe  gUnzlich  unelektrisch  wäre.  Wird  jedoch 
das  Goldblättchen  durch  einen  metallischen  Leiter  zur  Erde  abge- 
leitet, so  ist  es  durchaus  nicht  unelektrisch,  sondern  behalt  eine  den 
in  der  Ableitung  liegenden  Konlaclverhallnissen  entsprechende  elek- 
trische Spannung;  infolge  dessen  entsteht  auch  bei  gleichen  Abstan- 
den und  bei  gleich  starker  Ladung  der  Scheiben  beim  Umlegen  des 
Kommutators  ein  Ausschlag  von  bestimmter  Grösse.  Ich  werde  nach- 
her zeigen,  dass  die  infolge  der  Ableitung  des  Goldblättchens  durch 
einen  mit  den  Gasrühren  des  Hauses  verbundenen  kupferdrahl  ein- 
tretende Spannung  negativ  ist. 

Diese  Änderung  in  der  Lage  des  Goldblättchens  beim  Umlegen 
des  KommutatorbUgels  lasst  sich,  wie  ich  schon  früher  nachgewiesen 


*)  Zeigt  sich  m dein  zur  Krde  abgeleiteten  Goldblättchen  heim  Imlegen  des 
r.onmmlatorhügels  ein  sehr  geringer  Ausschlag,  und  man  hat  vielleicht  nicht  Zeit, 
denselben  durch  Hin-  oder  Ausscballen  von  Hlementen  in  der  Säule  zu  beseitigen, 
so  lässt  inan  ilin  bestellen , und  zieht  ihn  bei  der  Auswertung  der  elektrischen 
Spannungen  in  Iteclinnng. 
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habe*),  beseitigen,  wenn  man  <lie  negative  Hälfte  der  Säule  so  weit 
verstärkt,  dass  sie  auf  dem  in  der  Mitte  zwischen  den  Scheiben  be- 
findlichen Goldblättchen  eine  gerade  so  viel  grössere  positive  Span- 
nung gegenüber  der  von  der  positiven  Scheibe  hervorgerufenen 
negativen  Yerlheilung  erzeugt,  als  die  infolge  der  Ableitung  zur  Erde 
vorhandene  negative  Spannung  betragt.  Durch  das  Zusammenwirken 
der  vcrthcilenden  Einflüsse  beider  Scheiben  und  der  Ableitung  zur 
Erde  hleihl  dann  das  Goldblättchen  uneleklrisch,  wird  also,  trotzdem 
die  negative  Scheibe  eine  etwas  grössere  Spannung  besitzt  als  die 
positive,  nicht  nach  jener  hinbewegt,  und  zwar  ist  es,  weil  beide 
Scheiben  gleich  weit  vom  Goldblättchen  entfernt  sind,  gleichgültig, 
ob  die  eine  oder  die  andere  Scheibe  mit  dem  etwas  stärkeren  nega- 
tiven Pole  verbunden  ist. 

Ich  werde  weiterhin  zeigen,  dass  ein  Kupferdraht,  welcher  an 
den  eisernen  Gasleilungsröhren  des  Hauses  befestigt  ist . sehr  nahe 
eine  Spannung  — 0,11  besitzt,  wenn  ich  die  Spannung  zwischen 
Zink  und  Kupfer  = I setze.  Wird  nun  dieser  Kupferdraht  metal- 
lisch mit  dem  Goldblättchen  in  Verbindung  gebracht,  so  nimmt  das 
Goldblättchen  (als  aus  reinem  Gokle  bestehend  betrachtet)  die  Span- 
nung — 0,21  **)  an. 

Ist  nun  die  Starke  der  beiden  Silulenpole  so  abgeglichen , dass 
durch  die  stärkere  Wirkung  der  negativen  Scheibe  diese  Spannung 
— 0,21  gerade  aufgehoben  wird,  so  zeigt  das  Goldblättchen  beim 
Umlegen  des  Commutators  keine  Änderung  in  seiner  Ijige.  Wird 
durch  Zuführung  von  aussen  die  Spannung  auf  dem  Goldblättchen 
geändert , so  misst  der  beim  Umlegen  des  Commutators  entstehende 
Ausschlag  die  von  — 0,21  eingelretene  Änderung.  Wir  können  also 
von  der  dem  Goldblättchen  infolge  der  Ableitung  zur  Erde  erlheillen 
Spannung  absehen,  und  die  beim  Umlegen  des  Coiiimulatorbügels 
entstehenden  Ausschläge  als  ein  Maass  für  die  dein  Goldblättchen 
von  aussen  zugeftthrle  Elcklricilüt  betrachten. 

*,  Diese  Abh.  Bit.  IX.  S.  7. 

” Die  Speiiming  des  Kupfers  gegen  liolil  betrügt  -f-  0.10  S.  diese  Abh. 
Bd.  XI  S.  B00. 
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II.  Elektrische  Vorgänge  bei  von  Metallen  abfallenden 
Wassertropfen. 

Hin  ungefähr  80  Gubikeentimeter  fassendes  trichterförmiges  Glas- 
gefllss  war  unten  in  eine  so  feine  Spitze  ausgezogen , dass  das  in 
dassellie  eingegossene  Wasser  nur  in  Tropfen  (je  nach  der  Hohe 
des  Wasserslandes  i bis  8 Tropfen  in  der  Secunde'i  ausfliessen 
konnte.  Das  (iefilss  war  isolirt  aufgesteilt,  und  die  am  unteren  linde 
sich  bildenden  Tropfen  fielen  in  eine  ebenfalls  isolirle  Plalinschaale 
\on  1 10™ m Durchmesser.  In  das  Wasser  dieses  Glasgel.lsscs  konnten 
verschiedene  Metalle  eingetaucht,  und  dabei  entweder  zur  Erde  ab- 
geleitet, oder  durch  einen  isolirten  Draht  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  verbunden  werden.  Ebenso  konnte  die  Plalinschaale 
zur  Erde  abgeleitet  oder  durch  den  eben  bezeiclinelen  isolirten  Draht 
mit  dem  Elektrometer  verbunden  werden. 

Die  spateren  Versuche  über  die  Entstehung  von  Klektrieiiat  bei 
Gasentw  ickeltingen  machten  es  not  big,  das  trichterförmige  Glasgefass 
nebst  der  Plalinschaale  in  einer  seitwärts  befindlichen,  mit  gutem  Luft- 
zuge versehenen  Kapelle  aufzustellen.  Die  Verbindung  des  Wassers 
im  Glasgefüsse  oder  der  Plalinschaale  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  musste  deshalb  durch  einen  2 Meter  langen  Kupfer- 
drahl  hergeslellt  werden.  Durch  diesen  langen  Leiter  wurde  die 
Gapacitat  des  isolirten  Theiles  des  Apparates  sehr  vermehrt  und  in- 
folge dessen  die  Grösse  der  Ausschlage  vermindert.  Andererseits 
bot  aber  diese  Einrichtung  durch  den  Ausschluss  äusserer  störenden 
Einflüsse  so  viel  Vortheil,  dass  ich  sie  auch  bei  den  Versuchen  mit 
dem  tropfenden  Wasser  beibehielt ; dazu  kam  noch , dass  die  mit 
dieser  Leitung  beobachteten  Spannungen  mit  den  bei  den  Gasent- 
wickelungen gemessenen  Werthcn  verglichen  werden  konnten. 

a.  Elektrisches  Verhalten  der  abfallenden  Tropfen. 

Wird  in  das  Wasser  des  trichterförmigen  Glasge Passes  tun  Platin- 
draht, welcher  durch  einen  an  den  eisernen  Gasleitungsröhren  des 
Hauses  befestigten  Kupferdrahl  mit  der  Erde  leitend  verbunden 
ist,  cingetauchl,  so  erhall  infolge  dieser  Ableitung  das  Wasser  eine 
elektrische  Ladung.  Die  von  dem  unteren  Ende  des  Gcfitsses  ab- 
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fallenden  Tropfen  nehmen  einen  Theil  dieser  ElektriciUH  mil  und 
llltcrlragon  dieselbe  an  die  isolirle,  und  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  verbundene  l'latinselmale.  Da  infolge  der  Ableitung 
zur  Erde  der  elektrische  Zustand  des  Wassers  ungeändert  bleibt,  so 
muss  die  elektrische  Ladung  der  Schualc  und  des  Elektrometers  mit 
der  Anzahl  der  gefallenen  Tropfen  zunehmen. 

Wie  oben  schon  erwähnt  und  nachher  speciell  gezeigt  werden 
soll,  besitzt  der  mit  den  Gasrohren  des  Hauses  verbundene  Kupfer- 
draht eine  Spannung  von  nahe  — 0,1  I,  wenn  die  Spannung  zwischen 
Zink  und  Kupfer  = -j-  I gesetzt  wird.  Das  mit  dem  Kupfer  ver- 
bundene Platin  erhalt  dann  eine;  Spannung  — 0,31  und  das  Wasser, 

in  welches  dasselbe  einlaucht , — 0,43.  Jeder  vou  dem  unteren 
Ende  des  Trichters  abfallende  Tropfen  nimmt  eine  von  dieser  Span- 
nung abhängige  Elektricitttlsmenge  mil.  Als  nun  bei  der  beschrie- 
benen Anordnung  die  Tropfen  wahrend  2 Minuten  in  die  Schaalc 
gefallen  waren,  gab  das  Elektrometer  bei  einer  bestimmten  Empfind- 
lichkeit einen  Ausschlag  von  — 2,5  Sktli.,  der  bei  weiterer  Fort- 
setzung des  Versuches  selbstverständlich  sich  vergrosserle. 

Wenn  anstatt  des  IMatindrahtes  ein  blankes  KupfcrslUek  in  das 
Wasser  des  Trichters  eingetauchl  wird,  so  muss  das  Wasser  die 
Spannung  — 0.1 1 -|-  ( — 0,08)  = — 0,19  zeigen.  Bei  einem  solchen 
Versuche  betrug  die  Ladung  der  Plalinschaale,  nachdem  die  Tropfen 
wahrend  £ Minuten  in  dieselbe  gefallen  waren,  — 1.7  Sktli.  Die- 
selbe war  also  geringer,  als  unter  gleichlauger  Dauer  des  Tropfens 
bei  dem  Platin. 

Taucht  ein  mit  dem  Kupferdruht  verbundenes  blankes  gebartetes 


*)  Die  elektrischen  Spannungen , welche  durch  Berührung  der  Metalle  mit 
anderen  Metallen  und  mit  deslillirlein  Wasser  entstehen,  sind  meinen  im  XI.  Bd. 
dieser  Abhandlungen  heliudlielieu  Maasshesliuimungen  der  elektromotorischen  Kräfte 
entnommen,  teil  stelle  die  im  Teste  verkommenden  Sp; Innungen  liier  zusammen  : 
Zink-Kupfer  ~ -|  ■ |.«n,  Eisen-Kupfer  = + (1, 16,  Kupfer-Platin  — = -j-  0,2.1.  Itas 
Wasser  ist  zehn  Minuten  ttaeft  dem  Eintauchen  gegen  diese  Metalle  negativ  ; diese 
Spannung  ändert  sielt  etwas  mit  der  Zeit,  und  es  ist  im  Mittel  dieselbe  angenom- 
men für  Kupfer-Wasser  --  -f- 0,08  , für  Elatin-Wasser  = — 0,1t,  Tür  Zink- 
Wasser  = |-  0.20  und  für  Eisen  (Stahl; -Wasser  — -|-  n.02.  Es  wurden  meistens 
die  zu  den  früheren  Messungen  benutzten  Metallstücke  angewandt,  und  überhaupt 
die  Verhältnisse  den  bei  jenen  früheren  Beobachtungen  nbwattomlen  möglichst  gleicti 
gemacht. 
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Slahlslä  liehen  in  das  Wasser  des  Trichtergefässes,  so  erhalt  der  Stahl 
die  Spannung  — 0,11  — f-  0,10  = -f-  0,05,  und  das  Wasser  die 
Spannung  -j-  0,05  — 0,02  = 0.03.  Bei  dieser  Anordnung  erschien 

die  Plalinschaale,  nachdem  wahrend  2 Minuten  die  Wussertmpfen  in 
dieselbe  gefallen  waren,  entweder  unelektrisch  oder  in  sehr  geringem 
Grade  positiv. 

Wenn  endlich  ein  mit  dem  Kupferdrahle  verbundenes  blankes 
Zinkstück  in  das  Wasser  getaucht  wird,  so  nimmt  das  Zink  die  Span- 
nung — 0,11  -{-  1,00  - - -}-  0,89,  und  das  Wasser  im  Gelhsse  die 
Spannung  -|-  0,89  — 0,20,  = -f-  0,69  an.  Als  die  Tropfen  wahrend 
2 Minuten  gefallen  waren,  gab  die  Schale  einen  Ausschlag  von 
-f-  6,4  Sktli. 

b.  Elektrisches  Verhalten  der  Leitung  vom  Wasser  des 
G lassgeTässes  zum  Elektrometer. 

Im  Vorhergehenden  sind  bereits  die  Spannungen  berechnet  wor- 
den . welche  das  im  Trichter  belindliche  Wasser  durch  Berührung 
mit  dem  in  ihm  eingetauchten  und  zur  Erde  abgeleiteten  Metall 
annimml.  Wird  nun  dieses  Metall  durch  eine  isolirte  Druhtleiluug 
mit  dem  Elektrometer  verbunden,  und  diese  Leitung  zuerst  durch 
Anlegen  des  mit  deu  Gasrohren  des  Hauses  zusammenhängenden 
Kupferdrahtes  abgeleitet  und  darauf  isolirl , so  wird  die  in  dem 
Wasser  zufolge  der  zuvor  bestandenen  Ableitung  angobUuftc  Elektri- 
citat  durch  die  abfallenden  Tropfen  ullmahlig  immer  geringer  werden  ; 
nach  dem  Abfallen  unendlich  vieler  Tropfen  würde  das  Wasser 
gänzlich  unelektrisch  werden.  Sobald  aber  bei  einem  isolii  ten  Systeme 
zusammenhängender  Leiter  der  absolute.  Werth  der  Spannuug  an  irgend 
einer  Stelle  geändert  wird,  so  erleiden  alle  Punkte  desselben  die 
gleiche  Änderung  in  ihrer  Spannung;  dagegen  müssen  die  Unter- 
schiede zwischen  den  einzelnen  Theilen  der  Leitung  bestehen  bleiben. 
Wenn  nun  ein  blankes  Plalinslttbchen  in  das  Wasser  des  Trichters 
taucht,  so  erhalt,  wie  oben  gezeigt,  das  Wasser  dureb  die  Ableitung 
die  Spannung  — 0,45  (S.  606),  die  nach  dem  Isoliren  forlbesteht. 
Das  Goldblättchen  des  Elektrometers  hat  dabei  die  Spannung  — 0,21 ; 
diese  letztere  erzeugt  aber  bei  der  getroffenen  Einrichtung  (S.  604) 
beim  Umlegen  des  Gommutatorbügels  keinen  Ausschlag.  Verliert 
dann  das  Wasser  im  GefUsse  durch  die  ablalleuden  Tropfen  seine 
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elektrische  Spannung  von  — 0,45,  so  muss  die  Spannung  im  Gold- 
blättchen sich  uni  -f-  0,45  «indem;  sie  betrügt  also  -J-  0,24.  Beim 
Umlegen  des  GomimitalnrhOgels  wird  aber  nicht  diese  Spannung, 
sondern  die  von  — 0,21  eingetretene  Änderung,  mithin  die  Span- 
nung -f-  0,45,  um  welche  das  Wasser  seinen  Zustand  geändert  hat, 
gemessen.  Bei  solchen  Versuchen  zeigte  das  Goldblättchen,  wenn 
die  Tropfen  während  2 Minuten  gefallen  waren,  einen  Ausschlag 
von  -j-  2,5  bis  -f-  3,6  Skt li.  *).  Bei  längerer  Fortdauer  des  Tropfens 
steigt  derselbe  noch  etwas  hoher,  da  in  der  Zeit  von  2 .Minuten 
das  Wasser  noch  nicht  vollständig  entladen  sein  kann. 

Wurde  der  vorstehende  Versuch  in  der  Weise  abgeändert,  dass 
anstatt  des  l'lalins  ein  blankes  Kupferstäbchen  in  das  Wasser  tauchte, 
wodurch  letzteres  eine  Spannung  — 0,19  erhielt,  so  betrug  uach 
2 Minuten  der  Ausschlag  im  Elektrometer  -j-  1,2  Skth. 

Dagegen  zeigte  das  Goldblättchen  keinen  merklichen  Ausschlag, 
wenn  ein  blankes  Slahlstäbcben  in  das  Wasser  eintauchte.  Die 
elektrische  Spannung  des  Wassers  betrug  in  diesem  Falle  nach  S.  607 
auch  nur  -(-  0,03. 

Wurde  endlich  bei  gleicher  Anordnung  ein  blankes  Zinkstuck 
in  as  Wasser  getaucht,  wodurch  das  letztere  eine  Spannung  -f-  0,69 
annahm,  so  zeigte  nach  2 Minuten  das  Goldblättchen  einen  Ausschlag 
von  — 3,7  bis  — 4,5  Skth  Nahe  ebenso  verhielt  sich  gut  anial- 
gamirtes  Zink. 

Aus  den  vorstehenden  Beobachtungen  lässt  sieh  nun  ein  ange- 
näherter Werth  für  die  elektrische  Spannung  auf  dem  mittelst  der 
Gasrohren  des  Hauses  abgeleiteten  Kupferdrahte  berechnen.  Eine 
völlig  genaue  Bestimmung  ist  nicht  zu  erwarten,  weil  die  Anzahl 
der  in  2 Minuten  fallenden  Tropfen  etwas  schwankt  und  weil  auch 
die  Spannung  zwischen  dem  Wasser  und  manchen  Metallen  sich 
mit  der  Zeit  etwas  ändert.  Die  vorstehenden  Messungen  sind  4 bis 
20  Minuten  nach  dem  Eintauchen  der  blankgepulzlen  Metalle  aus- 
gefuhrt. 

In  dem  Zeiträume  von  2 Minuten  ist  nun  allerdings  das  Wasser 
des  Trichters  nicht  völlig  entladen.  Nehmen  wir  aber  an , dass 

*)  J r nach  der  Anzahl  der  in  einer  Secunde  fallenden  Tropfen,  die  vornehm- 
lich durch  den  Stand  des  Wassers  im  Trichter  bedingt  ist,  werden  die  innerhalb 
eines  Zeitraumes  von  S Minuten  entstehenden  Ausschläge  etwas  variiron 
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wahrend  desselben  bei  den  verschiedenen  Versuchen  gleichviel  und 
gleichgestallete  Tropfen  gefallen  sind,  so  wird  sich  die  Ladung  des 
Wassers  stets  in  demselben  Verhältnisse  verringert  haben , und  die 
oben  gegebenen  Ausschlilge  des  Elektrometers  können  als  Maass  für 
die  im  Wasser  anfangs  vorhandene  elektrische  Spannung  dienen. 

üben  war  fttr  das  Wasser,  wenn  Platin  eintauchl,  eine  Span- 
nung — 0,45  und  wenn  Zink  eintaucht,  eine  Spannung  + 0,69 
berechnet  worden;  der  Unterschied  beider  Spannungen  ist  1,14. 
Im  Mittel  betrug  nun  bei  den  vorstehenden  Versuchen  der  Ausschlag 
des  Elektrometers,  wenn  Platin  in  das  Wasser  tauchte,  -|-  3 Skth., 
und  wenn  Zink  einlauchle , — 4 Skth.  Ein  Ausschlag  von  7 Skth. 
entspricht  also  einer  Spannung  von  1,14. 

Da  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Kupfer  lungere  Zeit  nach 
dem  Elinlauchen  sich  fast  eonslant  erhalt,  so  werde  ich  zur  Bestim- 
mung der  durch  die  Ableitung  zur  E!rde  erzeugten  Spannung  die 
Versuche  mit  Kupfer  zu  Grunde  legen.  Im  Mittel  betrug  der  Aus- 
schlag des  Elektrometers,  wenn  Kupfer  in  das  Wasser  tauchte, 
+ 1,2  Skth.  Die  Spannung  des  Wassers,  welche  infolge  des  Ab- 
Iropfens  den  Ausschlag  -j-  1,2  hervorbrachte,  ergibt  sich  hieraus 
= 0,19,  und  zwar  ist  dieselbe  negativ,  weil  durch  ihr  Verschwin- 
den das  Elektrometer  positiv  geladen  wird.  Betrügt  nun  die  Span- 
nung des  durch  Kupfer  zur  Erde  abgeleiteten  Wassers  — 0,19,  so 
muss  sie  auf  dem  Kupfer  selbst  = — 0,11  sein.  Dies  ist  also  der 
Werth,  welcher  oben  für  die  dem  Kupfer  durch  die.  Ableitung  mit- 
telst der  Gasröhren  ertheilte  elektrische  Spannung  angenommen 
wurde.  Mit  ihm  erhalt  man  dann,  wie  zuvor  berechnet,  fttr  die 
Spannung  des  Wassers  beim  Eintauchen  des  Platins  — 0,45,  des 
Kupfers  — 0,19,  des  Stahles  + 0,03  und  des  Zinkes  -[-0,69. 

Geht  man  von  dem  beim  Eintauchen  des  Kupfers  beobachteten 
Ausschlage  -)-  0,12  aus,  so  erhall  man  aus  den  angegebenen  Span- 
nungen durch  Rechnung  die  folgenden  Ausschlüge  des  Elektrometers: 


Beim  Eintauchen  des 

berechnet 

beobachtet 

Platins 

+ 2,8 

-J“  2,3  bis  —J—  3,6 

Kupfers 

+ 1,2 

+ 1,2 

Stahles 

— 0,2 

0 

Zinkes 

4,3 

— 3,7  bis  — 4,5. 
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Sonach  kann  also  für  die  auf  dem  Kupfer  infolge  der  Ableitung 
durch  die  GasrGhren  entstehende  Spannung  — 0,0  als  angenäherter 
Werth  betrachtet  werden. 

Bei  den  in  diesem  Abschnitte  beschriebenen  Versuchen,  wobei 
die  Leitung  vom  Wasser  im  Trichter  zum  Klekirmneter  isolirt  war. 
zeigte  das  Klektromeler  zwar  stets  die  entgegengesetzten  AusschlBge, 
als  bei  den  im  vorhergehenden  mitgelheilten , wo  die  l’latinschaale 
mit  dem  Elektrometer  verbunden  war;  indess  können  die  in  den 
entsprechenden  Versuchen  erhaltenen  Zahlenwerlhc  nicht  gleich  sein. 
Erstens  waren  die  Oberflächen,  Uber  welche  sich  in  den  landen  An- 
ordnungen die  Hlektricilitl  verbreitete,  nicht  gleich  gross,  und  zwei- 
tens behielt,  wenn  die  elektrische  Spannung  der  l’latinschaale  be- 
obachtet wurde,  das  Wasser  im  Trichter  stets  dieselbe  Spannung, 
weil  das  in  dasselbe  einlauchende  Metall  fortdauernd  mit  der  Erde 
in  Verbindung  stand,  während,  wenn  die  Spannung  auf  der  vom 
Trichter  nach  dem  Elektrometer  führenden  Leitung  gemessen  werden 
sollte,  der  Trichter  und  diese  Leitung  isolirt  waren,  mul  die  anfangs 
vorhandene  Spannung  des  Wassers  sich  durch  die  Fortführung  der 
auf  den  fallenden  Tropfen  angchüuflcn  Eleklricilitl  immer  mehr  und 
mehr  verminderte. 

Die  vorstehenden  Versuche  wurden  hei  einer  Anordnung,  welche 
mit  der  später  bei  den  Gnsentwirkcliingen  benutzten  Qbcreinslimmle, 
wiederholt.  Es  wurde  unterhalb  der  Spitze  des  isolirten  trichter- 
förmigen Gebisses  ein  blanker  .Metallstreifen  in  einer  unter  45°  gegen 
den  Horizont  geneigten  Lage  so  aufgestellt,  dass  die  aus  der  Spitze 
des  Trichters  herabfallenden  Wassertropfen  in  der  Nähe  des  oberen 
Endes  ries  Melallstreifens  auftrafen  Die  Tropfen  flössen  dann  Uber 
das  Meiallhleeh  hinab,  und  sammelten  sich  am  unteren  Ende  zu  mehr 
Oller  weniger  grossen  Tropfen,  welche  iu  die  unterhalb  stehende 
Plalinschaale  fielen.  Es  konnten  nun  der  .Molallstreifen  und  die 
Platinschaalo  isolirt  gehalten,  und  einzeln  oder  zusammen  mit  dein 
Goldblättchen  des  Elektrometers  oder  mit  der  Erde  verbunden 
werden. 

Fielen  die  Wassertropfen  auf  eine  isolirtc  Platinplattc,  welche 
mit  dem  Elektrometer  verbunden  und  zuvor  mit  dem  kupfernen 
Leitungsdrahte  berührt  war,  so  entstand  im  Elektrometer  eine  posi- 
tive Ladung,  während  die  unterhalb  stehende  Plalinschaale  negative 
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Spannung  erhielt.  Wurde  an  den  Ort  des  Platins  ein  Zinkstreifen 
gestellt,  so  ertheiile  der  isolirte  Metallstreifcn  dem  Eleklrometei 
negative,  dagegen  die  isolirte  Platinsehnale,  in  welcher  die  vom  Zinke 
abfallenden  Tropfen  sieh  sammelten,  positive  Spannung. 

Dieselben  Spannungen,  und  auch  nahe  in  gleicher  Grösse,  traten 
auf,  als  anstatt  eines  gewöhnlichen  blanken  Zinkstürkcs  ein  gut 
amalgamirles  Stück  Zink  angewandt  wurde.  Eben  dasselbe  fand 
statt,  wenn  bei  gut  amalgamirlem  Zinke  verdünnte  Schwefelsüine 
anstatt  des  Wassers  in  das  trichterförmige  Gebiss  gegossen  wurde. 


III.  Elektrische  Vorgänge  hei  der  Entwickelung  des 
Wasserstoffgases  aus  Zink  und  Schwefelsäure. 

Lavoisier  und  de  la  Place  tibergossen  Eisenfeilicht  mit 
einer  ungefähr  durch  drei  Theilc  Wasser  verdünnten  Schwefelsäure 
in  einem  Gebisse,  welches  mit  der  Platte  eines  Gondensators  ver- 
bunden war.  und  erhielten  in  einigen  Minuten  eine  so  starke  Ladung 
des  Gondensators,  dass  die  aufgehobene  Platte  Funken  gab*).  Sie 
fanden  die  Elcktricitüt  des  Gebisses  negativ. 

Volta  beobachtete  bei  einer  ähnlichen  heftigen  WasserstolT- 
enl  Wickelung  * ’) , indem  er  auf  ein  Gemenge  aus  Eisenfeilicht  und 
Wasser  Vitriolöl  goss,  so  starke  Elcktrisirung  des  Gebisses , dass  er 
sie  unmittelbar  mittelst  des  Strohhalmelektrometers  wahrnehmen  und 
als  negativ  bestimmen  konnte. 

Das  Auftreten  der  negativen  Elektrieililt  in  dem  zur  Auflösung 
des  Eisens  dienenden  Gebisse  stimmte  mit  den  Ansichten,  welche 
sich  Volta  über  die  Vorgänge  bei  der  Verdampfung  und  Gasent- 
wickelung gebildet  hatte,  sehr  gut  überein.  So  wie  zu  der  Ober- 
führung einer  Flüssigkeit  in  Dampfform  eine  gewisse  Wärmemenge 
verbraucht  wird,  so  sollte  seiner  Ansicht***)  nach  hei  diesem  Vor- 
gänge auch  ein  Verbrauch  von  elektrischem  Fluidum  eintrelen ; die 
Gapacitüt  der  Gase  für  Elcktricitüt  sollte  grösser  sein  als  die  der 
Flüssigkeit,  aus  welcher  sie  entstehen ; sie  entzögen  daher  bei  ihrer 


*J  Histolre  de  iAcad.  royale  des  Seiences.  Attnee  1781.  S.  193. 

**)  Collez.  I.  I.  S.  «73. 

Ebeud.  S.  «7.7. 
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Bildung  der  Klüssiiikoil  und  dein  Gebisse  elektrisches  Fluidum,  und 
Hessen  das  letztere  in  negativem  Zustande  zurück. 

Bei  seinen  ersten  Versuchen  über  die  bei  der  Wasserstoflenl- 
wiekelung  auflrelende  KlektricitUt  hatte  Volta  das  Gebiss  stets 
negativ  gefunden.  Als  er  aber  spater  die  Versuche  wiederholte  und 
ahiinderlc,  beobachtete  er  1 * 89 . dass  das  Gebiss,  aus  welchem  der 
Wassers to IT  aufslieg,  besonders  bei  Auflösung  des  Zinkes  in  ver- 
dünnter Schwefelsäure,  auch  zuweilen  eine  positive  Spannung  zeigte*). 
Kr  meint,  dieser  Umstand  liesse  sich  vielleicht  erklären,  wenn  man 
annehme,  dass  durch  die  vor  sich  gehende  Zersetzung  und  die  ein- 
tretenden  Verbindungen  neues  elektrisches  Fluidum  erzeugt  oder 
auch  nur  entwickelt  werde.  Reiche  dieses  entstehende  Quantum 
elektrischen  Fluidums  gerade  hin.  um  das  von  dein  gebildeten  Gase 
aus  dem  Gefilsse  hinweggenommene  zu  ersetzen,  so  erscheine  das 
Gefiiss  unclektrisch ; betrage  die  Menge  des  neu  erzeugten  oder  ent- 
wickelten Fluidums  aber  mehr,  so  werde  das  Gebiss  positiv;  sei  sie 
geringer,  so  zeige  das  Gefiiss  noch  eine  negative  Ladung.  Kine 
specielle  Untersuchung,  unter  welchen  Umstünden  das  Gebiss  negativ 
oder  unelektrisch  oder  positiv  wird,  hat  Volta  aber  nicht  unler- 

4 

nommen. 

In  den  nachfolgenden  Versuchen  werde  ich  nun  die  Bedingun- 
gen aufstellen,  unter  welchen  bei  der  WasserstolTenl Wickelung  diese 
verschiedenen  Klektrisirungen  eintreten. 

Volta  hat  bei  seinen  Beobachtungen,  mit  wenigen  Ausnahmen, 
den  Condensulor  zu  Hülfe  genommen.  Im  Grunde  ist  die  lliuzu- 
ftigung  dieses  Instrumentes  eine  überflüssige.  Ks  handelt  sich  bei 
diesen  Versuchen  um  ein  bestimmtes,  begrenztes  Quantum  erzeugter 
Klektricitiit,  und  der  Kondensator  kann  dasselbe  durch  seine  Ein- 
schaltung bei  gewöhnlicher  Verwendung  nicht  vermehren.  Wenn 
die  Isolation  vollkommen  und  die  Ausstrahlung  der  laiiter  vermieden 
ist,  so  vergrüssert  der  Kondensator  die  Oberflüche,  Uber  welche  sich 
die  Elektricitüt  verbreitet , und  vermindert  infolge  dessen  sogar  die 
Spannung.  Wenn  dagegen  die  Isolirung  mangelhaft  und  viel  Ge- 
legenheit zur  Ausstrahlung  gegeben  ist,  so  bringt  der  Kondensator 
durch  den  Umstand  Vortheil,  dass,  so  lange  seine  Platten  aufeinander 

*J  Zusatz  zu  dem  7.  Briefe  über  Meteorologie.  Colin.  I.  Z.  S.  275. 
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liegen,  die  Spannung,  an  den  freien  Oberflächen  der  Leiter  nur  sehr 
gering  ist,  und  daher  weniger  Verlust  durch  mangelhafte  lsolirung 
und  durch  Ausstrahlung  entsteht.  Vielleicht  kann  er  auch  dadurch 
günstig  wirken,  dass,  weil  die  elektrische  Spannung  in  der  Flüssig- 
keit, aus  und  von  welcher  die  Gashlascn  aufsteigen,  vermindert  wird, 
sich  die  Ausgleichung  der  von  den  Gashlascn  aufgenommenen  Elekli  i- 
cität  mit  der  entgegengesetzten  der  Flüssigkeit  verringert. 


A.  Schwefelsäure  fällt  in  Tropfen  auf  einen  ungefähr  unter  45°  gegen  den 
Horizont  geneigten  Zinkstreifen. 

Wenn  in  einem  Gefässe  Zinkstucke  mit  verdünnter  Schwefel- 
säure Ubergossen  werden,  so  tritt  am  Gefässe  je  nach  der  Beschaffen- 
heit des  Zinkes  und  der  Säure  entweder  zuerst  eine  negative  Elek- 
tricilUt  auf,  die  nach  einiger  Zeit  in  eine  positive  Übergeht,  oder 
es  zeigt  das  GetÖss  auch  gleich  im  Anlänge  eine  positive  Ladung. 
Bei  Ausführung  solcher  Versuche  kommt  man  indess  sehr  bald  zu 
der  Überzeugung,  dass  es  bei  diesem  Verfahren  nicht  möglich  ist, 
zu  einem  Vcrständniss  der  Vorgänge  zu  gelangen.  Es  war  daher 
nöthig,  einen  anderen  Weg  cinzuschlagcn,  welcher  es  ermöglichte, 
die  Bedingungen  für  den  Angrilf  der  Säure  stets  in  nahe  gleicher 
Weise  herzustellen.  Ich  wählte  dazu  die  schon  oben  S.  610  be- 
schriebene Einrichtung. 

Unterhalb  des  S.  605  erwähnten  trichterförmigen  Glasgefässes, 
in  welches  die  Säure  gegossen  wurde,  stand  ein  ungefähr  unter  45° 
gegen  den  Horizont  geneigter  Zinkstreifen.  In  der  Nähe  des  oberen 
Endes  fielen  die  Säuretropfen  auf  diesen  Streifen,  flössen  über  ihn 
hinab  und  sammelten  sich  am  unteren  Ende  zu  etwas  grösseren 
Tropfen , welche  dann  in  die  unterhalb  befindliche  Platinschaale 
(S.  61 0)  lielen.  Der  Zinkstreifen  und  die  Platinschaale  konnten,  eben- 
so wie  bei  den  Versuchen  mit  dem  tropfenden  Wasser,  isolirt  gehalten 
und  dabei  einzeln  oder  zusammen  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektro- 
meters verbunden,  oder  zur  Erde  abgeleitet  werden. 

In  dem  vorhergehenden  Abschnitte  sind  die  elektrischen  Span- 
nungen, welche  die  Melallstiickc  und  die  Platinschaale  durch  die 
fallenden  Tropfen  in  einem  Zeiträume  von  zwei  Minuten  annahmen, 
in  Skalcntheilen  des  Ocularmikrometers  angegeben  worden.  Um  die 
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weiterhin  mitzutheilenden  /ahlenwerlhe  von  der  zufälligen  Beschaffen- 
lieil  des  Elektronieters  unabhängig  zu  machen,  werde  ich  jedoch  im 
Folgenden  die  elektrischen  Spannungen  stets  in  Theilen  der  an  dem 
einen  Pole  eines  Daniell'schen  Elementes,  dessen  anderer  Pol  zur 
Erde  abgeleitet  ist,  vorhandenen  Spannung  ausdrücken.  Eine  elek- 
trische Spannung  3 z.  B.  bezeichnet  also  einen  solchen  Ausschlag  im 
Elektrometer,  wie  derselbe  entsteht , wenn  der  eine  Pol  von  drei 
zu  einer  Säule  verbundenen  Daniell'schen  Elementen  mit  dem  Gold- 
blättchen des  Elektrometers  verbunden  wird,  während  der  andere  Pol 
zur  Erde  abgeleitet  ist. 

Ich  werde  zuerst  eine  Reihe  von  Versuchen  Uber  die  bei  An- 
wendung von  Schwefelsäure  in  verschiedenen  Concentrationsgraden 
erzeugten  elektrischen  Spannungen  zusammenstellen  und  dabei  nur 
einzelne  Thatsachen  hervorheben,  um  dann  später  nähere  Erörterun- 
gen anzuscldiessen. 

a.  Beobachtungen. 

1.  Schwefelsäure,  mit  dem  Gifachen  Volumen  Was- 
ser gemischt. 

Zum  Verständniss  der  nachstehend  milgetheilten  Versuchsreihen 
sende  ich  die  folgenden  Bemerkungen  voraus,  und  zwar  will  ich 
mich  dabei  speciell  an  die  erste  Versuchsreihe  anschliessen. 

Eine  blankgeschabte  Zinkplatte  stand  unterhalb  des  Trichters; 
die  auf  sie  treffenden  Tropfen  der  Säure  lielen  von  ihrem  unteren 
Rande  in  die  unterhalb  stehende  Plalinschaale. 

Es  wurde  nun  zuerst  das  Zink  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer 
verbunden,  während  die  Plalinschaale  zur  Erde  abgeleitet  war.  Nach 
2 Minuten  zeigte  das  Elektrometer  die  Spannung  — 0,73.  Darauf 
wurde  durch  Umlegen  des  Bttgels  eines  Gommutalors  die  Plalin- 
schaale isolirt  und  mit  dem  Elektrometer  verbunden,  das  Zink  aber 
zur  Erde  abgeleitet;  nach  3 Minuten  gab  das  Elektrometer  die 
Spannung  -j-  0,20  an.  Nach  dem  Entladen  des  Elektrometers  wurde 
dieselbe  Beobachtung  wiederholt,  und  nach  2 Minuten  hatte  das 
Elektrometer  eine  Ladung  -f-  0,1 2 angenommen.  Durch  Zurtlckflihren 
des  Commutators  in  die  erste  Lage  wurde  jetzt  wieder  das  Zink 
isolirt,  und  die  Plalinschaale  abgeleitet;  nach  Verlauf  von  2 Minuten 
zeigte  das  Elektrometer  die  Spannung  — 1,50  u.  s.  w.  Der  Zeitraum 
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von  einer  Messung  zur  folgenden  betrug  3 Minuten;  eine  Minute 
wurde  zur  Ausführung  des  Wechsels  der  Verbindungen  und  Ent- 
ladung des  Elektrometers  benutzt ; mit  dem  Ende  derselben  wurde 


das  Zink  oder  resp. 

die  Plalinschaale 

1 isolirt,  und  nach  Verlauf  von 

2 Minuten  die  elektrische  Spannung 

gemessen  *).  Z bedeutet  den 

Zinkstreifen,  S die  Plalinschaale  und 

E das  Elektrometer. 

tsolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2 Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

z 

S 

— 0,73 

& 

z 

4-  0,2« 

s 

z 

4-0,12 

z 

s 

— 1,50 

s 

z 

— 0,02 

z 

s 

— 1,10 

s 

z 

— 0,30 

z 

s 

- 0,50 

s 

z 

— 0,51 

z 

s 

— 0,32 

s 

z 

— 0.88 

z 

s 

— 0,1  t 

Bei  Anwendung 

eines  anderen 

ebenfalls  blankgeschabten  Zink- 

Stuckes  wurden  bei  gleichem  Verfahren  die  folgenden  elektrischen 
Spannungen  beobachtet : 

Isolirt  und  mit  K 

Zur  Erde 

In  2 Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

S 

z 

4-  0.28 

7 

s 

— 1,67 

S 

z 

4 0,23 

7 

s 

— 2,06 

S 

z 

— 0.06 

s 

z 

— 0i9 

7 

s 

— 1,74 

S 

z 

— 0.59 

7 

s 

— 1,00 

S 

z 

— 0.60 

7 

s 

— 0,51 

S 

z 

— 0,70 

7 

s 

— 0.50 

*}  Um  den  Verlauf  der  F.leklrieilälserrcgung  genauer  zu  verfolgen,  wurden 
die  Ausschläge  des  Elektrometers  naeli  je  einer  halben  Minute  beobachtet  und 
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Die  Spannung  des  Zinkes  ist  hiernach  negativ,  erreicht  9 bis 
12  Minuten  nach  dem  Beginnen  des  Tropfens  ein  Maximum,  und 
nimmt  dann  ullmiihlig  ah.  Die  elektrische  Spannung  der  Platin- 
schaale  erscheint  anfangs  schwach  positiv;  diese  positive  Spannung 
nimmt  ah  und  geht  bald  (innerhalb  9 Minuten  vom  Beginnen  des 
Tropfens)  in  die  negative  ilber,  welche  letztere  dann  allmählig  in 
ihrer  Slitrke  auwächst. 

Als  anstatt  eines  hlankgeschabten  Zinkes  ein  Streifen  angewandt 
wurde,  dessen  Oberfläche  in  dem  Zustande  belassen  worden,  w'ie 
sie  sich  an  dem  kindlichen  dicken  Zinkbleche  findet,  wurden  folgende 
elektrische  Spannungen  beobachtet: 


»lirt  und  mit  K 

Zur  Erde 

In  £ Minuten  ange&arnmelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

S 

Z 

-b  0,22 

Z 

s 

— 0,62 

S 

z 

-b  0,12 

z 

s 

— 1,20 

s 

z 

— 0,05 

z 

s 

— 1,72 

s 

z 

— 0.25 

z 

s 

— 2,10 

nach  einer  Zwischenzeit  von  40  Minuten,  wahrend  welcher  die 
Tropfen  der  Situ  re  unausgesetzt  gefallen  waren : 


Isoliti  und  mit  K 
verbunden. 

Z 

S 


Zur  Erde 
abgeleitet. 
S 
Z 


In  i Minuten  angesainmelle 
Spunnungen. 

— 1.80 

— 1.82. 


Da  die  Oberfläche,  wie  sie  an  dem  käuflichen  Zinkbleche  sich 
findet,  anfangs  weniger  von  der  verdünnten  Säure  angegriffen  wird, 
als  eine  blank  geschabte  Oberfläche,  so  tritt  in  diesem  Versuche  das 
Maximum  der  negativen  Spannung  auf  dem  Zinkstreifen  erst  nach 
Verlauf  eines  längeren  Zeitraumes  auf. 

Der  Apparat,  wie  er  zu  dem  eben  beschriebenen  Versuche  ge- 
dient halte,  blieb  unangerührt  bis  zum  folgenden  Tage  stehen.  Es 


»iilgczcichnet ; es  konnte  dies  ohne  Störung  durch  Umlegen  des  unterhalb  des 
Elektrometers  befindlichen  Coinmutators  geschehen . Der  Kürze  wegen  gebe  icli  im 
Obigen  mir  die  am  Ende  von  i Minuten  angesammellcn  elektrischen  Spannungen. 
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wurde  dann  erst  deslillirles  Wasser  in  den  Trichter  gegossen,  um 
die  Zinklläclte  etwas  abzuspülen , und  nachdem  dies  ausgeflossen, 
die  verdünnte  Schwefelsäure  eingel'Ulll.  Jetzt  trat,  wie  die  folgenden 
lieol>achtungen  zeigen,  gleich  anfangs  eine  starke  negative  Spannung 
am  Zink  auf,  die  dann  allmUhlig  alinahm ; die  l’lalinschaale  ist  gleich 
anfangs  negativ. 


I.solirt  und  mit  K 
verbunden, 

X 

S 

X 

S 

X 

s 

X 


Zur  Erde 
abgeleitet. 

S 

X 


X 

S 

X 


s 


In  2 Minuten  angcsntn  melle 
Spannungen. 

— 2,01 

— 1,55 

,02 

— 1,16 

,39 

— 1 

— 0.86 

,66 

2)  Schwefelsäure,  mit  dem32faclien  Volumen  Wasser 
v er m i sc  h t. 


Hin  bereits  dem 

Angriffe  der 

Schwefelsäure  ausgesetzt  gewesener 

Zinkstreifen  wurde  nur  mittelst 

eines  Schwammes  in  Wasser  ab- 

gewaschen  und  dann 

unterhalb  des  Trichters  aufgestellt. 

tsolirl  und  mit  E 

Zur  Erde 

ln  2 Minuten  angesam melle 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

ü 

— 3,55 

s 

X 

— 2,47 

z 

s 

— 2,30 

s 

X 

— 2,50 

z 

s 

— 1,12 

s 

X 

— 4,75 

z 

s 

— 0,36 

s 

X 

— 5,04 

z 

s 

H-  0,70 

s 

X 

— 6,69 

z 

s 

-4-0,75 

s 

X 

— 6,94 

Wie  bei  dem  nächst  vorhergehenden  Versuche,  wo  das  Zink 
zuvor  ebenfalls  dem  Angriffe  der  Schwefelsäure  ausgesetzt  gewesen, 
tritt  in  dem  vorliegenden  gleich  zu  Anfänge  auf  dem  Zinke  starke 
negative  Spannung  auf.  Dieselbe  verringert  sich  nllmiihlig  und  geht 
zuletzt  in  eine  schwache  positive  Uber.  Die  Platinschaale  erhält 
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gleich  anfangs  eine  erhebliche  negative  Spannung,  die  allmtihlig  stark 
wttclisl. 

3.  Schwefelsäure,  mit  dem  IGfachen  Volumen  Wasser 
gemischt. 

Kin  blank  geschabter  Ziukslreifcn  stand  unterhalb  des  Trichters. 


»lirt  und  mit  R 

Zur  Erde 

In  * Minuten  nngesainmelte 

verbunden. 

abgeleitet . 

Spannungen. 

X 

s 

— 1,55 

s 

X 

— 4 ,54 

X 

s 

— 0,19 

s 

X 

— 3,77 

X 

s 

-1-  0.85 

s 

X 

— 3,98 

X 

s 

+ 4, 46 

s 

X 

— 5,50 

X 

s 

+ I.H 

s 

X 

— 5,62 

Bei  Anwendung  dieser  stärkern  Saure  tritt  am  Zinke  der  Über- 
gang des  negativen  Zustandes  in  den  positiven  früher  ein,  als  in 
dem  vorhergehenden  Versuche. 

i.  Schwefelsäure,  mit  dem  81'aehen  Volumen  Wasser 
gemischt. 

Ks  stand  ebenfalls  ein  blank  geschabter  Zinkstreifen  unterhalb 
des  Trichters. 


Iso  lirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2 Minuten  angesummelle 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

X 

S 

— 2,35 

s 

X 

— 3,00 

X 

s 

-f  0,59 

s 

X 

— 3,48 

X 

s 

+ 0,35  *) 

s 

X 

— 2,06 

X 

s 

— 0,25 

s 

X 

— 1,03 

In  diesem  Versuche  tritt  am  Zinke  der  Übergang  des  negativen 
Zustandes  in  den  positiven  noch  früher  eiu,  als  in  dem  vorher- 
gehenden. Als  nach  etwa  12  .Minuten  seil  dem  Beginnen  des  Tropfens 
auf  der  Zinkflüche  ein  blasiger  Schaum  sich  zu  bilden  begann,  nahm 

* Auf  der  Zinkflache  hatle  sich  Schaum  gebildet. 
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auf  dem  Zinke  die  positive  und  in  der  l’latinschaale  die  negative 
Spannung  ab;  beim  Zinke  ging  die  positive  Spannung  sogar  wieder 
in  eine  schwache  negative  Uber. 

4.  Schwefelsilure,  mit  dem  ifachen  Volumen  Wasser 
gemischt. 

Das  unterhalb  des  Trichters  stehende  Zink  war  blank  geschabt. 


)l irt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  i Minuten  angesammelle 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

— 0,81 

z 

s 

2,05 

z 

s 

4-  0,78 

s 

z 

— i,  1 8 

z 

s 

— 0,73 

s 

z 

— 5,57 

z 

s 

4-0,73 

s 

z 

— 4,00 

z 

s 

-1-  0,28 

s 

z 

— 2,68 

z 

s 

— 0,43 

Durch  den  Angriff  dieser  starken  Säure  geht  das  Zink  sehr 
bald  in  den  positiven  Zustand  Uber,  und  erreicht  schon  vor  Ab- 
lauf von  6 Minuten  eine  hohe  positive  Spannung,  welche  dann 
infolge  des  auf  seiner  Oberfläche  sich  bildenden  Schaumes  sofort 
wieder  abnimmt  und  aus  dem  Positiven  ins  Negative  schwankt.  In 
dem  um  unteren  Ende  des  Zinkstreifens  sich  anhängenden  Schaume 
liegt  auch  der  Grund  fiir  die  Abnahme  der  negativen  Spannung  der 
Plalinschaalc. 

In  den  vorstehenden  Versuchsreihen  ist  gewöhnlich  abwechselnd 
das  Zink  oder  die  Plalinschaale  isolirl  und  mit  dem  Elektrometer 
verbunden,  andrerseits  aber  die  Plalinschaale  oder  das  Zink  zur  Erde 
abgeleitet  worden.  Die  beiden  hiedurch  geschallenen  Zustände  bilden 
jedoch  keineswegs  einen  Gegensatz  zu  einander.  Wenn  nämlich  das 
Zink  isolirt  mit  dem  Elektrometer  verbunden  war,  so  hatte  die  Ab- 
leitung der  Plalinschaale  nur  den  Zweck,  unterhalb  des  Zinkes  jede 
Anhäufung  von  Elektricität  zu  verhüten.  Die  dabei  im  Elektrometer 
beobachteten  Ausschläge  rührten  zu  einem  geringen  Theile  von  den 
Herührungen  der  verschiedenen  Leiter,  vorzugsweise  aber  von  der 
Entwickelung  des  Wasserstoffs  auf  der  Seitenfläche  und  dein  unteren 
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Ende  des  Zinkstreifeos  und  von  dem  Abfälle  der  Tropfen  her.  War 
dagegen  die  IMntinscliaale  isolirl  mit  dem  Elektrometer  verbunden, 
und  das  Zink  zur  Erde  abgeleitet,  so  blieb  auf  dem  Zinke  blos  die 
infolge  der  dauernden  Ableitung  vorhandene  elektrische  Spannung 
zurück,  so  dass  die  Elektricitat  der  \on  ihm  abfallenden  und  in  der 
Platinschaale  angesammeltcn  Tropfen  nur  durch  die  Conlactverhält- 
nisse  und  dem  am  unteren  Ende,  sowie  in  der  »Nahe  desselben  auf- 
tretenden  chemischen  Vorgang  erzeugt  wurde. 

b.  Zusammenstellung  der  Vorgänge , welche  hei  Jeu  vorhergehenden 
Versuchen  auf  die  Urzeugung  von  Eleklricitat  und  ihre  Zu-  und  Ab- 
nahme von  Einfluss  sind. 

Die  eigenlhümlichen  Zu-  und  Abnahmen  in  der  Starke  der  in 
den  vorstehenden  Versuchen  Imobachteten  elektrischen  Spannungen 
sowie  die  Umkehrungen  der  einen  Polarität  in  die  andere  zeigen, 
dass  wir  trotz  der  Einfachheit  der  Vorrichtung  doch  eine  sehr  coro- 
plicirte  Erscheinung  vor  uns  haben.  Es  wird  daher,  bevor  ich  zu 
einer  Erläuterung  der  einzelnen  Versuchsreihen  übergehe,  zweck- 
massig sein,  zuvor  diejenigen  Vorgänge  zusammen  zu  stellen,  welche 
auf  die  Erzeugung  von  Elektricitat  und  auf  ihre  Zu-  und  Abnahme 
überhaupt  von  Einfluss  sind. 

1.  Berührung  der  Leiter.  Nach  Abschnitt  II  sind  Wasser- 
tropfen, welche  von  einem  leitend  mit  der  Erde  verbundenen  oder 
auch  isolirten  Zinke  abfalleu,  positiv  elektrisch,  und  laden  also  die 
Platinschaale,  in  welcher  sie  sich  sammeln,  positiv.  Andererseits 
zeigt  das  Elektrometer,  welches  mit  dem  isolirten  Zinke  verbunden 
ist,  eine  negative  Ladung.  Ebenso  gestalten  sich  die  elektrischen 
Erscheinungen,  wenn  statt  des  Wassers  verdünnte  Schwefelsäure  unter 
Umstanden  angewandt  wird,  wobei  sie  das  Zink  nicht  angreift. 

Die  bei  diesem  Vorgänge  in  2 Minuten  angesammelte  Elektricitat 
ist  aber  nur  gering;  es  müssen  also  noch  weitere  Processe  vorhanden 
sein,  welche  grössere  Mengen  von  Elektricitat  zu  erzeugen  vermögen. 

2.  Directer  Angriff  der  Saure.  Der  durch  den  directen 
Angriff  der  Saure  auf  dem  Zinke  entwickelte  Wasserstotf  fuhrt  posi- 
tive Elektricitat  mit  sich  fort,  lasst  daher  das  Zink  und  die  Säure 
in  negativem  Zustande  zurück. 
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Man  kann  sich  diesen  Vorgang  in  folgender  Weise  vorstellen: 

In  meinen  Maassbcstimmungen  *)  der  elektromotorischen  Kräfte, 
welche  zwischen  Metallen  und  Wasser  auftreten , habe  ich  nachge- 
wiesen, dass  blankes  Zink  in  Berührung  mit  destillirlcm  Wasser  posi- 
tiv, und  das  Wasser  negativ  wird,  lieber  die  durch  Berührung  des 
Zinkes  mit  Schwefelsäure , wobei  ein  Angriff  der  Silure  auf  das 
Metall  stattlindct,  entstehende  elektromotorische  Krall  liegt  keine 
directe  Messung  vor;  ein  später  (S.  024)  beschriebener  Versuch  be- 
weist aber  wenigstens,  dass  dieselbe  nicht  sehr  erheblich  von  der 
durch  die  Berührung  mit  Wasser  erzeugten  verschieden  sein  kann. 
An  der  Berührungsfläche  zwischen  Zink  und  Säure  wird  also  in  einer, 
jener  elektromotorischen  Kraft  entsprechenden  Menge  auf  dem  Zinke 
positive  und  auf  der  anliegenden  Säurefläche  negative  Elektricilitt 
gebunden  sein.  Auf  diese  gebundenen  Elektricitäten  ist  der  sonstige 
elektrische  Zustand  des  aus  Zink  und  Flüssigkeit  bestehenden  Leiters 
ohue  Einfluss. 

Wenn  nun  das  Wasser  an  dieser  Berührungsflüche  zerlegt  wird, 
so  nimmt  der  Wasserstoff  die  positive  Elektricitttt  des  Zinkes  au  und 
entweicht.  Das  mit  der  positiven  Elcktricitül  geladene  Gas  muss 
zwar  beim  Aufsteigen  eine  dünne  Klüssigkeitsschicht  durchdringen ; 
die  Gase  geben  aber,  wie  ich  in  dem  folgenden  Abschnitte  C.  nach- 
weisen  werde,  ihre  elektrische  Ladung  an  flüssige  oder  feste  Leiter 
nur  allmühlig  ab.  Es  wird  also  ein  mehr  oder  weniger  grosser 
Theil  der  vom  Wasserstoff  aufgenommenen  positiven  Elcktricilät  mit 
ihm  entfernt;  dagegen  wird  ein  entsprechendes  Quantum  der  nega- 
tiven Elektricität  der  Süure  frei,  und  sich  über  die  Oberfläche  des 
gesammten  Leiters  verbreiten.  Die  Stärke  dieser  negativen  Ladung 
des  Leiters  muss  unter  sonst  gleichen  Umständen  mit  der  Menge  des 
entweichenden  Gases  wachsen. 

Zu  dem  vorstehend  beschriebenen  Vorgänge,  welcher  das  Zink 
in  den  negativen  Zustand  versetzt,  gesellen  sich  noch  zwei  andere, 
welche  dem  Zinke  die  entgegengesetzte  Polarität,  also  die  positive, 
ertheilen. 

3.  Bildung  einer  galvanischen  Kette.  Nach  und  nach 
bedeckt  sich  die  Stelle  der  Seitenfläche  des  Zinkes,  über  welche  die 

*)  Diese  Abhandlungen  Bd.  XI.  p.  661. 
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Saure  hinabtlicsst  und  ebenso  der  untere  Hand  desselben  mit  einer 
anfangs  graulich,  später  grauschwarz  und  selbst  schwarz  erscheinen- 
den Schicht  aus  Kohle  (und  fremden  ausgeschiedenen  metallischen  Bei- 
mengungen). In  dem  aus  Zink,  Kohle  und  Schwefelsäure  gebildeten 
galvanischen  Kleinente  wird  nun  aber  der  Wasserstoff  nicht  mehr 
an  dem  positiven  Zinke,  sondern  an  der  negativen  Kohle  ausge- 
schieden, nimmt  daher,  wie  im  Abschnitte  G.  an  einem  aus  Zink, 
Platin  und  Schwefelsäure  bestehenden  galvanischen  Klemcnte  gezeigt 
werden  wird,  negative  Klektricität  mit  sich  fort  und  lässt  das  Zink 
und  den  ganzen  Leiter  in  positivem  Zustande  zurück. 

4.  Abfall  der  Säuretropfen  vom  unteren  Ende  bei 
gleichzeitig  vorhandenem  chemischen  Prozess.  Nachdem 
Früheren  ist  au  der  Berührungsfläche  des  Zinkes  und  der  Säure  auf 
dem  Zinke  positive,  auf  der  Säure  negative  Klektricität  vorhanden, 
die  sich  gegenseitig  binden.  Wenn  nun  ohne  chemischen  Process 
die  Säuretropfen  vom  Metall  abfallen,  so  bleibt  stets  noch  eine  Schicht 
Säure  auf  dem  letzteren  haften,  und  in  ihr  befindet  sich  unverändert 
die  gebundene  negative  Klektricität.  Wenn  dagegen  ein  Angriff  der 
Säure  auf  das  Zink  cintritl,  so  hebt  die  Gasentwickelung  die  Be- 
rührung auf ; in  der  abgestossenen  flüssigen  Schicht  wird  also  die 
negative  Klektricität  frei  und  beim  Abfallen  der  Tropfen  zum  Thcil 
mit  fortgenommen.  Die  am  unteren  Zinkrande  entwickelten  Gas- 
blasen, welche  die  |>ositive  Klektricität  aufgenominen  haben,  können 
bei  ihrer  Lage  nur  schwierig  entweichen,  und  gellen  einen  Thcil 
ihrer  Ladung  wieder  an  das  von  ihnen  berührte  Zink.  Ist  nun  das 
von  dem  Tropfen  mitgenommene  (Quantum  negativer  Polarität  grosser 
als  das  von  dem  Gase  IbrtgefUhrte  Quautum  der  positiven,  so  erhält 
das  Zink  eine  positive  Ladung. 

An  denjenigen  Stellen  des  unteren  Bandes,  wo  sich  der  schwärz- 
liche Beleg  gebildet  hat,  entwickelt  sich  der  Wasserstoff  an  diesem 
negativen  Gliedc  der  galvanischen  Kette  und  nimmt  daher  den  nega- 
tiven Zustand  an.  Die  kleineren  Wasserstoffbläschen  geben  dann 
während  ihres  Verweilens  in  den  Säuretropfen  einen  Theil  ihrer  nega- 
tiven Ladung  an  diese  ab. 

5.  Sc  h a u m b i Id  u ng  auf  der  Seitenfläche  des  Zinkes. 
Wenn  durch  sehr  heftigen  Angriff  der  Säure  sich  auf  der  Seiten- 
fläche des  Zinkes,  Uber  welche  die  Säure  hinahfliesst,  Schaum  an- 
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häuft,  so  hat  die  von  den  entwickelten  Gasen  aufgenommene  posi- 
tive oder  negative  Elektricität  Zeit,  in  grösserer  oder  geringerer  .Menge 
an  die  Flüssigkeit  Uberzugehcn.  Die  von  den  Gasen  fortgeführten 
elektrischen  Quanta  werden  also  verringert , und  dadurch  der  ent- 
gegengesetzt elektrische  Zustand  des  Zinkes  schwächer. 

6.  Schaumanhang  am  unteren  Ende  des  Zinkes.  Wenn 
an  dem  unteren  Ende  des  Zinkes  infolge  eines  starken  Angriffes  der 
Stiure  sich  ein  Anhang  von  Schaumhlaseu  bildet,  so  fallen  die 
Tropfen  daselbst  nicht  vom  Zinke,  sondern  von  diesem  Schaum- 
anhange  ab.  Die  in  ihnen  durch  die  Zersetzung  vorhandene  nega- 
tive Elektricität  hat  also  Zeit  sich  mit  der  positiven  auf  dem  Zinke 
zum  Theil  wieder  zn  vereinigen,  und  die  abfallenden  Tropfen  nehmen 
nur  eine  geringe  negative  Ladung  mit. 

7.  Verminderung  der  LeichtflUssigkeit  der  Säure. 
Wenn,  was  namentlich  bei  Einwirkung  stärkerer  Säuren  eintritt,  sich 
eine  gewisse  Menge  von  schwefelsauren)  Zinkoxyd  (oder  in  den 
späteren  Versuchen  Chlorzink)  in  der  Uber  die  Seitenfläche  lliessen- 
den  Säure  und  in  den  am  unteren  Ende  hängenden  Tropfen  bildet, 
so  wird  die  leichte  Beweglichkeit  der  Gasblasen  in  diesen  Flüssig- 
keiten vermindert ; die  mit  Elektricität  beladenen  Gasblasen  werden 
daher  beim  Durchgänge  durch  dieselben  einen  grösseren  Theil  ihrer 
elektrischen  Ladung  abgeben.  (Vergl.  den  Abschnitt  VII.) 


c.  Elektrisches  Verhallen  iler  in  die  Platinschaule  faltenden  Tropfen. 

Wie  schon  oben  angedeutet , rührt  die  elektrische  Spannung, 
welche  die  in  die  Plalinschaale  fallenden  Tropfen  erhalten,  theils  von 
den  Gontactverhältnissen,  theils  von  dein  am  unteren  Ende  des  Zinkes 
zwischen  diesem  und  der  Säure  auflretenden  chemischen  Vor- 
gänge her. 

Zu  einer  genaueren  Kenntniss  der  durch  den  Contacl  und  die 
Ableitung  in  den  fallenden  Tropfen  erzeugten  elektrischen  Spannun- 
gen fuhren  die  im  Abschnitt  II  milgetheilten  Beobachtungen,  und  es 
rechtfertigt  sich  dadurch  ihre  ausführliche  Mittheilung  an  der  be- 
treffenden Stelle.  Nach  jenen  Messungen  ertheilen  die  in  2 Minuten 
von  dem  abgeleiteten  Zinke  abfallenden  Tropfen  der  Platinschaule,  in 
welcher  sie  sich  sammeln,  je  nach  der  Schnelligkeit,  mit  welcher 
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sie  einander  folgen , in  der  jetzt  gewühlten  Einheit  (der  Spannung 
an  dem  Pole  eines  DanieH’schen  Elementes)  eine  elektrische  Span- 
nung von  -(-  0,4  bis  -f-  0,5. 

Ebendaselbst  (S.  011)  habe  ich  auch  schon  erwähnt,  dass,  wenn 
anstatt  des  Wassers  verdünnte  Schwefelsäure  auf  amalgamirtes  Zink 
tropft  (wobei  also  kein  chemischer  Angriff  statllimlet),  die  abfallen- 
den Tropfen  nahe  das  gleiche  Verhalten  darbieten,  wie  zuvor  beim 
Wasser. 

Es  lasst  sich  nun  auch  leicht  zeigen,  dass  das  aus  dem  Con- 
tacle  folgende  elektrische  Verhalten  der  Süuretropfen  sich  nicht 
wesentlich  ändert,  wenn  das  Zink  in  gewöhnlichem  Zustande,  also 
nicht  amalgainirt , in  die  Süure  cingelaucht  wird,  und  folglich  ein 
mehr  oder  weniger  heftiger  Angriff  auf  dasselbe  stattfindet;  nur  muss 
man  dafür  Sorge  tragen,  dass  die  Süuretropfen  nicht  vom  Zinke 
selbst  abfallcn , und  an  der  Abfallstelle  jeder  weitere  chemische 
Process  vermieden  w ird , was  sich  leicht  in  folgender  Weise  aus- 
führen  lässt. 

In  das  mehrfach  erwähnte  trichterförmige  Gefüss  wurde  eine  mit 
dem  Sfachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Schwefelsäure  eingegossen 
und  ein  Zinkstuck  eingetaucht.  War  das  Zink  zur  Erde  abgeleitet, 
so  erlheilten  die  in  die  Plnlinschaate  fallenden  Wassertropfen  dieser 
letzteren  eine  positive  Ladung  und  zwar  nahe  dieselbe  wie  früher, 
wo  das  Gefüss  mit  Wasser  gefüllt  war.  Es  wirkte  hier  blos  die  in- 
folge der  Berührung  und  Ableitung  vorhandene  elektrische  Spannung ; 
alle  durch  den  chemischen  Angriff  erzeugte  ward  durch  die  Ablei- 
tung zur  Erde  entfernt. 

So  lange  also,  wenn  verdünnte  Schwefelsäure  auf  zur  Erde 
abgeleitetes  Zink  tropft,  sieb  am  unteren  Ende  zwischen  dem  Zink 
und  der  Süure  noch  kein  erheblicher  Angriff  ausgebildet  hat,  werden 
wir  zu  erwarten  haben,  dass  die  in  die  Platinschaale  fallenden 
Tropfen  dieselbe  positiv  in  einer  Starke  laden,  die  innerhalb  zweier 
.Minuten  -(-  0,5  nicht  übersteigen  kann. 

Diesen  Ausspruch  bestätigen  die  unter  a.  1 . angeführten  Versuchs- 
reihen ; die  positive  Spannung  ist  jedoch  stets  geringer  als  -j-  0,5, 
weil  infolge  eines  bereits  am  unteren  Ende  beginnenden  chemischen 
Vorganges,  welcher  die  Säure  negativ  macht,  die  aus  der  Berührung 
und  Ableitung  stammende  positive  geschwächt  wird. 


Digitized  by  Google 


29] 


Elektrische  Untersuchungen. 


625 


Wenn  nun  nach  und  nach  der  chemische  Process  am  unteren 
Ende  des  Zinkes  sich  verstärkt  und  die  abfallenden  Tropfen  beginnen 
sich  negativ  zu  laden , so  gehl  der  positive  Zustand  der  Platin- 
sehaale hei  schwächeren  Sauren  in  längerer,  bei  concentrirtercn  in 
kürzerer  Zeit  in  den  negativen  Uber.  Ist  durch  die  HeschalTenheit 
der  Zinkoberllache  gleich  von  Anfang  ein  stärkerer  Angriff  ermög- 
licht, so  kann  die  von  der  Berührung  und  Ableitung  herrührende 
positive  Spannung  schon  nach  wenigen  Secunden  Überwunden  sein. 

Wenn  an  dem  unteren  Ende  des  Zinkes  sich  ein  Schaumanhang 
bildet,  so  fallen  die  Tropfen  nicht  vom  Zinke,  sondern  von  den 
Schaumblascn  ab,  und  werden  durch  die  Ableitung  des  Zinkes  mehr 
oder  weniger  entladen,  so  dass  also  dann  die  in  zwei  Minuten  in 
der  Platinschaale  angesammelte  Elektriciliit  geringer  wird , wie  dies 
bei  den  oben  mitgetheilten  Versuchen  mit  der  i-  und  8 fach  ver- 
dünnten Schwefelsäure  sich  zeigt. 

Dass  in  der  Thal  die  negative  Ladung  der  Tropfen  nur  durch 
den  am  unteren  Ende  des  Zinkes  oder  in  seiner  Nähe  zwischen  ihm 
und  der  Säure  vorgehenden  chemischen  Process  entsteht,  lässt  sich 
auch  nach  weisen,  wenn  man  den  Versuch  so  anordnet,  dass  ein  sol- 
cher Process  ausgeschlossen  ist.  Ich  will  zwei  derartige  Versuche 
mittheilen,  welche  zugleich  für  den  nächsten  Abschnitt  von  beson- 
derem Interesse  sind. 

An  einem  25  cm  langen  Zinkslreifen  wurde  am  untern  Ende 
eine  Strecke  von  i cm  gut  amalgamirl.  Als  jetzt  z.  B.  selbst  eine 
mit  dem  ifachen  Wasservolumen  verdünnte  Schwefelsäure  angewendet 
w urde,  ergaben  die  Beobachtungen  folgende  Besullate : 


solirt  und  mit  K 

Zur  Erde 

In  4 Minuten  angesammclle 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

— 1,43 

S 

Z 

-f-  0, 1 5 

Z 

s 

— 3,70 

s 

z 

0,08 

z 

s 

— 3,70 

s 

z 

-b  0,19 

z 

s 

— 2,10 

s 

z 

-b  0,45 

z 

s 

— 1,34 

s 

z 

— 0,40 

z 

s 

— 1,90 

s 

z 

— 0,30. 
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Dit>  fallenden  Tropfen  erscheinen  hier  lange  Zeit  infolge  der  Ablei- 
tung des  Zinkes  positiv.  Erst  als  der  schwärzliche  Streifen  sich  von 
der  nicht  amalgamirten  Zinkoberfläche  her  auch  etwas  Uber  die 
amalgamirtc  Stelle  bis  zum  Rande  vorschob,  wurde  die  positive 
Spannung  Überwunden,  und  die  Schaale  zeigte  schwache  negative 
Spannung. 

Ferner  wurde  an  das  untere  Ende  eines  10  cm  langen  Zink- 
streifens ein  5 cm  langer  Platinstreifen  von  gleicher  Breite  mit  dem 
Zinke  angelothct,  so  dass  die  ilber  das  Zink  hinabfliessenden  Tropfen 
erst  nach  dem  Überschreiten  des  Platinbleches  von  dem  unteren 
Runde  dieses  letzteren  abliclen.  Die  angewandte  Schwefelsäure  war 
mit  dem  Sfachen  Volumen  Wasser  verdünnt. 


Isolirt  und  mit  F.  Zur  Erde 

In  t Minuten  anjiesanimeltc 

verbunden.  abgeleitet. 

Spannungen. 

7.  S 

— 0,96 

S 7. 

— 0,30 

7.  S 

— 1,83 

.S  7. 

— 0,3  4 

7.  S 

— 1,74 

S 7. 

— 0,32 

7.  S 

— t ,9t 

S 7. 

— 0,38 

7.  S 

— 1,57 

S 7, 

— 0,40 

7.  S 

— t .34 

Nach  8 Minuten  Zwischenzeit 

/ s 

— 0,83 

S 7. 

— 0,61 

7.  S 

— 0,60 

Nach  20  Minuten  Zwischenzeit 

/ s 

4-  0,25 

7.  S 

-h  0.20 

S 7. 

— 0,43 

Infolge  des  Abfallens  vom  Platin  erhallen  die  Tropfen  eine  negative 
Spannung,  und  die  in  der  vorstehenden  Versuchsreihe  beobachteten 
Ladungen  der  Platinschaale  verdanken,  wie  man  aus  den  Zahlen- 
werthen  derselben  erkennt,  fast  allein  jenem  Contactc  ihre  Ent- 
stehung. 

Wenn  bei  den  Versuchen , in  welchen  die  Säure  auf  einen 
blanken  gewöhnlichen  Zinkstreifen  tropft,  das  Zink  nicht  wie  bisher 
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zur  Erde  abgeleitet,  sondern  isolirl  gehalten  wird,  so  lindert  sieh  die 
elektrische  Ladung  der  abfallenden  Säuretropfen  je  nach  dem  elek- 
trischen Zustande  des  Zinkes.  Innerhalb  derjenigen  Periode  im  An- 
fänge einer  Versuchsreihe , wo  das  Zink  selbst  negativ  erscheint, 
wird  durch  diese  negative  Spannung  auf  dem  Zinke  die  negative 
Ladung  der  Tropfen  vergrtisserl.  lsolirt  man  dagegen  das  Zink  in 
der  bei  stärkeren  Säuren  nach  längerer  Dauer  des  Tropfens  ein- 
tretenden Periode  seiner  positiven  Ladung,  so  wird  dadurch  die  nega- 
tive Ladung  der  Tropfen  verringert. 

d.  Elektrisches  Verhüllen  des  Zinkes. 

Nach  den  unter  a.  mitgctheillcn  Versuchsreihen  zeigt  das  Zink 
bei  dem  Auftropfen  von  Schwefelsäure  in  den  verschiedensten  Con- 
centrationsgraden  beim  Beginne  des  Versuchs  stets  negative  Span- 
nung. Diese  negative  Ladung  wächst  je  nach  der  Beschaffenheit  der 
Säure  in  längerer  oder  kürzerer  Zeit  bis  zu  einem  Maximum,  nimmt 
dann  ab  und  geht  schliesslich  in  eine  positive  über. 

ln  dem  Abschnitte  II  ist  nachgewiesen  worden,  dass,  wenn 
Wasser-  oder  Säuretropfen  ohne  chemischen  Angriff  von  einem  iso- 
lirten  Zinke  abfallen,  das  mit  diesem  Zinke  verbundene  Elektrometer 
eine  negative  Spannung  annimml,  die  jedoch  in  zwei  Minuten  höch- 
stens bis  — 0,4  steigen  kann.  Da  nun,  wenn  Säure,  namentlich  in 
verdünntem  Zustande,  auf  gewöhnliches  (nicht  amalgamirtes)  Zink 
tropft,  der  chemische  Angriff  anfangs  sehr  gering  ist,  so  wird  durch 
das  Abfällen  der  Tropfen  das  mit  dem  Zinke  verbundene  Elektro- 
meter einen  schwachen  negativen  Ausschlag  geben. 

Sobald  nun  der  directe  Angriff  der  Säure  beginnt,  entweicht 
mit  dem  Wasserstoff  positive  Elektricitüt,  was  eine  negative  Ladung 
des  Zinkes,  und  somit  eine  Steigerung  des  negativen  Ausschlages  im 
Elektrometer  zur  Folge  hat. 

Diesem  Anwachsen  der  negativen  Spannung  auf  dem  Zinke 
treten  aber  zwei  andere  Vorgänge  entgegen.  In  dem  Maasse,  als 
durch  die  Entstehung  der  schwärzlichen  Schiebt  sich  ein  galvani- 
sches Element  bildet,  nimmt  der  durch  die  Wirkung  dieses  Elementes 
ausgeschiedene  Wasserstoff  negative  Elektricitüt  mit,  was  eine  posi- 
tive Ladung  des  Zinkes  zur  Folge  hat. 
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Ebenso  wird  infolge  des  am  unteren  Ende  des  Zinkes  ver- 
laufenden chemischen  l’rocesses  und  des  Abfallens  der  Tropfen  das 
Zink  positiv. 

Je  mehr  die  beiden  letzten  Y’orgttnge  sich  verstärken,  wird  die 
durch  die  dirccte.  Gascntwickelung  dem  Zinke  ertheille  negative 
Ladung  geschwächt,  und  unter  geeigneten  Umstunden  gänzlich  über- 
wunden, so  dass  nun  das  Zink  positiv  erscheint. 

Dass  die  Zersetzung  des  YVassers  durch  die  auf  der  Seiten- 
lliiche  des  Zinkes  gebildete  Kette  allein  hinreicht,  um  die  anfäng- 
liche positive  Ladung  des  Zinkes  schliesslich  in  eine  positive  zu  ver- 
wandeln, zeigen  die  S.  626  mitgclhciltcn  Versuche,  bei  welchen  an 
das  untere  Ende  des  Zinks treifens  ein  Platinblech  angelothet  war. 
Die  bei  dieser  Vorrichtung  abfallenden  Säuretropfen  vermögen  an 
der  Abfallstelle  keinen  chemischen  Process  einzuleiten;  die  abfallen- 
den Tropfen  können  höchstens  so  viel  negative  ElcktricitUt  mit  hin- 
wegnehmen, als  aus  der  BeiUhrung  und  Ladung  des  ganzen  Leiters 
ihnen  zukommt. 

Wesentlich  vermehrt  wird  aber  die  positive  Spannung  auf  dem 
Zinke  durch  das  an  seinem  untern  Ende  staltlindende  Abfallen  der 
Tropfen. 

Wenn  die  Saure,  wie  dies  oben  bei  der  mit  dem  acht-  und 
dem  vierfachen  Volumen  Wasser  vermischten  SUure  eintrat,  so  stark 
angreift,  dass  sich  Schaum  auf  der  Zinkflttche  und  am  unteren  Kande 
bildet,  so  wird  die  schwärzliche  Schicht  hie  und  da  abgestossen, 
und  die  Tropfen  am  unteren  Ende  verlieren  einen  Theil  ihrer  nega- 
tiven Ladung,  den  sic  an  das  Zink  zurUckgeben.  Durch  diese  Vor- 
gänge kann  der  positive  Zustand  des  Zinkes  zeitweilig  wieder  in 
den  negativen  zurückgehen.  Beide,  sowohl  der  positive  als  auch  der 
negative,  werden  aber  jener  Änderungen  wegen  keine  beträchtliche 
Stärke  erlangen.  (Vergl.  die  Versuche  unter  a,  4 und  a,  5.) 

In  dem  Vorhergehenden  war  entweder  das  Zink  oder  die  Pla- 
tinschaale  mit  dem  Elektrometer  verbunden.  Welcher  Erfolg  zu  er- 
warten steht,  wenn  beide  gleichzeitig  isolirt  mit  dem  Elektrometer 
verbunden  werden,  lehrt  ein  Blick  auf  die  oben  im  Abschnitte  a. 
mitgethciltcn  Versuche:  das  Elektrometer  wird  bei  dieser  Yrerbindung 
stets  negative  Elektrieilät  anzeigen.  Im  Anfänge  uberwiegl  die  nega- 
tive Spannung  des  Zinkes ; dann  werden  Zink  und  Schaalc  gleich- 
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zeitig  negativ,  und  wenn  zuletzt  das  Zink  in  den  positiven  Zustand 
übergeht,  so  sind  die  fallenden  Tropfen  stark  negativ.  In  einer  Ver- 
suchsreihe wurden  z.  B.  nach  einander  die  folgenden  in  zwei  Minuten 
angesainmclten  Spannungen  beobachtet:  — 1,35;  — 2,50;  — 3,13; 
— 3,82;  —4,09;  —4,90;  —5,10;  —5,25. 

B.  Schwefelsäure  fällt  in  Tropfen  auf  eine  horizontale  Zinkplatte. 

Unterhalb  des  trichterförmigen  Gewisses  wurde  eine  Zinkplatte 
von  1 5 cm  Seite  horizontal  an  einem  isolirenden  Haller  befestigt, 
so  dass  die  aus  der  Spitze  des  Trichters  fallenden  Tropfen  die  Mitte 
der  Platte  trafen.  Es  sammelte  sich  dann  nach  und  nach  eine 
Schicht  Silure  auf  der  Platte,  die  schliesslich  bei  hinreichender  Aus- 
dehnung Uber  den  Rand  derselben  ahlloss.  Zur  Aufnahme  der  von 
der  Platte  abfliessenden  Säure  diente  eine  grossere  in  einigem  Ab- 
stande darunter  gestellte  kupferne  Schaale,  welche  zur  Erde  abge- 
leitet war. 

Um  die  Wirkung  des  ersten  Angriffs  der  aus  dem  Trichter  auf 
die  Platte  fallenden  Säure  beobachten  zu  können,  wurde  zwischen 
die  Zinkplattc  und  die  Spitze  des  Trichters  mittelst  eines  in  horizon- 
taler Ebene  beweglichen  Armes  ein  kleiner  Platintiegel  eingeschoben, 
so  dass  die  sofort  nach  dem  Eingiessen  der  Säure  in  den  Trichter 
abfallenden  Tropfen  von  diesem  Tiegel  aufgenommen  wurden.  Erst 
wenn  ich  vor  dem  Elektrometer  sass,  wurde  mittelst  eines  längeren 
Drahtes  jener  Arm  gedreht,  so  dass  nun  die  Säuretropfen  auf  die 
Zinkplattc  trafen*). 

Welche  elektrischen  Vorgänge  bei  diesem  Verfahren  einlrelen 
müssen,  lässt  sich  nach  den  Resultaten  des  vorhergehenden  Air- 
schnittes leicht  voraussehen.  Hei  dem  Beginne  des  Tropfens  wird 
der  Wasserstoff  der  Zinkplattc  positive  Elcktricität  entnehmen.  Da 
jedoch  im  Anfang  der  Angriff  der  Säure  nur  schwach  ist  und  der 
mit  positiver  Polarität  beladene  Wasserstoff  jetzt  eine  dickere  Elüssig- 
keitsschicht , als  bei  der  geneigten  Platte,  zu  durchdringen  hat,  so 

*)  Eben  diese  Vorrichtung  wurde  auch  bei  den  Versuchen  des  vorher- 
gehenden und  der  folgenden  Abschnitte  benutzt,  wenn  die  Wirkung  bei  dem  ersten 
Auflrelfen  der  Siiure  auf  die  geneigte  Platte  beobachtet  werden  sollte. 

Abhaodl.  d.  k.  S.  (J«»«ll*ch.  4.  Wi«*«n*ch.  XX.  43 


Digitized  by  Google 


\V.  («.  Hankel, 


t;:to 


13* 


wird  die  von  ihm  fortgefuhrle  .Menge  positiver  Eleklrieiiai  nur  gering 
sein  können,  das  Zink  also  auch  nur  eine  geringe  negative  Span- 
nung erhalten. 

Zugleich  beginnt  aber  die  grauliche  Schicht  sich  zu  bilden,  und 
der  durch  das  entstandene  galvanische  Element  entwickelte  Wasser- 
stoff nimmt  negative  Eleklricitiit  mit  sich,  so  dass  das  Zink  positiv 
geladen  wird.  Gewöhnlich  erreicht  die  negative  Spannung  schon 
in  einer  .Minute  ihr  Maximum,  und  geht  dann  in  eine  positive  Uber, 
deren  Grösse  durch  die  Starke  des  Angriffes  der  Sii me  auf  das  Zink 
bedingt  ist. 

Aber  auch  diese  letzte  positive  Spannung  kann  keinen  sehr  hohen 
Werth  erreichen , weil  der  Versuch  schon  nach  6 bis  9 Minuten 
durch  das  llma blliessen  der  Stture  Uber  den  Itand  der  Platte  sein 
Ende  findet. 

Die  Sttirke  des  Angriffes  der  Schwefelsäure  auf  verschiedene 
Ziakplatten  und  somit  auch  die  infolge  der  dadurch  bewirkten 
Wasserstoffentwickclung  auftretende  Elektricititt  ist  sehr  verschieden. 
Als  z.  B.  eine  mit  dem  ttifachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Schwe- 
felsäure auf  eine  Zinkplullc  tropfte,  welche  leicht  von  der  Saure 
angegriffen  wurde,  zeigte  die  Zinkplatte  eine  Minute  lang  schwache 
negative  Spannung  ( — 0,21);  dieselbe  ging  in  eine  positive  Uber, 
und  nach  Verlauf  von  4 Minuten  betrug  die  in  zwei  Minuten  in  der 
Platte  angehUufle  positive  Spannung  -}-  4,8.  Bei  Anwendung  einer 
anderen  Zinkplalle,  welche  von  der  Saure  nur  wenig  angegriffen 
wurde,  stieg  beim  Auftropfen  einer  mit  dem  ifachen  Volumen  Wasser 
verdünnten  Schwefelsäure  die  negative  Spannung  in  einer  Minute 
nur  bis  — 0,05;  nach  Verlauf  von  4 Minuten  betrug  die  in  zwei 
Minuten  angesammelle  positive  Spannung  nur  -\-  0,44. 


C.  Wasserstoffentwickelung  mittelst  der  einfachen  galvanischen  Kette. 

Ich  stelle  die  Versuche  Uber  die  Zersetzung  des  Wassers  durch 
die  einfache  galvanische  Kette  gleich  hier  ein,  da  im  Vorhergehenden 
bereits  mehrfach  darauf  Bezug  genommen  ist. 

Auf  den  Boden  einer  gläsernen  Krystallisirschalc  von  5 ein 
Höhe  und  7,5  cm  Durchmesser  wurde  ein  Plalinbleeh  gelegt,  und 
darauf  ein  gilt  amalgamirler  Zinkring  von  4 cm  Höhe  gestellt.  Die 
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in  verschiedenen  Graden  mil  Wasser  verdünnte  Schwefelsäure  wurde 
in  solcher  Menge  eingegossen,  dass  ihr  Niveau  4 — ä nun  Uber  dem 
oberen  Rande  des  Zinkcylinders  stand.  Die  Schwefelsäure  verband 
ein  in  dieselbe  eintauchender  Platindraht  mit  einer  horizontalen  iso- 
lirlen  Kupfcrplalte , in  deren  Mitte  das  zuvor  beschriebene  Kleinem 
stand.  Die  Kupferplalle  konnte  mil  dem  Elektrometer  verbunden 
werden. 

Wie  in  dem  Abschnitte  A.  werde  ich  auch  jetzt  wieder  diejenigen 
elektrischen  Spannungen  angeben,  welche  nach  einer  zwei  Minuten 
dauernden  Verbindung  des  Elementes  mit  dem  Elektrometer  beob- 
achtet wurden. 

Da  bei  der  vorliegenden  Anordnung  der  Wasserstoff  sich  nicht 
am  Zinke,  sondern  um  negativen  Platin  entwickelt,  so  wird  er,  und 
selbstverständlich  gilt  dies  bei  allen  VerdUnnungsgraden  der  Schwefel- 
säure, mit  negativer  Kleklricitüt  geladen.  Indem  er  nun  diese  nega- 
tive Elektricilät  mit  sich  fortfuhrt,  erhält  die  Kette  eine  positive 
Ladung,  deren  Grösse  von  der  Stärke  der  angewandten  Säure 
abhängl. 

Wurde  eine  mit  dem  04  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte 
Schwefelsäure  eingegossen,  so  entstand  nur  eine  geringe  Ladung  des 
Elektrometers,  ilie  anfänglich  -j-  I betrug,  nach  12  Minuten  aber 
durch  die  Abnahme  des  galvanischen  Stromes  infolge  der  Polarisation 
des  Platins  bis  -j-  0,06  gesunken  war. 

Bei  einer  mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
erreichte  die  Spannung  anfangs  den  Werth  -j-  3,4,  der  sich  nach 
1 5 Minuten  bis  -j-  3,6  gesteigert  hatte. 

Ähnlich  verhielt  sich  die  mit  dem  1 6 lachen  Volumen  Wasser 
verdünnte  Säure;  der  anfängliche  Werth  betrug  -|-  3,2,  nach  18 
Minuten  -j-  4. 

Bei  einer  mit  dem  Stachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
war  die  Spannung  anfangs  -f-  4,  stieg  nach  drei  Minuten  auf  -j-  0, 
welcher  Werth  dann  längere  Zeit  l'ortbcstand. 

Wurde  eine  nur  mit  dem  vierfachen  Volumen  Wasser  verdünnte 
Säure  angewandt,  so  betrug  die  anfängliche  Spannung  -|~  0,9  bis 
-(-2;  im  weiteren  Verlaufe  stieg  dieselbe  erst  rasch,  dann  lang- 
samer und  näherte  sich  einem  Maximum , das  je  nach  den  L in- 
stünden -J-  30  bis  -(-  40  erreichte. 
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Bei  diesem  Verfahren  der  Elektricilätsentwickelung  ist  es  leicht 
zu  zeigen,  dass  die  elektrisch  geladenen  Gase  ihre  Klektricität  an 
feste  und  flüssige  Leiter  nur  wenig  abgeben. 

Aus  sehr  engmaschiger  Messinggaze  wurde  ein  unten  offener 
Cylinder  von  31  cm  Höhe  und  I !t  cm  Durchmesser  gebildet,  und 
oberhalb  des  galvanischen  Elementes  so  aufgehangen,  dass  sein  un- 
terer Band  ungefähr  2,5  cm  oberhalb  der  Kupferplalte  lag.  Da  die 
auf  der  Kupferplalte  stehende  Krystallisirschaale  eine  Hohe  von  5 cm 
hatte,  so  traten  die  Gasblasen  2,5  cm  oberhalb  des  untern  Cylinder- 
randes  aus  der  Flüssigkeit,  und  wurden  infolge  ihrer  Leichtigkeit 
und  des  in  der  Kapelle  herrschenden  Luftzuges  durch  die  Maschen 
des  Metallnetzes  getrieben. 

Als  das  Element  mit  einer  starken  Schwefelsäure  (1  Vol.  Säure, 
4 Vol.  Wasser)  gefüllt  war,  nahm  es  in  zwei  Minuten  die  Spannung 
-f-  20  an ; dem  darüber  befindlichen  Netze  ertheilten  die  durch 
dasselbe  hindurchgehenden  Gase,  ebenfalls  in  zwei  Minuten,  jedoch 
nur  eine  Spannung  — 2.  Der  grösste  Theil  der  in  dem  Gase  vor- 
handenen negativen  Klektricität  war  also  durch  das  Sieb  hindurch- 
gegangen. Es  war  bei  der  zweiten  Messung  die  CapaciUit  des  zu 
ladenden  (lonductors  allerdings  eine  etwas  grossere  als  bei  der 
ersten;  aber  auch  selbst  bei  gleicher  Capaciläl  wurde  die  Spannung 
im  zweiten  Falle  nicht  Uber  — 4 hinausgegangen  sein. 

Der  geringe  Übergang  der  negativen  Klektricität  aus  dem  Gase 
zu  dem  Metallsiebe  erhellt  auch  aus  folgendem  Versuche.  Dieses 
Sieb  wurde  nicht  wie  vorhin  isolirt  aufgehangen,  sondern  mit  seinem 
unteren  Rande  auf  die  Kupferscheibe  gestellt,  so  dass  es  mit  dieser 
und  dem  Inhalte  der  Glassohaale  leitend  verbunden  war.  Dabei 
zeigte  das  mit  dem  Elemeute,  der  Kupfcrplatte  und  dem  Siebe  ver- 
bundene Elektrometer  nur  eine  wenig  geringere  positive  Spannung, 
als  wenn  das  Sieb  ganz  entfernt  war.  Wäre  von  dem  Siebe  die 
negative  Klektricität  des  Gases  aufgenommen  worden,  so  hätte  sich 
diese  negative  Klektricität  mit  der  positiven  der  Schaale  vereinigen 
und  das  Elektrometer  ohne  Spannung  bleiben  müssen. 

Dies  letztere  trat  nun  nahe  ein,  als  eine  inwendig  feuchte,  etwas 
grössere  Krystallisirschaale  Uber  das  Element  gestülpt  wurde.  Jetzt 
zeigte  das  Elektrometer  nur  noch  einen  sehr  geringen  positiven  Aus- 
schlag, weil  nur  ein  sehr  geriuger  Theil  der  negativen  Klektricität 
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mit  dem  Wasserstoff  durch  die  enge  Ritze  zwischen  dem  Rande  der 
Schaale  und  der  nicht  ganz  ebenen  Kupferplatte  zu  entweichen  ver- 
mochte. 

Aber  auch  in  eine  leitende  Flüssigkeit  tritt  die  ElektricitiU  aus 
den  Gasblasen,  welche  in  derselben  aufsteigen,  nur  sehr  allmithlig 
Uber.  In  einem  17  cm  hohen  cylindrischen  Glase  wurde  auf  den 
Boden  die  Platinplalte  gelegt  und  darauf  der  amalgamirte  Zinkring 
gestellt.  Wurde  eine  mit  dem  16  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte 
Schwefelsäure  so  weit  eingefulll,  dass  der  obere  Zinkrand  eben  be- 
deckt war,  so  erhielt  ich  eine  elektrische  Spannung  -)-  3,1  ; wurde 
dagegen  das  Glas  bis  zum  Rande  mit  derselben  Säure  gefüllt,  so 
beobachtete  ich  nur  noch  eine  Spannung  -J-  1,1.  Es  war  also  durch 
die  13  cm  höhere  Säureschicht  nur  etwas  mehr  als  die  lliilfte  der 
in  den  Gasblasen  vorhandenen  negativen  Klektricitäl  aufgenommen 
worden. 


D.  übergiessen  eines  Zinkstiickes  mit  verdünnter  Schwefelsäure  oder  Eintauchen 

in  dieselbe. 

lim  die  Oberfläche  des  Zinkes  noch  in  bestimmter  Weise  her- 
steilen zu  können , wurde  ein  einziges  Zinkstuck  mit  verdünnter 
Schwefelsäure  übergnssen. 

Da  es  sich , namentlich  hei  Anwendung  schwacher  Säuren,  um 
geringe  elektrische  Spannungen  handelte,  so  war  es  geboten,  von 
den  Stellen,  welche  berührt  werden  mussten,  alle  Nichtleiter  aus- 
zuschliessen,  um  jede  Reibungselektricität  fern  zu  halten;  es  wurde 
deshalb  folgendes  Verfahren  eingeschlagen.  Ein  quadratisches  Stuck 
blanken  Zinkes  von  2,5  cm  Seite  wurde  entweder  in  die  Platin- 
schaale  gelegt,  so  dass  es  mit  seinen  Ecken  die  Wand  der  Schaale 
berührte  und  mit  ihr  und  der  eingegossonen  Säure  ein  galvani- 
sches Element  bildete,  oder  es  wurde  das  Zink  in  ein  auf  dem 
Boden  der  Piatinschaale  befindliches  Haches  Dhrglas  gelegt,  so  dass 
es  nirgends  das  Platin  berühren  konnte,  und  also  für  sich  dein 
Angriffe  der  eingegossenen  Säure  ausgesetzt  war.  Die  Piatinschaale 
wurde  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer  verbunden;  die  Menge 
der  eingegossenen  mehr  oder  weniger  verdünnten  Schwefelsäure 
betrug  50  ccm. 
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Wenn  nun  zunächst  das  blank  gefeilte  Zink  in  das  Uhrglas 
gelegt  wird,  so  haben  wir  bei  der  Erklärung  der  entstehenden 
elektrischen  Spannungen  folgende  Vorgänge  in  Betracht  zu  ziehen : 

I)  Die  Siiure  befindet  sich  in  der  Plalinschaale,  hat  also  durch 
die  vor  der  Isolirung  slattgehablc  Ableitung  zur  lirdc  eine  negative 
Spannung  angenommen.  Wenn  nun  Gase  aus  der  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  sich  erheben,  so  werden  sie  ähnlich  wie  die  vom  Platin 
abfallenden  Wassertropfen  (S.  606)  etwas  negative  Elcktricität  mit- 
nehmen, so  dass  das  Elektrometer  einen  positiven  Ausschlag  giebt. 

2 Der  direcle  Angriff  der  Schwefelsäure  auf  blankes  Zink  macht 
(S.  621)  die  Säure  negativ,  weil  der  sich  entwickelnde  Wasserstoff 
positive  Elcktricität  aufnimml.  Da  der  Angriff  aber  nur  gering  ist,  so 
werden  die  lange  am  Zink  unter  der  Säure  haftenden  Blasen  (die 
erst  aufsleigen , wenn  sie  eine  gewisse  Grösse  erreicht  haben)  ihre 
positive  Spannung  an  die  Säure,  welche  in  erheblich  dicker  Schicht 
darüber  liegt,  ganz,  oder  fast  ganz  abgeben,  und  ohne  merkliche 
Elcktricität  die  Oberfläche  erreichen. 

3)  Sehr  bald  bildet  sich  aber  nun  auf  dem  Zink  die  graulich- 
schwarze  Schicht ; die  so  hergestellte  galvanische  Kette  zersetzt  das 
Wasser  lebhafter,  der  entweichende  Wasserstoff  nimmt  an  dem  ne- 
gativen Pole  negative  Elcktricität  auf,  und  lässt  die  Schaale  mit 
ihrem  Inhalte  in  positivem  Zustande  zurück.  Allerdings  wird  auch 
von  der  negativen  Ladung  des  Wasserstoffs  ein  Theil  an  die  Flüssig- 
keit übergehen ; bei  der  rascheren  Entwickelung  vermag  aber  stets 
noch  ein  mehr  oder  weniger  grosser  Theil  derselben  mit  dem  Gase 
zu  entweichen. 

Bei  Anwendung  einer  64  fach  verdünnten  Säure  ist  der  AngrifT 
so  schwach,  »lass  das  Elektrometer  in  zwei  Minuten  keine  merkliche 
Ladung  annimmt.  Bei  einer  32-  oder  16  fach  verdünnten  Säure  zeigt 
das  Elektrometer  anfangs  nur  eine  sehr  geringe  positive  Spannung 
von  — )—  0,1 ; erst  nach  10  Minuten  steigt  innerhall)  zweier  Minuteu 
die  Spannung  auf  -f-  0,78  und  resp.  — J-  1 ,05.  Bei  stärkeren  Säuren, 
z.  II.  bei  nur  8 lach  verdünnter,  erreicht  10  Minuten  nach  dem  Liber- 
giessen die  in  zwei  Minuten  angesammelte  Spannung  den  Werth 
-|-  5,55. 

Wird  also  ein  blankes  in  einem  Uhrglase  liegendes  Zinkstuck 
mit  verdünnter  Schwefelsäure  Ubergossen,  so  entsteht  gleich  anfangs 
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eiiuj  schwache  |K>sitive  Ladung  der  Schuale , die  sich  bei  stärkeren 
Sauren  im  Fortgange  des  Versuches  wesentlich  steigert,  linier 
günstigen  Umstanden  würde  übrigens  gleich  im  Anlange  auch  eine 
schwache  negative  Ladung  eintreten  können. 

Itiess  schliesst  in  seinem  Werke  Uber  die  Keibungseleklricitat*; 
an  die  Erwähnung  der  Versuche  von  Lavoisier  und  de  la  Place 
den  Satz  an : «Man  kann  sich  davon  (von  dem  Auftreten  der  Elek- 
tricitat  bei  Zersetzungen)  au  einem  SUulcnclcklrosko|>c  überzeugen, 
auf  dessen  Teller  ein  Plalintiegel  mit  verdünnter  Saure  gelullt  gestellt 
ist.  Taucht  man  in  die  Saure  einen  Streifen  Zink,  Eisen  oder  einer 
anderen  angreifbaren  Substanz,  so  kommt  sogleich  positive  Elektri- 
citat  zur  Anzeige,  welche  der  angreifenden  SUure  zugehört.«  Wollte 
inan  das  Eintauchen  so  verstehen,  dass  das  Zink  dabei  noch  mit 
der  Erde  in  leitender  Verbindung  bleibt , so  wird  die  Ladung  des 
Elektrometers  nur  durch  die  Berührungen  der  verschiedenen  Leiter 
und  die  Ableitung  erzeugt. 

Als  ich  z.  B.  einen  durch  einen  Kupferdraht  zur  Erde  abgelei- 
teten Zinkstreifen  in  i fach  verdünnte,  in  der  isolirten  und  mit  dem 
Elektrometer  verbundenen  Platinschaale  enthaltene  Schwefelsäure 
tauchte,  so  wurde  eine  Spannung  -f-  0,7  beobachtet. 

Wird  das  blanke  Zinkstuck  an  einer  isolirenden  Vorrichtung  be- 
festigt in  die  Saure  getaucht,  so  erscheint  im  ersten  Anfänge  durch 
den  Angriff  der  Säure  eine  schwache  negative  Spannung,  welche 
jedoch  sehr  bald  in  eine  positive  übergeht,  die  mit  der  Zunahme 
dei  Auflösung  unter  Bildung  der  grauschwarzen  Schicht  sich  steigert 
und  nach  Verlauf  von  10  Minuten  bis  -(-  2 anwachst. 

Stellt  man  das  Zinkstück  in  die  Platinschaale,  so  dass  die  Wand 
derselben  berührt  wird,  so  bildet  sich  noch  ein  gewöhnliches  galva- 
nisches Element,  bei  dem  der  Wasserstoff'  sich  am  negativen  Pole 
entwickelt,  das  Element  also  im  positiven  Zustande  zurücklässl.  Diu 
positive  Ladung  ist  dann,  wie  ich  gleich  zeigen  werde,  beträchtlich 
grösser. 

Wenn  bei  den  vorhin  beschriebenen  Versuchen  das  auf  dem 
Boden  der  Platinschaale  liegende  Uhrglas  entfernt  wird,  so  dass  nun 
das  Zinkstück  mit  seinen  Ecken  die  Wände  der  Platinschaale  bc- 

*)  Die  Lehre  von  der  Reihuiigsclelilricilal  Bd.  t.  S.  1 1 8 . 
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rtlbrl,  so  bildet  sieb  beim  llbergiessen  mit  der  Säure  ein  galvanisches 
Element;  infolge  dessen  wird  die  Schaale  viel  stärker  positiv  als 
zuvor,  wo  das  Zink  das  Platin  nicht  berührte. 

Nachdem  die  Säure  z.  B.  1 0 Minuten  lang  mit  dem  Metalle  in 
Berührung  gewesen,  wurden  in  zwei  Minuten  folgende  Ladungen 
angcsammcll : bei  der  64  fach  verdünnten  Saure  -f-  0,6 , bei  der 
32  fach  verdünnten  -|-  3,05,  bei  der  16  fach  verdünnten  24,0  u.s.w. 


E.  übergiessen  zahlreicher  kleiner  Zinkstücke  mit  verdünnter  Schwefelsäure. 

Werden  zahlreiche  kleine  Zinkstücke  mit  verdünnter  Schwefel- 
säure ubergossen,  so  hängt  die  zuerst  auftretende  elektrische  Ladung 
der  Schaale  von  der  Concentration  der  Säure,  von  der  Beschaffen- 
heit der  Oberfläche  der  Zinkstücke  und  von  dem  Material  der  Schaale 
(Porccllan  und  Glas*’,  oder  Platin)  ab.  Da  sich  nun  die  Oberfläche 
dieser  kleinen  Stücke  nicht  in  beliebiger  Beschaffenheit  herstellen  lässt, 
so  ist  es  nicht  möglich,  jedes  Mal  bestimmt  vorherzusagen,  welche 
der  beiden  Polaritäten  die  Schaale  gleich  nach  dem  Aufgiessen  der 
Säure  annehmen  wird.  Sind  im  Anfänge  die  Umstände  einem  starken 
Angriffe  der  Säure  günstig,  und  wird  durch  die  grösseren  sich 
bildenden  Gasblasen  die  Flüssigkeit  verdrängt  und  dadurch  eine 
starke  Absorption  der  in  dem  Gase  in  diesem  Zeitpunkte  vorhande- 
nen positiven  Elektricitüt  verhindert,  so  tritt  in  der  Schaale  negative 
Spannung  auf.  Diese  negative  Ladung  hält  jedoch  nicht  lange  an, 
sondern  geht  in  eine  positive  Uber.  Sehr  oft  vermag  aber  die  ne- 
gative Elektricitüt  in  der  Schaale  nicht  aufzutrelen ; infolge  des  Uber- 
wiegens  der  Zersetzung  durch  das  gebildete  galvanische  Element 
erscheint  sie  gleich  anfangs  positiv. 

Entladet  man  das  sehr  unempfindlich  gemachte  Elektrometer 
und  die  damit  verbundene  Schaale  nicht,  sondern  lässt  die  Elektri- 
citüt sich  längere  Zeit  anhäufen,  so  kann  man  unter  günstigen  Um- 
ständen Spannungen  von  200  und  darüber  beobachten,  aber,  wie 
aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  nach  einiger  Zeit  der  Einwirkung 
nur  positive. 

’)  Die  Schaale  von  Porcellan  oder  Glas  ist  selbstverständlich  durch  einen 
in  die  Säure  eintauchenden  l'latindrahl  mit  dem  Elektrometer  tu  verbinden. 
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IV.  Elektrische  Vorgänge  bei  (1er  Entwickelung  des 
Wasserstoffgases  aus  Zink  und  Salzsäure. 

Die  elektrischen  Vorgänge  bei  der  Entwickelung  des  Wasser- 
stoffs aus  Zink  und  Salzsäure  entsprechen  im  Allgemeinen  den  im 
Vorhergehenden  hei  Anwendung  der  Schwefelsäure  beschriebenen, 
so  dass  ich  mich  bei  ihrer  Darlegung  kurz  fassen  kann. 


A.  Salzsäure  fällt  in  Tropfen  auf  einen  ungefähr  um  45"  gegen  den  Horizont 
geneigten  Zinkstreifen. 

Wird  eine  mit  dem  Ci  fachen  Volumen  gemischte  Säure  ange- 
wendet, so  erleidet  das  Zink  keinen  merklichen  Angriff;  das  Zink 
und  die  Plalinschaale  ertheilen  dem  Elektrometer  dieselbe  Ladung, 
als  wenn  Wasser  aus  dem  Trichter  auf  den  Zinkstreifen  fiele;  das 
Zink  erscheint  also  schwach  negativ,  und  die  Plalinschaale  schwach 
positiv. 

Tropft  eine  mit  dem  32-  oder  1 6 fachen  Volumen  gemischte  Säure 
auf  das  Zink,  so  findet  nach  einiger  Zeit  ein  deutlicher  Angriff  des 
Zinkes  statt.  Nach  20  Minuten  beträgt  die  in  2 Minuten  angesam- 
melte Elektricität  — 0,83  und  resp.  — 1,52.  Das  Zink  wird  also 
durch  den  Angriff  der  Salzsäure  ebenso  negativ , wie  durch  den 
Angriff  der  Schwefelsäure.  Die  Uber  den  langen  Zinkstreifen  hinab- 
fliessende  Säure  ist  auf  diesem  Wege  abgestumpft,  und  verhält  sich 
beim  Abfallen  fast  wie  reines  Wasser;  die  Plalinschaale  erhält  also 
eine  schwache  positive  Ladung,  jedoch  beginnt  dieselbe  bei  der  mit 
dem  16  fachen  Volumen  verdünnten  Säure  bereits  nach  und  nach 
geringer  zu  werden. 

Für  die  mit  dem  8-  und  dem  4 fachen  Volumen  Wasser  ver- 
dünnte Säure  will  ich  je  eine  Versuchsreihe  mittheilen. 


Achtfach  verdünnte  Säure. 

laolirl  und  mit  E Zur  Erde 

In  2 Minuten  an^nsamroelte 

verbunden.  abgeleitet. 

Elektricität. 

Z S 

— 0,39 

s z 

+ 0,12 

z s 

— \ 9 

s z 

-f-0,07 
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Achtfach  verdünnte  Saure. 


Isnlirt  und  mil  K 
verbunden. 

7 

S 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

s 


Zur  Erde 
ubgelcitH. 

S . 

7 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 


Vierfach  verdünnte  Saure. 


Isolirt  und  mit  E 
verbunden. 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 


Zur  Erde 
abgeleitet. 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 

7 

S 


In  2 Minuten  ««gesammelte 
Klektricitnt. 


— 1.31 

— 0:11 

— 0,1t 

- 1.94 

— 0,36 

— 1,91 

— 0,90 

— 1,70  * 

— 1,13 

In  i Minuten  angesammelte 
Eleklricitttt. 

— 1,4  5 

— 0,  46 

— 1,09 

— 1,69 

— 1,80 

— 1,18 

— 1,10 

— 1,60 

- 1,03 

— 3,51 

-f-  0,31 

— 5,36 

4 l.lä 

6,39 

+ 1,51 


Wie  hei  dem  Auftropfen  der  Schwefelsäure,  so  wird  auch  hei 
dein  Auftropfen  der  Salzsaure  das  Zink  anfangs  negativ ; die  nega- 
tive Spannung  erreicht  ein  Maximum,  nimmt  dann  wieder  ah  und 
gehl  nach  längerer  Zeit  in  eine  positive  Uber;  nur  tritt  der  Cher- 
gang  der  negativen  in  die  positive  hui  der  Salzsaure  erst  nach  län- 
gerer Zeit  ein , als  bei  der  Schwefelsäure.  Der  sich  im  Anfänge 
entwickelnde  Wasserstoff  entnimmt  dem  Zinke  also  ebenso,  wie  bei 


*)  Solche  Storungen,  wie  liier,  iu  dem  regelmässigen  Verlaufe  werden  da- 
durch  hervorgerufen , daas  sich  die  Balm,  in  welcher  die  Säure  über  die  Zink- 
Hache  herab  11  iesst,  mehr  oder  weniger  verändert. 
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den  früheren  Versuchen  (s.  S.  624),  positive  ElektriciUit  und  lässt  den 
Leiter  mit  negativer  zurück.  Nach  und  nach  bildet  sich  aber  durch 
die  Entstehung  der  graulichschwarzen  Schicht  auf  der  Seitenfläche 
ein  galvanisches  Element  aus ; der  an  der  negativen  schwärzlichen 
Schicht  ausgeschiedene  Wasserstoff  nimmt  negative  Eleklricität  mit 
fort.  Diese  schwärzliche  Schicht  hindert  ferner  das  rasche  Aufsteigen 
der  am  Zinke  entwickelten,  mit  positiver  Eleklricität  geladenen  Gase. 
Wenn  nun  die  Wirkung  des  galvanischen  Elementes  und  der  Ein- 
fluss des  am  unteren  Rande  stattfindenden  Abfalles  der  Tropfen 
wächst,  so  muss  die  negative  Ladung  des  Zinkes  abnehuicn  und  in 
eine  positive  übergehen. 

Die  vom  unteren  Ende  abfallenden  Tropfen  nehmen  bei  der 
8 fach  verdünnten  Säure  anfangs  noch  die  aus  der  Berührung  und 
Ableitung  stammende  [»sitive  Spannung  mit;  durch  den  am  unteren 
Rande  sich  ausbildenden  Vorgang  erhalten  sie  aber  negative  Ladung, 
die  nach  und  nach , wie  bei  der  4 fach  verdünnten  Säure,  eine  be- 
trächtliche Stärke  erreicht. 


B.  Salzsäure  fällt  in  Tropfen  auf  eine  horizontale  Zinkplatte. 

Auch  bei  diesem  Vorgänge  gleicht  die  Salzsäure  in  ihrem  Ver- 
halten der  Schwefelsäure.  Als  z.  B.  eine  mit  dem  2 fachen  Volumen 
Wasser  verdünnte  Salzsäure  auf  eine  horizontale  Zinkscheibe  tropfte, 
zeigte  die  Platte  nach  der  ersten  Minute  die  Ladung  — 0,14,  die- 
selbe nahm  dann  sofort  ab,  und  war  schon  vor  Ablauf  der  zweiten 
Minute  infolge  des  kräftigen  Angriffes  der  Säure  in  eine  starke  po- 
sitive übergegangen.  Nach  5 Minuten  erreichte  die  in  2 Minuten 
in  der  Platte  angesammelte  Eleklricität  die  Spannung  -j-  10. 


C.  übergiessen  eines  Zinkstiickes  mit  Salzsäure. 

Es  wurde  ein  blankes  Zinkstück  entweder  unmittelbar  auf  den 
Boden  der  Platinschaale  oder  in  ein  auf  dem  Boden  dieser  Schaale 
befindliches  Uhrglas  gelegt,  und  dann  mit  Salzsäure  Ubergossen.  Lag 
das  Zink  in  der  Platinschaale,  so  entstand  durch  die  Berührung  ein 
galvanisches  Element.  Die  Erklärung  der  in  beiden  Fällen  beobach- 
teten elektrischen  Ladungen  ist  genau  dieselbe,  wie  bei  den  früheren 
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Versuchen  mit  der  Schwefelsäure.  Es  genügt  daher,  die  .Messungen 
seihst  kurz  anzufUhrcn. 

Die  hintereinander  gesetzten  Zahlen  geben  die  Werlhe  an, 
welche  nach  einander  in  2 Minuten  angesaininelt  waren.  Nach  jeder 
Messung  wurde  die  Schaale  I Minute  lang  abgeleitet,  und  dann 
wieder  von  Neuem  2 Minuten  isolirt  gehalten. 

Mit  dem  64  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  keine  merkliche  Ladung. 

Zink  in  der  Platinschaale:  -j-  0,G5;  -|-  0,60;  -(-  0,49;  + 0,36 
u.  s.  w. 

Mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  — j—  0,4 3 ; — (—  0,13;  -j-  0,06 
Zink  in  der  Platinschaale:  + 0,82;  + 0,85;  + 0,57. 

1 6 fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  + 0,04;  + 0,06 ; + 0,08 
Zink  in  der  Platinschaale:  -j-2,00;  + 1,00;  — |—  0,60. 

8 fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  — j—  0,1 5 ; -j-  0,28  ; -f-  0,40 
Zink  in  der  Platinschaale:  + 3,98;  +2,71;  +4,46. 

4 fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglasc:  0,0;  +1,0;  +0,16 

Zink  in  der  Platinschaale : + 0,56 ; + 3,58 ; + 4,88. 

Mit  einem  anderen  Zinkstück  wurde  beobachtet : 

Zink  im  Uhrglase:  + 0,56;  + 0,83;  + 1,21 

Zink  in  der  Platinschaale:  + 4,05;  +6,97;  +8,05. 

2 fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  + 0,91 ; + 3,05;  + 3,9 

Zink  in  der  Platinschaale:  +6,9;  +7,2;  +3,1;  +0,73. 

ltei  Anwendung  der  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdünnten 
Salzsäure  zeigt  aber  die  Elektricitätsentwickelung  einen  anderen  Ver- 
lauf: es  wird  bei  der  Stärke  dieser  Säure  der  Angriff  so  heftig, 
«lass  die  fremden  Schichten  von  der  Oberfläche  abgestossen  werden ; 
infolge  dessen  tritt  dann  die  positive  Elcktricität  vom  Zinke  an  das 
Gas,  welches  dieselbe  fortfuhrt,  und  die  Schaale  mit  ihrem  Inhalte 
in  negativem  Zustande  zurücklüsst.  Erst  später,  wenn  die  heftige 
Auflösung  etwas  nachlässt  und  etwas  Ghlorzink  in  der  Flüssigkeit 
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gelüst  ist  (vgl.  den  Abschnitt  VII) , entweicht  mit  dem  Wasserstoff 
die  negative  Elektricitat,  so  dass  nun  die  Schaaie  positiv  erscheint. 
Wenn  die  Oberfläche  des  Zinks  so  beschallen  ist,  dass  unmittelbar 
nach  dem  Aufgiessen  der  Saure  ihr  Angriff  nicht  gleich  sehr  heilig 
ein  treten  kann,  so  geht  auch  wohl  der  negativen  Ladung  der  Schaaie 
eine  sehr  kurze  positive  voran,  die  aber  rasch,  sobald  die  Auflösung 
stark  erfolgt,  sich  in  eine  negative  verwandelt. 

In  einem  solchen  Versuche,  wobei  das  Zink  in  dem  Uhrglase 
lag,  zeigte  z.  B.  die  Schaaie  unmittelbar  nach  dem  Aufgiessen  der 
Saure  eine  positive  Ladung,  die  nach  */«  -Minuten  bis  0,8  gestiegen 
war,  dann  aber  sehr  rasch  in  die  negative  Oberging.  Nach  4 Minuten 
betrug  die  in  2 Minuten  angesammclte  Elektricitat  — 12;  nach  6 
Minuten  (stets  von  dem  Zeitpunkte  des  Eingiessens  der  Saure  ge- 
rechnet) stieg  sie  auf  — 36,  nahm  dann  ab  und  verwandelte  sich 
nach  13  Minuten  in  positive,  die  eine  Zeit  lang  an  Starke  wuchs, 
-(-12,  -j-  1 8 u.  s.  w.,  und  dann  allmahlig  wieder  abnahm. 

Wenn  das  Zink  in  der  Platinschaale  lag,  so  waren  die  Voigauge 
ähnliche.  Anfangs  uberwog  auch  hier  die  Entwickeluug  des  Wasser- 
stoffes am  Zinke,  es  traten  negative  Spannungen  bis  — 62  auf. 
Wahrend  aber  zuvor  erst  nach  13  Minuten  der  Übergang  in  den 
positiven  Zustand  der  Schaaie  geschah,  erfolgte  er  jetzt  schon  nach 
8 Minuten,  weil  durch  das  aus  dem  Zinke  und  dem  Platin  gebildete 
galvanische  Element  die  Fortführung  der  negativen  Elektricitat  unter- 
stützt wurde. 

Ebenso  verhielt  sich  auch  die  Salzsaure  (sp.  Gew.  1,14)  ohne 
Wasserzusatz;  nur  trat  infolge  des  heftigen  Angriffes  die  erste  nega- 
tive Elektricitat  noch  starker  auf,  und  ging,  als  das  Zink  in  dem 
Uhrglasc  lag,  nach  8 Minuten  in  die  positive  Uber. 


D.  Übergiessen  zahlreicher  kleiner  Zinkstlicke  mii  Salzsäure. 

Übergicssl  inan  in  einer  Schaaie  eine  Menge  kleiner  Zinkstucke 
mit  Salzsaure  von  verschiedener  Concentration,  so  wird  je  nach  den 
Umstanden  das  Gclliss  zuerst  positiv,  und  diese  positive  Spannung 
wird  bei  schwächeren  Sauren,  z.  B.  einer  mit  dem  32  fachen  Volu- 
men Wasser  verdünnten , fortbestehen ; bei  stärkeren  Säuren  gehl 
sie  aber,  ohne  einen  erheblichen  Werth  erreicht  zu  haben,  sobald 
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der  Angriff  heftig  genug  wird,  uin  die  Flüssigkeit  durch  Blasen- 
hildting  vom  Zinke  abzustossen,  in  diu  negative  Uber,  die  je  nach 
den  vorliegenden  Verhältnissen  stark  anwächsl,  nach  mehreren  Minu- 
ten wieder  abnimmt,  und  dann  sich  in  eine  positive  verwandelt, 
ilie  ebenfalls  wieder  auf  ein  Maximum  steigt,  und  darauf  wieder 
geringer  wird.  Bei  Anwendung  von  starken  Säuren,  z.  B.  der  con- 
centrirten  oder  nur  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  gemischten, 
fällt  öfter  auch  die  erste  positive  Periode  fort;  die  Schaale  erscheint 
gleich  anfangs  negativ. 


V.  Elektrische  Vorgänge  bei  der  Entwickelung  von  (Jasen 
aus  Zink  und  Salpetersäure. 

Obwohl  bei  dem  Angriff  der  Salpetersäure  auf  Zink  anstatt  des 
Wasserstoffs  vorzugsweise  oder  ausschliesslich  Stickoxydgas  ent- 
wickelt wird,  so  treten  doch  ganz  analoge  elektrische  Vorgänge  ein, 
wie  die  zuvor  unter  Anwendung  der  Schwefelsäure  und  Salzsäure 
beschriebenen. 

Lässt  man  z.  B.  eine  aus  gleichem  Volumen  starker  Salpeter- 
säure (sp.  Gew.  1 ,40)  und  Wasser  bestehende  Mischung  auf  eine 
geneigt  gestellte  Zinkplatte  tropfen,  so  wird  das  Zink  anfangs  ne- 
gativ; sehr  bald  aber,  schon  vor  Ablauf  einer  Minute,  geht  die  ne- 
gative Spannung  in  die  positive  (liier,  die  aber  auch  infolge  des 
Schäumens  und  der  dadurch  vcranlassten  theilweisen  Wiedervereinigung 
der  beiden  Klektricitätcn  keinen  sehr  hohen  Werth  (-|-  .3,0)  erreicht. 
Die  positive  Spannung  nimmt  rasch  ab,  und  gibt  nach  0 Minuten 
nur  noch  -j-  0,6. 

Wird  die  zuvor  genannte  Säure  mit  dem  64  fachen  Volumen 
Wasser  gemischt,  so  erfolgt  auf  der  geneigten  Zinkplntic  kaum  ein 
Angriff;  das  Zink  zeigt  nur  eine  wenig  grössere  negative  Spannung, 
als  beim  Auflropfcn  des  reinen  Wassers.  Die  fallenden  Tropfen  er- 
theilen  der  Platinschaale  infolge  der  Berührung  und  Ableitung  posi- 
tive Spannung. 

Wird  auf  ein  Stück  Zink,  das  in  einem  auf  dem  Boden  der 
Platinschaale  befindlichen  Uhrglase  liegt,  starke  oder  mit  dem  gleichen 
Volumen  gemischte  Salpetersäure  gegossen,  so  wird  die  Schaale  an- 
fangs stark  negativ;  aber  sehr  bald,  schon  nach  % Minute,  geht 
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die  negative  Spannung  in  die  positive  Uber,  welche  in  wenigen 
Minuten  ihr  Maximum  -f-  6 bis  -f-  II  erreicht,  und  dann  abnimmt. 
Die  trotz  des  heftigen  Angriffes  der  Saure  nicht  sehr  grosse  Stärke 
der  positiven  Spannung  findet  ihre  Erklärung  in  der  durch  den 
Schaum  veranlassten  Wiedervereinigung  der  beiden  Elcklricitälcn, 
weshalb  auch  bei  der  concentrirten  Säure  nur  der  Werth  -)-  6 er- 
reicht wurde , während  bei  der  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser 
verdünnten  die  Ladung  auf  — f-  1 1 stieg. 

Wendel  man  eine  mit  dem  doppelten  Volumen  Wasser  gemischte 
Säure  an,  so  erscheint  die  Schaale  gleich  von  Anfang  an  positiv; 
diese  positive  Spannung  wächst  und  erreicht  nach  5 Minuten  ein 
Maximum  50,  welches  dann  allmäldig  abnimmt. 

Beim  übergiessen  mit  einer  sehr  verdünnten  Säure  (I  Vol. 
Säure  und  32  Vol.  Wasser)  erhält  die  Scluiale  nur  eine  sehr  geringe 
positive  Spannung. 


VI.  Elektrische  Vorgänge  bei  der  Entwickelung  des 
Wasserstoffs  durch  die  Einwirkung  von  Säuren  auf  Eisen. 

A.  Säuretropfen  fallen  auf  einen  gegen  den  Horizont  geneigten  Eisenstreifen. 

Die  genaue  Feststellung  der  elektrischen  Vorgänge  beim  Zu- 
sammentreffen der  Schwefel-  und  Salzsäure  mit  Fasen  gelingt  weniger 
gut,  als  beim  Zinke.  Es  werden  die  massiven  Eisenstücke  von  die- 
sen Säuren  viel  schwächer  angegriffen,  als  das  Zink.  So  kann  z.  B. 
eine  nur  mit  dem  vierfachen  Volumen  Wasser  vennischte  Schwefel- 
säure 20  Minuten  lang  über  ein  blankes  Eisenstück  geflossen  sein, 
ohne  dass  die  Bahn,  in  welcher  die  Säure  hinabgelaufen  ist,  merk- 
lich eingegraben  erscheint.  Die  braunschwarze  Färbung  der  von 
der  Säure  berührten  Stellen  lässt  sich  stets  noch  durch  Abreiben 
mit  Schmirgelpapier  beseitigen. 

Bei  der  Geringfügigkeit  des  Angriffes  ist  es  daher  erklärlich, 
dass,  wenn  eine  mit  dem  64-  oder  32  fachen  Volumen  Wasser  ver- 
dünnte Schwefelsäure  auf  einen  blanken  Eisenstreifen  tropft  und 
Uber  denselben  hinablliesst,  das  Eisenstück  nur  eine  sehr  geringe 
negative  Spannung  annimmt,  die  selbst  bei  der  nur  mit  dem  8-  oder 
4 fachen  Volumen  Wasser  gemischten  Säure  höchstens  auf  — 0,8 
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bis  — 0,9  steigt.  Selbst  bei  Anwendung  einer  nur  mit  dem  gleichen 
Volumen  Wasser  gemengten  Säure,  bei  welcher  jedoch  infolge  ihrer 
Schwcrflüssigkeit  die  Tropfen  nicht  sehr  schnell  einander  folgten 
(2  bis  3 in  der  Secundo) , entstand  nur  eine  geringe  negative 
Spannung,  die  nach  einiger  Zeit  in  eine  noch  schwächere  positive 
Uberging. 

Die  unterhalb  des  Kisenstrcifens  stehende  Plalinschaalc,  in  welche 
die  vom  Eisen  abfallenden  Tropfen  sich  sammelten , zeigte  bei  den 
sehr  schwachen  Siiuren  in  den  ersten  Minuten  eine  sehr  schwache 
positive  Spannung  ( — j—  0,04  bis  -f-0,09),  welche  spater  in  eine 
etwas  stärkere  negative  Uberging.  Bei  Anwendung  stärkerer  Schwefel- 
säure wurde  die  Schaale  gleich  zu  Anfang  negativ. 

Ähnlich  wie  gegen  Schwefelsäure  verhielt  sich  das  blanke  Eisen 
gegen  Salzsäure.  Fielen  die  Tropfen  einer  nur  mit  dein  gleichen 
Volumen  Wasser  gemischten  Säure  auf  das  blanke  Eisen,  so  entstand 
auf  demselben  eine  schwache  negative  Spannung,  welche  höchstens 
den  Werth  0,G  erreichte. 


B.  Übergiessen  eines  Eisenstückes  mit  Säure. 

Wird  ein  quadratisches  blankes  Eisenstiick  von  2,5  cm  Seite 
auf  ein  in  der  grossen  Plalinschaalc  befindliches  Uhrglas  gelegt,  und 
mit  sehr  verdünnter  Schwefelsäure  Ubergossen,  so  findet  fast  kein 
Angriff  statt,  und  es  lassen  sich  auch  nur  geringe  Spuren  von  Elek- 
tricifäl  wahrnehmen.  Bei  Anwendung  einer  mit  dem  i fachen  Vo- 
lumen Wasser  gemischten  Säure  erschien  die  Schaale  in  der  ersten 
Minute  sehr  schwach  negativ,  und  nahm  dann  später  eine  ebenso 
schwache  positive  Spannung  an.  Wurde  das  Uhrglas  vorgezogen, 
so  dass  das  Eisen  die  Platinschaalc  berührte,  so  zeigte  die  Schaale 
die  etwas  grossere  positive  Spannung  -)-  0,4. 

Wurde  anstatt  der  Schwefelsäure  eine  mit  dem  gleichen  Volu- 
men Wasser  gemischte  Salzsäure  auf  das  im  l’hrglase  liegende  Eisen- 
stllck  gegossen , so  entstand  zuerst  eine  positive  Spannung  -J-  0,55, 
die  bald  in  eine  sehr  schwache  negative,  und  nach  mehreren  Minuten 
wieder  in  eine  positive  (-j-  0,23)  Uberging.  Wurde  das  Uhrglas 
vorgezogen,  so  dass  das  Eisen  das  Platin  berührte,  so  wurde  eine 
stärkere  positive  Spannung,  die  nach  einiger  Zeit  bis  1,08  stieg. 
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beobachtet.  Die  Platinschaale  war  auf  ihrer  inneren  Flüche  mit 
Gasblasen  bedeckt ; dieselben  lösten  sich  aber  nur  sehr  sparsam  ab. 

Ähnlich  verhielt  sich  die  concentrirte  Salzsäure  vom  sp.  Gew. 
1,14.  Als  das  Eisensttlck  im  Uhrglase  innerhalb  der  Platinschaale 
lag,  und  diese  Silure  aufgegossen  wurde,  betrug  die  Ladung  -j-  0,32. 
Dieselbe  stieg  nach  dem  Vorziehen  des  Uhrglascs  auf  -f-  1,16,  nahm 
jedoch  infolge  der  Verringerung  der  Gasentwickelung  durch  die  auf 
dem  Platin  eintretende  Polarisation  bald  bis  -|-  0,2  ab. 


C.  übergiessen  von  Eisenfeilicht  mit  Säuren. 

Wird  etwas  Eisenfeilicht  in  einem  Glase  oder  einer  Platinschaale 
mit  kalter  verdünnter  Schwefelsäure  Ubergossen,  so  findet  fast  keine 
Einwirkung  und  folglich  auch  keine  Entwickelung  von  Elektricitül 
statt.  Selbst  als  eine  mit  dem  vierfachen  Volumen  Wasser  gemischte 
Säure  auf  das  in  einem  Uhrglase  in  der  Platinschaale  liegende  Eisen- 
feilicht wirkte,  entstand  nur  eine  positive  Spannung  — J—  0,4  *). 

Wurde  eine  mit  dem  dreifachen  Volumen  Wasser  gemischte, 
aber  auf  70°  erhitzte  Schwefelsäure  auf  das  Eisenfeilicht  gegossen,  so 
gelang  es,  im  Anfänge  während  einiger  Secunden  eine  negative  Span- 
nung zu  beobachten,  die  aber  rasch  in  eine  positive  überging. 
Letztere  wuchs  in  dem  vorliegenden  Falle  bis  -j-  10,  und  nahm  dann 
wieder  ab. 

Wenn  das  im  Uhrglase  in  der  Platinschaale  befindliche  Eisen- 
feilicht mit  kalter,  nur  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  gemischter 
Salzsäure  ubergossen  wurde,  so  zeigte  sich  anfangs  eine  positive 
Spannung  -(-0,49,  die  nach  6 Minuten  bis  -(-0,19  abnahm,  nach 
9 Minuten  in  eine  negative  — 4,06,  und  nach  12  Minuten  — 7,58 
Uberging.  Diese  negative  Spannung  nahm  dann  ab,  und  verwandelte 
sich  wieder  in  eine  schwache  positive  (-(-0,14). 

Wurde  das  Eisenfeilicht  in  die  Platinschaale  selbst  geschüttet, 
und  die  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  vermischte  Salzsäure  auf- 
gegossen, so  entstand  zuerst  eine  Spannung  -(-6,3,  die  nach  3 
Minuten  in  eine  negative  Uberging ; letztere  erreichte  eine  Höhe 


*)  Alle  diese  Zahlen  geben,  wenn  nichts  weiter  dabei  bemerkt,  ebenso  wie 
früher,  die  Spannung  der  in  2 Minuten  ange.saimnellen  Elektricität. 

Abb&ndl.  d.  K.  S.  ütiblluh.  <1  Wi»»imck.  XX.  -14 
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— 1 0,4,  nahm  dann  ah,  und  verwandelte  sich  zuletzt  wieder  in  eine 
schwache  positive. 

Lavoisier  und  de  la  l’lace  berichten  in  ihrer  kurzen  Notiz, 
dass,  als  sie  Eisenfeilicht  in  einem  Glase  [local)  mit  weiter  Öffnung 
mit  einer  ungefähr  durch  3 Theile  Wasser  verdünnten  Schwefelsäure 
(aciile  vilrolique)  Ubergossen , unter  Eintritt  einer  heftigen  Gasenl- 
wickelung  der  mit  dem  Inhalte  des  Gefässcs  in  leitender  Verbindung 
stehende  (Kondensator  so  stark  geladen  wurde,  dass  sie  einen  leb- 
haften Funken  daraus  erhalten  konnten;  sie  erkannten  die  elektrische 
Ladung  als  negativ  *). 

llei  Wiederholung  dieses  Versuches,  unter  Anwendung  einer 
Mischung  aus  I Volumen  concenlrirter  Schwefelsäure  und  3 Volumen 
Wasser,  wird  man,  wenigstens  wenn  man  nur  kleine  Mengen  Eisen- 
feilichl  und  Schwefelsäure  anwendet,  den  Inhalt  des  Glases  wohl 
meistens  positiv  elektrisch  finden.  Wird  der  Versuch  mit  grösseren 
Mengen  und  mit  einer  durch  die  Mischung  noch  heissen  Säure  aus- 
gefUhrl,  so  kann,  wie  die  zuvor  bei  Anwendung  heisser  Schwefel- 
säure gemachte  Beobachtung  zeigt,  infolge  der  grossen  Heftigkeit  des 
Angriffes  das  Gebiss  auch  negativ  elektrisch  werden. 

Diese  negative  Ladung  trat  z.  II.  auch  auf,  als  ich  die  Ent- 
wickelung des  Wasserstoffs  aus  Eisenfeilicht  und  Schwefelsäure  nach 
dem  von  Volta  befolgten  Verfahren  bewirkte.  Volta**)  nahm  näm- 
lich I bis  4 Gefässe,  brachte  in  dieselben  Eisenfeilicht  und  Wasser, 
und  goss  Vitriolöl  hinzu.  Die  Gefässe  waren  mit  dem  (Kondensator 
verbunden.  Als  die  heftige  Entwickelung  nachzulassen  begann,  wurde 
die  Ladung  des  (Kondensators  untersucht  und  negativ  gefunden. 

Um  den  Versuch  in  analoger  Weise  zu  wiederholen,  wurde  in 
die  grosse  Platinschaale  etwas  Eisenfeilicht  geschüttet,  zuerst  75  ccm 
Wasser  aufgegossen  und  dann  25  ccm  concenlrirtc  Schwefelsäure 
zugeselzt.  Jetzt  zeigte  das  Elektrometer  starke  negative  Spannung. 
Die  später  eintretende  positive  konnte  nicht  beobachtet  werden,  weil 
der  Versuch  wegen  des  Überfliessens  der  Masse  Uber  den  Rand  der 
Schaalc  unterbrochen  werden  musste.  Als  der  Versuch , um  diesen 
letzten  Übelstand  zu  vermeiden,  mit  geringeren  Mengen  wiederholt 
wurde,  trat  meistens  nur  positive  Elektricilät  in  der  Schanle  auf. 

*)  Hi.stoire  de  l'Acad.  royale  des  Sciences.  Annee  178 1.  S.  793. 

**)  (allez.  tlelV  n/tere.  T.  I.  S.  H I. 
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VII.  Elektrische  Vorgänge  bei  der  Entwickelung  der 
Kohlensäure  ans  Kreide  und  Marmor. 

Als  Lavoisier  und  de  la  Place  gepulverte  Kreide  mit  ver- 
dünnter Schwefelsäure  übergossen,  landen  sie  das  Gefiiss  negativ 
elektrisch,  aber  schwächer  als  beim  übergiessen  des  Eisenfeilichts. 

Um  den  Angrill'  der  Säure  regelmässiger  zu  gestalten,  habe  ich 
bei  den  folgenden  Versuchen  nicht  Schwefelsäure,  sondern  Salzsäure 
angewandt. 

A.  Entwickelung  der  Kohlensäure  aus  Kreide  und  Salzsäure. 

a.  Salzsäure  tropft  auf  ein  Kreidestuck. 

Ein  durch  Sägen  passend  geformtes  längeres  Kreidestück  wurde 
mit  dem  einen  Ende  in  einer  isolirt  gehaltenen  Mcssingklammcr  be- 
festigt und,  unter  45“  gegen  den  Horizont  geneigt,  so  unterhalb  der 
Spitze  des  Trichters  gestellt,  dass  die  aus  derselben  herabsinkenden 
Tropfen  in  der  Nahe  seines  oberen  Endes  auflielen.  Unterhalb  des 
unteren  Endes  befand  sich  die  Platinschaalc,  in  welcher  sich  die 
von  diesem  Ende  abfallenden  Tropfen  sammelten.  Um  die  Elcktri- 
eiUU  der  Kreide  und  der  Uber  dieselbe  hinftiesscnden  Säure  zu  er- 
hallen, wurde  ein  isolirter  Platindraht  mit  seinem  einen  Ende  auf 
die  Stelle  der  Kreide  gelegt,  wo  die  Säuretropfen  auflielen,  während 
sein  anderes  Ende  mit  dem  Elektrometer  verbunden  war. 

Wenn  selbst  nur  eine  sehr  verdünnte  Salzsäure  auf  die  Kreide 
tropft,  so  zeigt  das  Elektrometer  eine  erhebliche  negative  Ladung 
der  Kreide  und  der  Uber  sie  hinlliessenden  Säure  an ; mit  der  Con- 
centration  wächst  diese  Ladung.  Die  in  die  Platinschaalc  fallenden 
Tropfen  erthcilen  dieser  ebenfalls  negative  Elektricilüt,  die  mit  der 
Uoncentration  der  Säure  zunimmt,  jedoch  geschwächt  wird,  wenn  an 
dem  unteren  Ende  des  Krcidestückes  sich  ein  Schaumanhang  bildet, 
so  dass  die  Tropfen  nicht  vom  Kreidestücke,  sondern  von  diesem 
Schaumanhangc  abfallcn.  Durch  diesen  Umstand  erhält  (S.  623)  die 
in  ihnen  vorhandene  negative  Eleklricitül  Gelegenheit  zur  Aus- 
gleichung. 

Es  wird  genügen,  nur  zwei  Versuche  anzuführen.  P bedeutet 
den  auf  das  Kreidestück  gelegten  Platindraht. 

44  • 


Digitized  by  Google 


\V.  (>.  Hansel, 


[5Ü 


648 

Mil  tlom  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 


Isolirt  und  mH  K 
verbunden. 

P 

P 

S 

P 

s 


Zur  Erde 
abgeleitet. 
S 
S 
P 
S 
P 


In  i Minuten  nngesatmnelle 
Spannungen. 

— 5,15 

— 5,80 

— 3,15 

— 5,00 

— 3, HO. 


Mil  dem  8 fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 


isolirt  und  mit  K 
verbunden. 

P 


P 


S 


Zur  Erde 
abgeleitet. 


P 


P 


In  i Minuten  angesammelte 
Spannungen. 

— 7,4 

— 16,8 

— 14.2 

— 4,5 


Die  Abnahme  der  negativen  Ladung  der  Platinscliaale  bei  der 
letzten  Messung  ist  also  eine  Folge  des  gebildeten  Schaunianhanges 
am  unteren  Knde;  dieselbe  nahm  sehr  bald  noch  weiter  ab.  Hei 
Anwendung  einer  mit  dem  4 fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
wurde  dieser  Schaumanhang  noch  beträchtlicher,  und  die  von  ihm 
abfallenden  Tropfen  crtheilten  der  Platinscliaale  in  2 Minuten  nur 
eine  elektrische  Spannung  — 0,5. 

Analoge  elektrische  Vorgänge  wurden  beobachtet,  als  das  Kreide- 
slüek  horizontal  unter  der  Spitze  des  Trichters  aufgestellt  war. 

Kbenso  wie  der  Wasserstoff,  wenn  er  direct  am  Zink  sich  ent- 
wickelt , nimmt  also  auch  die  Kohlensäure  die  positive  Elektricilät 
mit  fort,  so  dass  die  Säure  mit  negativer  Ladung  zurUckbleiht. 


b.  Vbergiexsen  von  Kreidesliicken  mit  Salzsäure. 

Wird  ein  in  der  Platinscliaale  liegendes  Kreidcstitck  mit  Salz- 
säure Ubergossen,  so  nimmt  die  Sehaale  stets  negative  Elektricilät 
an.  Bei  einer  mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
ist  dieselbe  nur  gering,  steigert  sich  aber  mit  der  Concentration  der 
Säure,  erreicht  hei  einer  ungefähr  mit  dem  2 fachen  Volumen  Wasser 
gemischten  ein  Maximum  und  nimmt  dann  wieder  ah.  Der  Grund 
filr  diese  letztere  Abnahme  liegt  in  der  starken  Schauinbildung;  hei 
dem  Durchgänge  durch  die  aufgehäuflerr  Blasen  hat  ein  Theil  der  vom 
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Gase  aufgenommenen  positiven  Polarität  Gelegenheit  sieh  mit  der 
negativen  zu  verbinden,  so  dass  also  die  Schaalu  nur  in  geringer  Stücke 
negativ  erscheinen  kann. 


B.  Entwickelung  der  Kohlensäure  aus  Marmor  und  Salzsäure. 

a.  Salzsäure  Iropfl  auf  Marmor. 

Ein  Marinorstiick  von  16cm  Länge,  4cm  Breite  und  1,5cm 
Dicke  wurde  in  der  isolirlen  Mcssingklamincr  in  geneigter  Lage, 
ebenso  wie  zuvor  das  Kreideslück,  unterhalb  der  Spitze  des  trichter- 
förmigen Gewisses  aufgestellt,  so  dass  die  aus  dieser  Spitze  herab- 
lallenden  Tropfen  nahe  an  seinem  oberen  Ende  auftrafen.  Auf  die 
Stelle,  auf  welche  die  Tropfen  fielen,  war  das  eine  Ende  eines  Platin- 
drahtes l‘  gelegt,  dessen  anderes  Ende  mit  dem  Elektrometer  ver- 
bunden oder  zur  Erde  abgeleitet  werden  konnte.  Unterhalb  des 
unteren  Bandes  des  Marmorstuckes  stand  die  Plalinschaale  zur  Auf- 
sammlung der  abfallenden  Tropfen. 

In  dem  Trichter  befindet  sich  eine  mit  dem  32  fachen  Volumen 
Wasser  verdünnte  Salzsüure. 


Isolirt  und  mit  E Zur  Erde 

verbunden.  abgeleitet. 


In  t Minuten  »»gesammelte 
Spannungen. 


P S 

s r 


p s 

s P 


P s 

S /* 

P s 


— 1,90 

— i,t5 

— 1,46 

— i,30 

— 1,57 

— 3, SB 


— 1,76 


Das  Marmorstuck  und  die  Stture  werden  also  negativ ; ebenso 
sind  aber  auch  die  von  dem  Marmor  abfallenden  Tropfen  negativ 
und  zwar  in  beträchtlichem  Grade. 

Die  negative  Elektrisirung  des  Marmors  und  der  auf  ihm  flies— 
senden  Süurc  verdankt  ihre  Entstehung,  gerade  wie  bei  den  ent- 
sprechenden Versuchen  mit  der  Kreide  und  dem  Zinke,  der  auf  der 
Oberllüche  des  Marmors  eintretenden  Zersetzung;  die  sich  entwickelnde 
Kohlensäure  nimmt  positive  EicktricilUl  au,  und  die  Stture  die  nega- 
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live,  welche  sich  Uber  die  benetzte  Flüche  des  Marmors  und  den 
l’latindraht  verbreitet. 

Wenn  die  EleklricitUt  der  abfallenden  Tropfen  in  der  Platin- 
schuale  angesammelt  wird,  so  ist  der  Marmor  und  die  auf  ihm  be- 
findliche Saure  zur  Erde  abgeleitet.  Abgesehen  von  der  geringen 
negativen  Spannung,  welche  den  an  der  unteren  Kante  des  Marmors 
hangenden  Tropfen  durch  diese  Ableitung  erlheill  wird , muss  also 
die  beträchtliche  negative  Spannung  der  l’latinschaale  fast  allein 
durch  den  am  unteren  Ende  und  in  seiner  Nahe  vergehenden  Zer- 
setzt! ngsprocess  erzeugt  werden.  Die  Sa  u re  tropfen  werden  infolge 
des  Angriffs  auf  den  Marmor  ebeuso  wie  beim  Zink  (S.  020)  negativ. 
Auch  wird  die  Uber  die  unteren  Theile  der  Seitenfläche  lliessende 
Saure  trotz  der  Ableitung  nicht  ganz  entladen,  so  dass  sie  am  unteren 
Kunde  schon  in  negativem  Zustande  von  einer  gewissen  Starke 
anlangt.  Daher  erhalt  die  l’latinschaale  eine  starke  negative  Ladung. 

Wahrend  Itei  Anwendung  der  mit  der  32  fachen  Menge  Wasser 
verdünnten  Sulzsaure  das  Marmorstilck  stets  negativ  bleibt,  andern 
sich  nun  die  Vorgänge,  wenn  auf  ein  gleiches  Marmorstilck  eine 
nur  mit  dem  16-  oder  dem  8-  oder  dem  i fachen  Volumen  Wasser 
gemischte  Saure  tropli. 

Mit  dem  1 6 fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Saure. 


olirt  und  mit  K 

Zur  Erde 

In  i Minuten  »ngesummelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

Anfangs  Ausschlag 
— 1,1,  dann  Rückgang. 

S 

P 

— 0,7 

P 

s 

— 0,57 

S 

p 

— u.o 

P 

s 

abwechselnd  schwach 
-f-  und  — 

S 

p 

— 15,0 

P 

s 

— 0,95 

S 

p 

— 18,6. 

Das  Marmorstuck  zeigt  also  nur  geringe  Spannung  und  schwankt 
öfter  zwischen  dem  positiven  und  negativen  Zustande. 
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Mit  dem  8 fachen 

Volumen 

Wasser  verdünnte  Säure. 

Isolirt  uiul  tnil  E 

Zur  Erde 

In  2 Minuten  angesanunellc 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

erst  — , dann  + 1 

S 

P 

— 21,6 

P 

s 

-f-  2,95 

S 

p 

— 21,0 

P 

s 

-4-  3,40 

s 

p 

— 28.0 

In  diesem  Versuche  ging  die  negative  Ladung  des  Marmurs 
schon  nach  einer  Minute  in  die  positive  iiher  und  verblieb  positiv. 
Die  Plalinschaale  erhielt  sehr  beträchtliche  negative  Ladungen ; ein 
Beweis,  dass  die  chemische  Zersetzung  am  unteren  Ende  sehr  leb- 
haft gewesen.  Von  diesem  unteren  Ende  senkte  sich  ein  dicker 
Nebelstreifen  abwilrls. 

Es  lüsst  sich  nun  aber  leicht  nachweisen , dass  die  positive 
Ladung  des  Marmors  nur  durch  den  an  seinem  unteren  Ende  vor- 
handenen Vorgang  hervorgebracht  wird.  Die  Uber  die  Seitenfläche 
des  Marmors  herabrinnende  Säure  fliesst  auch  Uber  die  Begrcnztings- 
fliiehe  des  unteren  Endes  und  sammelt  sich  dort,  namentlich  an  dem 
hinteren  Rande,  zu  grösseren  Tropfen.  Durch  den  Angriff  auf  den 
Marmor  nimmt  die  Kohlensäure  aus  dem  Marmor  die  positive  Elek- 
tricität,  während  die  negative  der  Salzsäure  in  die  Tropfen  Ubergeht 
und  mit  ihnen  in  die  unterhalb  befindliche  Plalinschaule  fällt.  Die 
Kohlensäure  kann  aber  an  der  Stelle,  wo  sic  entstanden,  nicht  sofort 
entweichen,  und  giebt  daher  einen  Theil  ihrer  Polarität  wieder  an 
den  Marmor  ab.  (Vergl.  S.  622.)  Diese  positive  Elcktricilät  wirkt 
nun  der  durch  die  Zersetzung  auf  der  Seitenfläche  dem  Marmor  über- 
tragenen negativen  entgegen.  Bei  der  10  fach  verdünnten  Säure 
bringt  sie  nur  eine  beträchtliche  Schwächung  der  negativen  hervor, 
während  sie  bei  der  8 fachen  die  negative  dauernd  Uberwindet  und 
den  Marmor  positiv  erscheinen  lässt.  Begünstigt  wird  dieser  letztere 
Vorgang  noch  durch  den  Umstand,  dass  bei  starken  Säuren  sich  auf 
der  Seitenfläche  Chlorcalcium  bildet  , welches,  der  Säure  beigemengt, 
das  rasche  Entweichen  der  positiven  Kohlensäure  vermindert  (s.  S.  680,, 
und  dadurch  eine  Ausgleichung  ihrer  Polarität  mit  der  negativen  der 
Säure,  somit  aber  eine  Schwächung  der  negativen  Ladung  des 
Marmors  veranlasst. 
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Der  zuvor  erwähnte  Nachweis,  dass  die  positive  Ladung  des 
Marmors  auf  diese  Weise  erfolgt,  wird  durch  folgende  Versuche 
geliefert. 

Die  Begrenzungsfläche  am  unteren  Ende  und  ein  l'heil  der  an 
sie  stossenden  hinteren  Seitenfläche  wurden  mit  Siegellack  ilber- 
schmolzen,  so  dass  an  dieser  Stelle  kein  wesentlicher  Angrill'  der 
Säure  statltinden  konnte.  Bei  Anwendung  der  mit  dem  8 fachen 
Volumen  verdünnten  Säure  erschien  jetzt  der  Marmor  negativ. 


Isolirt  und  mit  E 
verbunden. 

P 

s 

r 

p 

s 

p 

s 

p 


Zur  Erde 
abgeleitet. 
S 
P 
S 

s 

p 

s 

p 

s 


In  * Minuten  ungesammelle 
Spannungen. 

— 3,2 

— <0,0 

— 1,55 

— 1,35 

— 10, 1 

— 2,28 

— 9,7 

— 2, 10 


Als  dann  llhcr  dasselbe  Marmorstuck  eine  nur  mit  dem  4 fachen 
Volumen  Wasser  gemischte  Säure  floss,  reichte  aber  die  Siegellack- 
schicht nicht  aus ; der  Marmor  wurde  positiv.  Aber  auch  bei  dieser 
Säure  liess  sich  die  Umkehrung  der  negativen  Ladung  des  Marmors 
in  eine  positive  vermeiden ; an  dem  untern  Ende  eines  Marmorstiickes 
wurde  auf  der  vorderen  Seitenfläche  ein  schmaler  Querstreifen  von 
7 mm  Breite  circa  1 n,m  tief  abgefeilt,  und  auf  diese  Stelle  das  eine 
Ende  eines  5cm  langen  Plalinbleches  mit  Siegellack  so  befestigt,  dass 
die  Fläche  dieses  Bleches  mit  der  vorderen  Seitenfläche  des  Mannor- 
stückes  in  einer  Ebene  lag.  Die  Säure  floss  daher  von  dem  Marmor 
auf  das  Platinblech  und  licl  erst  an  dessen  unterem  Bande  ab.  Unter 
Anwendung  einer  4 fach  verdünnten  Säure  wurden  jetzt  folgende 
Spannungen  beobachtet. 


»lirt  und  mit  E 

Zur  Erdo 

ln  i Minuten  angesammcUo 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

— 6, 27 

S 

P 

— 6,35 

P 

s 

— 6,85 

S 

p 

— 5,75 

P 

s 

— 6,55 
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Die  von  dem  unteren  Kunde  des  Platinbleches  abfliessende  Saure 
ist  durch  ihr  Hingleiten  über  das  5 cm  lange  Hlech  trotz  der  AIh 
leitung  zur  Erde  noch  nicht  uuelektrisch  geworden. 

Um  die  Säurelropfen  mit  noch  schwächerer  Eleklricität  in  die 
Plalinschaale  gelangen  zu  lassen,  wurde  ein  längeres  Plalinblech  (von 
1 1 cm  Länge)  an  dem  Marmorstücke  angebracht,  damit  die  Säure 
längere  Zeit  auf  demselben  verweilte.  Bei  Anwendung  der  4 fach 
verdünnten  Säure  wurden  jetzt  folgende  Ladungen  gemessen: 


dirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  £ Minuten  ungesammcltc 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

s 

— 35,2 

S 

p 

— 3,8 

P 

s 

— 27,2 

Unmittelbar  nach  dem  vorstehenden  Versuche,  wurde  das  Platin- 
hlech  von  dem  Marmorslttckc  entfernt  und  der  Siegellack  durch 
Abfcilen  beseitigt.  Als  das  Marmorstück  nun  ebenfalls  der  4 fach 
verdünnten  Säure  ausgesetzt  wurde,  fand  ich  folgende  Laduugcn : 


olirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2 Minuten  angcKAmmellc 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

+ 2,25 

s 

P 

— 1 6, 40 

p 

S 

— 0,03 

s 

P 

— ( 6,08 

p 

s 

— 0,73 

s 

p 

— 15,70 

p 

s 

— 2,15 

Der  in  dieser  Versuchsreihe  auftretende  Wechsel  in  der  Be- 
schaffenheit und  Stärke  der  elektrischen  Iädungen  des  Marmors  wird 
durch  die  Änderung  in  dem  am  unteren  Ende  desselben  vorgehen- 
den Processe  hervorgerufen ; durch  die  Auflösung  entstehen  daselbst 
Änderungen  in  der  Gestalt  und  den  Anhaftungspunkten  der  Tropfen, 
welche  wieder  auf  die  Ladung  des  Marmors  Einfluss  haben  müssen. 

Wird  die  Marmorplalte  horizontal  gestellt,  so  zeigt  sie  beim  Auf- 
tropfen der  mit  dem  32-  bis  4 fachen  Vol.  Wasser  verdünnten  Säure 
während  der  ersten  halben,  ganzen  oder  anderthalbeu  Minuten  eine 
schwache  positive  Spannung,  welche  dann  nach  den  bezeichnetcn 
Zeiträumen  in  eine  negative  übergeht.  Die  Stärke  dieser  negativen 
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Spannung  stieg  Ijei  der  32  lach  verdünnten  Säure  auf  — ö,  bei  der 
1 6 fach  verdünnten  auf  — 6,  und  bei  der  8-  und  4 fach  verdünnten 
auf — 8.  Bei  einer  nur  mit  dein  2 fachen  Volumen  Wasser  ver- 
mischten Säure  tritt  die  positive  Elektricität  anfangs  stark  auf  (-(-  8,5). 
nimmt  dann  aber  ab  und  schwankt  später  /.wischen  schwach  posiln 
und  negativ.  Ist  die  Säure  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  ge- 
mischt, so  erreicht  die  positive  Spannung  zu  Anfang  einen  hohen 
Werth  (-(-  24)  und  nimmt  dann  ab,  jedoch  ohne  in  die  negative 
uberzugehen. 


b.  / lurrijiessen  von  Marmor stin  ken  mit  Salzsäure. 

In  die  Platinschaale  wurde  ein  2 cm  langes  und  breites  und 
1,5  cm  dickes  Marmorslück  gelegt,  und  mit  'JO  ccm  Säure  uber- 
gossen. Ich  gebe  im  Folgenden  die  nach  einander  in  jedes  Mal 
2 Minuten  angesammellen  elektrischen  Ladungen.  Die  Salzsäure  war 
\crdunnt  mit  Wasser  vom 


32 fachen  Volumen:  — 0,10;  -f- 0.35;  -(-0.40 
IG  » » : —0,50;  —0,27;  —0.10; 

8 » » 0,70;  — 0,40;  — 0,47; 


4 

9 


: —0,72;  —0,23;  -j-  0,47; 
: — 1.78;  — 1,15;  -f-  0,24; 


I » » : —2,20;  —0,08;  -f  0,58; 

concentr.  Salzsäure:  — 0,27;  -(-0,61;  -j-  0,53; 


0,00;  + 0,10 
; + o.  i o 

+ 0,40;  0,38 

+ 0,42;  -(-  0,54 
+ 0,59 
+ 0.40 


Die  im  Anfänge,  auftretende  negative  Spannung  wächst  mit  der 
Stärke  der  Säure;  bei  der  concentrirtcn  erscheint  sie  infolge  der 
starken  Schaumbildung  wieder  schwach.  Die  Abnahme  der  negativen 
Spannung  erfolgt  beim  Nachlassen  der  heftigen  Auflösung;  die  mit 
positiver  Elektricität  geladenen  Gusblascn  verlieren  ihre  Elektricität 
mehr  oder  weniger  beim  Aufsteigen  in  der  Flüssigkeit. 

Die  nach  der  Abnahme  und  dem  Verschwinden  der  negativen 
Spannung  auftretende  positive  Elektricilät  zeigt  nur  eine  geringe 
Stärke,  und  zum  Theil  ist  diese  positive  Spannung  eine  Folge  der 
durch  die  vorhergegangene  Ableitung  zur  Erde  erzeugten  elektrischen 
Ladung.  Ich  habe  oben  (S.  606)  nachgewiesen,  dass  mit  Platin  in  Be- 
rührung stehendes  und  durch  die  Gasleitung  mit  der  Erde  leitend 
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verbundenes  Wasser  negativ  geladen  ist.  Wird  nun  die  Platinschaale 
mit  ihrem  Inhalte  isolirl,  und  es  findet  nur  eine  schwache  Gas- 
enlwiekelung  statt,  so  nehmen  die  während  des  Durchganges  durch 
die  Flüssigkeit  unelektrisch  gewordenen  Gase  von  der  Flüssigkeits- 
Oberfläche  negative  Elektricitiit  mit,  so  dass  das  Elektrometer  einen 
positiven  Ausschlag  giebt.  Indess  übersteigen  die  zuvor  verzeich- 
nelen  positiven  Ladungen,  namentlich  bei  Einwirkung  stärkerer  Säuren, 
doch  die  Werthe,  welche  oben  bei  tropfendem  Wasser,  in  welches 
ein  Platindrahl  tauchte,  beobachtet  worden;  über  diesen  Zuwachs 
werden  die  Versuche  im  folgenden  Abschnitte  Aufschluss  geben. 

Wenn  zahlreiche  kleine  MarmorstUcke  in  der  Platinschaale  mit 
Salzsäure  von  verschiedener  Conccntralion  Ubergossen  werden,  so 
entsprechen  die  Vorgänge  den  eben  beschriebenen,  nur  tritt  die  so- 
fort nach  dem  libergiessen  erscheinende  negative  Spannung  infolge 
der  ausgedehnteren  Gascnlwickelung  stärker  auf,  ist  aber  nach  1, 
höchstens  2 Minuten  verschwunden.  Wird  z.  B.  eine  nur  mit  dem 
gleichen  Volumen  Wasser  gemischte  Säure  angewandt,  so  gehl  das 
Goldblättchen  schon  in  I bis  2 Secunden  nach  der  negativen  Seile 
aus  dem  Gesichtsfelde';  wird  dasselbe  durch  Ableitung  entladen  und 
wieder  isolirt,  so  bewegt  es  sich  noch  einige  Male  über  die  Scale 
hinaus;  nach  Verlauf  von  I Minute  erreicht  cs  nur  noch  den  Werth 
— 1,2,  und  erscheint  am  Ende  der  zweiten  Minute  schon  schwach 
positiv. 

Die  I bis  2 Minuten  nach  dem  Aufgiessen  der  Säure  eintre- 
lende  positive  Spannung  erreichte  überhaupt  nur  geringe  Werthe; 
z.  U.  -(-0,31  bei  der  161'ach,  -(-0,74  bei  der  Sfach,  -(-0,06  bei 
der  2 fach  verdünnten  und  -j-  1,2  bei  der  nur  mit  dem  gleichen 
Volumen  gemischten  Säure.  Auch  bei  der  concentrirten  Säure  stieg 
die  Stärke  der  Ladung  nur  auf  -|-  1,3.  Jedenfalls  sind  diese  Werthe 
aber  hoher,  als  sie  durch  die  blossen  Verhältnisse  der  Ableitung, 
wenn  wir  die  Flüssigkeit  dem  Wasser  gleich  setzen,  erklärt  werden 
kOnuen. 
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VII.  Elektricität  bei  Gasentwickelungcn,  wenn  Marmor, 
Kreide  oder  Zink  durch  Salzsäure,  welcher  Chlorcalcium, 
Glycerin  oder  Zucker  zugesetzt  worden,  übergosscu  wird. 

a.  Marmor. 

Bei  den  zuvor  beschriebenen  Versuchen  bildet  sieh  durch  Auf- 
losen  des  Marmors  in  der  Säure  Chlorcalcium , und  es  lag  daher 
nahe,  in  der  Beimengung  dieses  Salzes  den  Grund  der  iui  Verhält- 
nis« zu  dem  blossen  Ableilungsverhaltnisse  etwas  erhöhten  positiven 
Ladung  zu  suchen.  Biese  Verniuthung  erwies  sich  durch  die  Ver- 
suche als  vollständig  l(cgrtlndct. 

' Concenlrirte  Salzsäure  wurde  mit  dem  gleichen  Volumen  einer 
starken  ChlorcalciumlOsung *)  gemischt:  in  2 Minuten  hatte  sich  eine 
Ladung  -{-  3,65  angesaiuiuelt ; nach  wieder  2 Minuten  -{-  2,30; 
nach  weiteren  2 Minuten  -f-  1,60. 

Zu  t0  ccm  einer  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdünnten 
Salzsüure  wurden  noch  20  ccm  der  ChlorcalciumlOsung  zugesetzl : in 
2 Minuten  hatte  sich  die  Ladung  -f-  3,04  angesammelt;  in  weiteren 
2 Minuten  -)-  2,35. 

Darauf  wurden  2i  ccm  der  mit  gleichem  Volumen  Wasser  ver- 
dünnten Saure  noch  mit  36  ccin  der  ChlorcalciumlOsung  versetzt: 
in  2 Minuten  angchaufle  Spannung  -f-  2,65. 

35  ccm  einer  mit  dem  4 fachen  Volumen  Wasser  verdünnten 
Salzsüure  wurden  mit  28  ccm  der  ChlorcalciumlOsung  gemischt:  in 
2 Minuten  sammelte  sich  eine  Ladung  -|-  2,5t  an. 

Als  49  ccm  dieser  Saure  mit  1 4 ccm  ChlorcalciumlOsung  ge- 
mischt waren,  wurde  wahrend  der  ersten  Minute  eine  Spannung 
— 0,40  beobachtet;  dieselbe  ging  aber  nach  Ablauf  dieser  Minute 
in  positive  (-f-  2,09)  Uber. 

Wurden  54  ccm  derselben  Säure  mit  7 ccm  ChlorcalciumlOsung 
gemischt,  so  trat  in  der  ersten  Minute  eine  Spannung  — 5,4  auf. 
Nach  zwei  Minuten  ging  die  negative  Ladung  in  eine  positive  Uber, 
die  bis  -)-  1,3  stieg. 


*)  Die  Chiorealeiumlüsunfi  war  durch  Auflosen  von  Marmor  in  concentrirter 
Salzsäure  hcrgcstolll  worden. 
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Durch  den  Zusatz,  der  Chlorcalciumlösung  wurde  jedenfalls  die 
Zähigkeit  der  Flüssigkeit  vermehrt.  Ich  versuchte  daher  einen  an- 
deren Zusatz,  welcher  ebenfalls  die  Beweglichkeit  der  Siturclheilchen 
verminderte,  das  Glycerin. 

35  ccm  der  mit  dem  4 fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Salz- 
säure wurden  mit  28  ccm  Glycerin  gemischt.  Nach  einander  wurden 
die  in  2 Minuten  angesammclten  Ladungen  beobachtet:  -{-0,6; 

+ 0,45 ; -f-  0,2.  Als  zu  49  ccm  derselben  Siiure  1 4 ccm  Glycerin 
zugesetzl  waren,  ergaben  sich  folgende  Werthe:  -{-2,95;  -{-1,90; 
-{-  0,99.  Wurden  zu  54  ccm  derselben  Saure  7 ccm  Glycerin  hin- 
zugefügt,  so  erhielt  ich  die  Ladungen  — |—  3,45 ; -f-1,72.  Als  schliess- 
lich 59,5  ccm  jener  Saure  mit  nur  3,5  ccm  Glycerin  gemischt  waren, 
erschien  im  Anfänge  wieder  negative  Spannung,  die  wahrend  der 
ersten  Minute  bis  — 5,4  stieg,  dann  abnahm  und  mit  dem  Beginn 
der  zweiten  Minute  in  die  positive  überging,  welche  in  2 Minuten 
die  Ladung  -j-  1,3  ergab. 


b.  Kreide. 

Mil  Salzsaure  tibergossene  KrcidestUcke  hallen  stets  negative 
Ladungen  gegeben.  Als  nun  auf  ein  Kreideslück  eine  Mischung  aus 
40  ccm  'einer  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdünnten  Salz- 
säure und  20  ccm  ChlorcalciumlOsung  gegossen  wurde,  entstand  nur 
eine  aussersl  geringe  positive  Glektricität  -{-  0,11. 

Wurde  eine  Mischung  aus  48  ccm  einer  mit  dem  2 fachen  Vo- 
lumen Salzsäure  und  12  ccm  Chlorcalciumlösung  angewandt,  so 
zeigte  die  I’latinschaale  zuerst  eine  schwache  positive  Ladung  -{-  0,37, 
die  nach  2 Minuten  in  eine  negative  überging,  welche  in  den  fol- 
genden 2 Minuten  bis  — 1,25  stieg. 

Waren  54  ccm  eben  dieser  Säure  mit  6 ccm  Chlorcalcium- 
lösung gemischt,  so  zeigte  sich  in  der  ersten  Minute  nur  eine  ge- 
ringe Spur  von  positiver  Spannung;  nach  1 Minute  war  die  Ladung 
schon  schwach  negativ.  Ähnlich  verhielt  sich  eine  Mischung  aus 
95  ccm  der  letztgenannten  Säure  und  5 ccm  Chlorcalcium.  Wurden 
100  ccm  eben  dieser  Säure,  ohne  Zusatz  von  Chlorcalcium,  auf  das 
Kreideslück  gegossen,  so  ging  das  Goldblättchen  schon  nach  1 2 Se- 
cunden  nach  der  negativen  Seite  hin  aus  dem  Gesichtsfelde;  die 
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Spannung  war  also  in  diesen  wenigen  Secunden  bereits  über  — 1 0,0 
gestiegen. 

Als  darauf  95  ccm  dieser  Saure  mit  5 ccm  einer  concentrirten 
Zuckerlösung  gemischt  wurden,  erhielt  die  Sehaale  in  2 Minuten 
eine  Ladung  von  — 3,1.  Wurden  zu  90  ccm  der  Saure  10  ccm 
der  ZuckerlOsung  gesetzt,  so  war  in  den  ersten  zwei  Minuten  keine 
Klektricitatsentwickclung  wahrzunehmen ; spater  erschien  eine  äusserst 
geringe  positive  Ladung  -J~  0,08. 


c.  Zink. 

Wie  wir  oben  (S.  6H)  gefunden  haben,  zeigt  das  im  Uhrglase 
innerhalb  der  Plalinschaale  liegende  Zink  durch  l liergiessen  mit  einer 
durch  das  gleiche  Volumen  Wasser  verdünnten  Salzsaure  sehr  kurze 
Zeit  eine  schwache  positive  Ladung,  die  bald  in  eine  starke  nega- 
tive übergeht. 

Kbenso  verhielt  sich  das  Zink,  als  es  mit  57,5  ccm  dieser  Säure, 
welcher  2,5  ccm  Glycerin  zugesetzl  waren,  tibergossen  wurde. 
In  15  Secunden  entstand  eine  Spannung  -f-0,10,  welche  dann  sich 
sofort  in  eine  sehr  starke  negative  verwandelte. 

Wurden  zu  55  ccm  dieser  Säure  5 ccm  Glycerin  hinzugefugt, 
so  erhielt  die  Plalinschaale  positive  Khrktricititt ; dieselbe  nahm  mit 
der  Zeit  zu.  Als  die  Schaulc  vom  Ende  der  2.  bis  zum  Ende  der 
8.  Minute  isolirt  gehalten,  hatte  sich  während  der  0 Minuten  eine 
Ladung  -j-  10,7  angesammell.  Bei  Vermehrung  des  Glycerinzusatzes 
blieb  die  Schaalc  stets  positiv ; die  Ladung  wurde  aber  infolge  des 
verringerten  Angriffes  der  Säure  geringer.  Wurden  z.  It.  zu  50  ccm 
der  obigen  Säure  10  ccm  Glycerin  zugesetzt  , so  erhielt  die  Plalin- 
schaale in  den  0 Minuten  von  der  1.  bis  zur  10.  nur  eine  Ladung 

+ M- 

Ein  gleicher  Einfluss,  wie  ihn  das  Glycerin  zeigte,  wird  sich 
auch  bei  den  Versuchen , in  welchen  ZinkslUcke  mit  Schwefelsäure 
oder  Salzsäure  Ubergossen  werden , je  naeh  Maassgabe  des  dabei 
sich  bildenden  Schwefelsäuren  Zinkoxydes  oder  Chlorzinkes  gellend 
machen. 

Da  Chlorcalcium-,  Glycerin-  und  Zuckerlösung  in  gleicher  Weise 
die  Entstehung  der  positiven  Ladung  der  Plalinschaale  begünstigen, 
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so  scheint  ihre  Einwirkung  nur  eine  Folge  der  Verminderung  der 
Beweglichkeit  der  Fltissigkcitstheilchen  zu  sein.  Die  bei  ihrer  Ent- 
wicklung und  ihrem  Aufsteigen  einen  grösseren  Widerstand  finden- 
den Gasblasen  nehmen  ihre  Ladung  nicht  blos  auf  dem  positiven 
Marmor,  sondern  auch  aus  der  negativen  Säure;  bei  Vorwallen  dieses 
letzteren  Vorganges  muss,  weil  dann  die  Gase  negative  Elcklricität 
in  grösserer  Menge  fortführen,  die  Schaale  positiv  erscheinen. 
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